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Vorrede. 


Als  ich  vor  neun  Jahren  den  zweiten  Band  der  deutschen 
Bearbeitung  der  Salmon’schen  Raumgeoraetrie  zum  ersten 
Male  veröffentlichte,  habe  ich  bereits  versucht,  eine  Reihe 
von  Entwickelungen  respectivo  Ergebnissen  ihr  anzueignen, 
durch  welche  seit  dem  ersten  Erscheinen  des  Originals  und 
zum  Theil  direct  in  Folge  desselben  die  Wissenschaft  be- 
reichert worden  war,  und  ich  habe  Uberdiess  die  Hauptstiieke 
einiger  wichtigen  älteren  Arbeiten  in  sie  aufgenommen;  ich 
nenne  von  jenen  z.  B.  die  Entwickelungen  von  Clebsch 
über  die  Schmiegungsebenen,  insbesondere  die  stationären, 
der  Durchdringungsenrve  von  zwei  Flächen,  über  das  Nor- 
malenproblem bei  Flächen  zweiten  Grades,  über  die  Doppel- 
punkte der  Curve  vierpunktiger  Berührung  einer  Fläche  mit 
Geraden,  über  die  analytische  Theorie  des  Pentaeders  bei 
Flächen  dritter  Ordnung;  Cayley’s  Arbeiten  über  die  all- 
gemeine Theorie  der  Regelflächen;  die  allgemeine  Theorie 
der  Strahlensysteme  und  die  Beiträge  zur  Theorie  deh  Flächen 
vierter  Ordnung  von  Kummer,  sowie  Bour’s  Unter- 
suchungen über  die  Applicabilität  der  Flächen  — von  diesen 
die  Abhandlung  Ja  co  bi ’s  über  die  Bestimmung  der  Flächen 
und  Curven  durch  Punkte. 

Das  Buch  hat  sich  einer  sehr  guten  Aufnahme  zu  er- 
freuen gehabt;  es  war  schon  seit  mehreren  Jahren  vergriffen, 
und  leider  ist  das  Erscheinen  der  neuen  Auflage  durch  man- 
cherlei Hindernisse  sehr  verzögert  worden;  immerhin  hat 
diese  Verzögerung  ihr  den  Vortheil  gebracht,  dass  die  kürz- 
lich erschienene  dritte  Auflage  des  Originals  für  ihre  Ver- 
besserung voll  benutzt  werden  konnte. 
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Bei  ihrer  Bearbeitung  haben  die  grossen  Fortschritte  der 
Wissenschaft  abermals  zu  zahlreichen  Erweiterungen  ge- 
nöthigt,  für  welche  der  erforderliche  Kaum  nur  zum  Theil 
durch  Unterdrückung  früheren  Inhalts  und  durch  kürzere 
Darstellung  mancher  Abschnitte  gewonnen  werden  konnte; 
eine  Verstärkung  des  Bandes  um  3'/j  Bogen  ist  unvermeid- 
lich gewesen.  Wenn  die  grösste  Raumersparniss  für  denselben 
in  der  Einarbeitung  der  Theorie  der  Invarianten  und  Cova- 
rianten  der  Systeme  zweiten  Grades  in  den  ersten  Band  des 
Werkes  bestand,  so  wurde  dieselbe  doch  weit  überwogen 
durch  die  Nothwendigkeit  der  Aufnahme  neuer  umfangreicher 
Kapitel  über  die  Flächen  vierter  Ordnung,  über  die 
Complexe  und  ihre  charactcristischen  Flächen, 
und  über  Abbildung  und  Transformation  der  Flä- 
chen. Von  diesen  Kapiteln  ist  das  Erste  (VI.)  wesentlich 
nach  der  Bearbeitung  in  der  neuen  Auflage  dos  Originals, 
immerhin  mit  einer  Reihe  von  Erweiterungen,  wiedergegeben; 
den  beiden  andern  entsprechen  nur  kurze  Zusätze  des  Ori- 
ginals — ich  bin  also  genöthigt,  für  den  Versuch,  die  beiden 
zuletzt  bezeichneten  Ilauptgruppen  moderner  Untersuchungen 
in  den  Zusammenhang  des  Ganzen  einzufügen,  die  alleinige 
Verantwortung  zu  übernehmen.  Es  schien  mir,  dass  die  ein- 
fache Darlegung  ihres  historischen  Entwiekelungsganges  an 
der  Hand  der  Quellen  jene  Anknüpfung  ganz  befriedigend 
gestalte.  Mit  dem  Kapitel  von  den  Flächen  vierten  Grades 
steht  das  über  die  Complexe  dureh  die  schönen  Arbeiten  von 
Kammer,  mit  dem  von  der  Transformation  handelnden  durch 
die  Abbildung  des  linearen  Complexes  auf  den  Pnnktraum 
in  einer  naturgemässen  Verbindung.  Beiden  ist  übrigens  in 
der  neuen  Auflage  des  ersten  Bandes  sorgsam  vorgearbeitet 
worden,  nämlich  der  Liniengeometrie  durch  die  Aufnahme 
ihrerGrundlagen  in  die  Entwickelung  der  projectivischenCoor- 
dinaten  (deren  fundamentale  Bedeutung  in  der  von  mir  ge- 
gebenen Ableitung  aus  Doppelverhältnissen  allein  immer  mehr 
anerkannt  wird),  und  eines  Theils  der  Theorie  der  allgemeinen 
Complexe  zw'eiten  Grades  in  das  Kapitel  von  den  Invariaii 
ten  und  Co  Varianten;  der  Lehre  von  den  birationalen  Trans- 
formationen aber  durch  die  Entwickelung  der  Projectivitäts- 
Theorie  der  Räume  im  Allgemeinen  wie  in  ihren  speciellen 
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Formen,  welche  überdiess  für  das  Verständniss  mancher  an- 
deren Untersuchungen  von  Nutzen  sein  wird. 

Von  den  Neuerungen  kleineren  Umfangs  will  ich  hervor- 
heben die  Erzeugung  der  Flächen  durch  reciproke  Bündel 
im  ersten  Kapitel ; die  Grundlagen  der  Discussion  einer  de- 
veloppabeln  Fläche  aus  ihrer  Ordnungszahl  im  zweiten ; die 
Discussion  der  Fläche  der  Hauptkrümmungscentra,  der  Paral- 
lelfläche, der  inversen  und  der  Fusspunkt-B'läche  der  allge- 
meinen B’läche  von  der  Ordnung  « im  vierten;  die  nähere 
Erörterung  der  singulären  Punkte  und  der  Specialität  der 
Diagonalfläche  bei  den  Flächen  dritter  Ordnung  iio  fünften ; 
die  Discussion  der  Bestimmung  involutorisch-syrnmetrischer 
F'lächen,  die  erweiterte  Entwickelung  der  Theorie  von 
Gleichungssystemen , die  kurze  Einführung  in  die  Theorie 
der  Flächensysteme  ((t,  v,  q)  und  die  Theorie  der  Charac- 
teristiken  und  die  Erweiterung  der  Theorie  der  Reciprokal- 
flächen  im  neunten  Kapitel. 

Man  wird  überdiess  vieles  Neue  in  den  von  p.  618 — 690 
reiehenden  Noten  finden,  von  denen  ein  bedeutender  Theil 
nicht  rein  literarischen  Inhaltes,  sondern  der  Erweiterung  der 
Untersuchung  gewidmet  ist.  Ich  verweise  dafür  auf  den  Schluss 
des  Registers  und  hebe  hier  nur  hervor,  dass  wie  im  Text 
ausser  verschiedenen  kleineren  Beiträgen  der  Schlussabschnitt 
der  Theorie  der  Reciprokalflächen , so  namentlich  auch  einige 
der  grösseren  Zusätze  von  A.  Cayley  herrühren,  so  dass 
auch  für  dies  Werk  gilt,  was  ich  im  Vorwort  zur  Ausgabe 
der  Analyt.  Geom.  d.  höheren  ebenen  Curven  hiervon  gesagt 
habe.  Es  sind  die  Noten  über  die  Repräsentation  einer  Curve 
im  Raum , über  die  Differentialgleichungen  der  Krümmungs- 
linien und  Hauptkrümmungsradien  sowie  der  asymptotischen 
Curven , und  von  den  Orthogonalflächen.  Einige  andere  sind 
meiner  Kenntniss  seiner  Arbeiten  entsprungen,  durch  deren 
directe  Mittheilung  er  sein  Interesse  für  die  deutsche  Aus- 
gabe der  Werke  seines  Freundes  bethätigt. 

Man  findet  unter  den  Zusätzen  auch  die  Einführung  in 
die  Theorie  der  Quaternionen  wieder,  vermehrt  mit  einer 
kurzen  Characteristik  des  neuesten  Versuchs  zu  ihrer  Wei- 
terentwickelung, ich  halte  diese  Theorie  noch  immer  für  sehr 
beachtenswerth  und  möchte  auf  die  neuerlichen  kürzeren  Lehr- 


Digitized  by  Google 


blidiei-  für  dieselbe,  welche  in  England  erschienen  sind, 
aufmerksam  machen. 

Die  Schlussnote  über  MinimalHächen  endlich,  durch  die 
ich  diesem  hochinteressanten  Gegenstände  einigermassen  ge- 
recht zu  werden  suche,  ist  ein  Auszug  aus  einem  Manuscripte, 
welches  mein  Herr  College  Prof.  H.  A.  Schwarz  mir  zur 
Benutzung  überliess  und  wofür  ich  ihm  auch  hier  meinen 
Dank  aussprechen  will. 

Möchte  es  mir  gelungen  sein,  auch  in  dem  ihr  Eigen- 
thüiulichen  die  neue  deutsche  Ausgabe  der  Salmon’schen 
Geometry  of  throe  Diraensioiis  der  lebhaften  Theilnahme 
einigermassen  würdig  zu  machen,  die  das  wissenschaftliche 
Publikum  ihr  fortgesetzt  entgegenbringt.  Von  Mängeln  wird 
sie  leider  nicht  frei  sein.  Um  ihre  Correetheit  zu  erhöhen, 
werde  ich  eventuell  eine  Fortsetzung  der  Berichtigungen  rait- 
theilen  gelegentlich  der  neuen  Bearbeitung  der  „Vorlesungen 
über  die  Algebra  der  linearen  Transformationen“,  die  mir 
obliegt. 

Hirs landen  b.  Zürich  im  Oct.  1874. 

Dr.  Willielm  Fiedler. 
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I.  Kapitel. 

Allgemoino  Theorie  der  Flächen. 


I.  Abschnitt.  Einleitung. 

1.  Indem  wir  für  ein  späteres  Kapitel  eine  nielir  in  das* 
Fletail  eingeliendc  Untcrsucliniig  der  allgeineineii  P'igcn.seliarien 
der  Flächen  Vorbehalten,  gedenken  wir  hier  einen  Abriss  der- 
jenigen Theile  dieser  allgenieinen  Theorie  zu  gehen,  welche  sich 
mit  der  mindesten  .Mühe  ahleiten  lassen. 

Sei  die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form ; 

A 

-f  lix  + t'y  -f  D: 

-f  Kx‘  -f  Fif  -f  (iz-  + -f  ih  zx  -f  'ILxy 

-{-  etc.  = 0 

geschrieben  odei',  wie  es  zur  Ahknrziing  vorzugsweise  geeignet  ist; 

V ” U«’l  + «<*)  _|_  „(21  „(2)  _|_  etc.  = 0, 

wo  !<<"•  die  Vereinigung  der  Glieder  vom  w'™  Grade  in  der  Gleich- 
ung hezeichnet. 

Diese  Form  bezieht  sich  auf  Cartesische  Pnnkteuordinaten 
und  mit  Vcrtanschnng  der  x,  y,  mit  den  g.  y,  J respective 
würde  sie  eine  Fläche  in  I'lücker’schen  Ehcnencoordinalen  dar- 
stellen. Denken  wir  die  Fläche  in  projectivischen  Goordinaten  Xi 
oder  5i  ausgedrückt,  woihirch  sic  mit  allen  ihr  collinearve.rwandten 
Flächen  in  einen  Ausdruck  znsaniincngefassl  wird,  so  kann  dieser 
in  den  xi  geschrieben  werden  — und  ganz  analog  in  den  l,-, 
wenn  sie  als  Flhenengebildc  aufgelässt  wird  (Vergl.  1hl.  I.  p. 
der  2.  Ausgabe.)  — wie  folgt 

Ax^’‘  -f-  (I>x^  -j-  Cx.,  -f-  -f-  (A’;C|'^  Fx.r  -f"  F.x.^- 

-|  - 2 H x-jX-f  -f-  + 2AaT|  ...  =0, 

und  es  ist  statthaft,  dieselbe  Ahkürzungsform  h'"I-|-h<ü-|-i/(2|-|-.  ..=(( 
zu  gebrauchen.  • 

Sulmou,  Anal,  livom.  tl.  Ruumes.  11  2.  Anti.  1 
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Aiulcrseits  stellen  wir  diese  Gleichung  durch  /‘(x”)  = 0 als 
eine  homogene  Function  vom  Grade  n und  von  den  vier  Variabein 
X, , Xj,  Xj,  x^,  rcspeclive  durch  <p  (^")  = ü in  Khcucncoordinaten 
dar  und  in  Form  einer  Entwickelung  durch 


/■(x") . 


n! 


Inj! 


=0. 


II,  n,  n,  n, 

in  welcher  Form  >i|,  n^,  alle  die  ganzen  und  |iositivcn 

Zahlcnwerthe  anzunehmen  haben,  für  welche  n, -|-«2  + n3+ii|  = »i 
ist.  In  dieser  Schreiharl  wird  /"(x")  zur  Entwickelung  iler  ,i‘“" 
Potenz  der  linearen  Function  von  vier  Variahcln  x,,  wenn  man  setzt 


w I fl  I 

und  durch  Einffihrung  der  Symbolik 

n,  X,  + «jX.^  -j-  aj-fj  + njXj  _ a^ 

und  enlsprcchend  Cj,  etc.  ergieht  sich  als  die  symbolische 
Form  der  allgemeinen  Gleichung  einer  Fläche  in  projectivischen 
Punklcoordinaten 


Ujt"  = oder  bx"  = 0,  etc., 


und  in  projectivischen  Ebcnencoordinateu 

= 0 oder  ßc”  — 0,  etc.*) 

In  der  ersten  Ausdrucksform  besieht  h'®*  aus  einem  Glicde,  id‘* 
enlhäll  drei,  sechs  Glieder,  etc.,  tind  die  Gesannnlzahl  diT 
Glieder  in  der  allgemeinen  Gleichung  ist  die  Summe  von  (»,  -j-  1) 
Gliedern  der  Iteihe 

1,  3,  Ü,  10,  etc,, 

d,  i. 

= L"  +il  (JL+  2)  (»  + 3) 

1.  2.  3. 


Die  Zahl  der  zur  ncslimmung  einer  Fläche  vom 
Grade  iiolhw  endigen  Bedingungen  ist  um  Eins 
kleiner  als  diese  Anzahl,  d.  h. 

n (n’  On  -F  11) 

• ß 

Wir  nennen  die  durch 

/■(x")  = a*”  = 0,  oder  durch  (^“)  = a^"  — 0 
dargeslellte  Fläche  eine  algebraische  Fläche  «*<'i  Ordnung  rcspec- 


•)  Vergl.  „Kegolsclmitt«“  (2.  Autl.)  Art,  341. 
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live  h‘"  KIii.ssk,  weil  sie  iti  Veibiiidiin^'  mit  der  einen  linearen 
Gleichun;,’ 

= 0 oder  /Ji  = ü 

eine  algebraisclie  l'nrve  71'"  Ordnung  resi)eclive  einen  algc- 
braisrlicii  Kegel  h’"'  Klasse,  oder  weiter,  weil  sie  in  Verbindung 
mit  zwei  linearen  Oleiclinngen 

ha-  = 0,  Ca  — •>  oder  jSj  — Ü yt  — 0 

eine  Heilic  von  >1  l’nnklen  respeelive  ein  liüscliel  von  11  Ebenen 
darstellt,  wcicbc  zngleieb  der  geraden  Linie  in  der  Eläelic  an- 
geliören. 

Es  besliinmen  also  drei  I'nnklc  oiler  Ebenen  eine  Ebene  . 
oder  einen  Punkt,  neun  Punkte  oder  Ebenen  eine  Eläciic  zweiten 
(Irades,  ncnnzelin  Pnnklc  eine  Fläche  dritter  Ordnung  uml  neun- 
zehn Ebenen  eine  Fläclic  dritter  Klasse,  etc. 

Eine  gerade  Liine  liegt  in  einer  gegebenen  Fläche  7i‘"  Ord- 
nung, wenn  sie  mit  ihr  (77  + 1)  Punkte  gemein  hat,  und  die 
lledingnng,  eine  gegebene  Gerade  zu  enthalten,  zählt  für  (71  -{-  1) 
liedingungen.  Darum  enthalten  die  Flächen  von  hrdierer  als  der 
dritten  Ordnung  im  Allgemeinen  keine  Geraden.*) 

Die  Theorie  der  Elimination  lehrt  auch,  dass  drei  Flächen 
von  den  respectiven  Ordnungen  11,  p,  sich  in  »pq 
Punkten  dui'chschneidcn,  oder  dass  die  Durclischnittsciirvc 
zweier  Flächen  von  den  Ordnungen  u und  p von  einer  Fläche 
7/“  Ordnung  in  11  p q Punkten,  von  einer  Ebemr  also  z.  II.  in 
n p Punkten  geschnitten  wird.  Eine  solche  Gurve  heisse  von  der 
Ordnung  up. 

Wenn  durch  heliebige 

(,i  -f  1)  (77  -f  2)  (,.  -f  3)  „ 

6 ^ 

Punkte  eine  Schaar  von  Flächen  77*“'’  Ordnung  gelegt 
wird,  so  schneiden  sich  alle  diese  Flüchen  in  einer 
und  derselben  Gnrve.  Denn  sic  sind  alle  durch  die  Gleichung 

V kV  =0 

darstellbar,  in  welcher  U und  V diejenigen  Polynome  770'n  Grades 
bezeichnen,  welche  mit  Null  verglichen  die  Gleicimngen  zwci7'r 

*)  Vergl.  Bd.  1,  Art.  40  Aumerkong 

1* 
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iiiitpr  jciipn  Firiclicii  ilarslelleii.  Sic  cnlliallcii  also  ilic  Ciirvc 
(Basis  des  Büschels) 

U=0.  r = 0. 

Jede  von  ihnen  isl  durcli  einen  einzigen  dieser  Fiirve  iiichl 
angchörigen  I’iinkl  hesliiinnt,  den  sie  enlhallen  soll.  Diess  ist 
der  Grnndcharacler  eines  Büschels  von  Flächen  «*"  Ord- 
nung, respective  einer  Schaar  von  Flächen  Klasse. 

Ein  Büscliel  von  Flächen  dritter  Ordnung  ist  hestinnnt  durch 
achtzehn,  ein  solches  von  Flächen  vierter  Ordnung  durch  drei 
und  dreissig  I’unkte. 

Ferner;  Alle  Flächen  «*“'  Or<lnnng,  die  durch 

’Ji”  + -)  + -^)  _ *1 

■ ■ c 

helichige  Funkte  gehen,  schneiden  sich  ausser  in 
jenen  noch  in  anderen 

„3  ^ 3 _ ("+  0 ("+2) ("  + s) 

festen  Punkten.  Beispielsweise  alle  Flächen  zweiten  Grades, 
die  durch  sieben  Punkte  gehen,  in  einem  achten  Punkte. 

Denn  die  Gleichungen  aller  dieser  Flächen  sind  in  der  Form 
V kV  + = 0 

enthalten,  in  welcher  U,  V,  fV,  diejenigen  Polynome  Grades 
hezeichnen,  welche  gleich  iSnII  gesetzt  drei  jener  F'lächen  reprä- 
sentieren. Die  Zahl  tier  denselhen  gemein.schaftlichen  Punkte  isl 
und  daraus  ent.springt  der  Satz.  Da  die  Gleichung  des  Systems 
zwei  Constanten  cxplicite  enthält,  so  kann  durch  jedes  gegehene 
I'aar  von  Punkten  im  Baume  eine  jener  F'lächen  gelegt  werden. 
Man  nennt  die  Gesanimtheit  dieser  F'lächen  ein  Netz  oder  Bün- 
del von  Flächen  Ordnung,  und  dass  je  eine  Flüche  des 
Netzes  durch  zwei  willkürlich  gegebene  Punkte  geht,  ist  die 
characteristische  Fjgenschal't  der  Netze  von  F'lächen.  Alle  die- 
jenigen F'lächen  eines  Netzes,  welche  durch  denselben  Punkt  des 
Baumes  gehen,  bilden  ein  F'lächenhüschel. 

Man  kann  diese  Betrachtungen  fortsetzen,  zunächst  auf  F'lächen 
Ordnung  von  der  allgemeinen  Gleichungsform 
U + kV  + n »■+  i-7'  = 0, 

diess  sind  F'lächen,  deren  jede  durch  drei  beliebige  Punkte  hc- 
stimml  werden  kann  nach  der  Zahl  der  Constanten  p,  v. 
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Man  lial  vorgosclilagen  eine  soidic  Flä^henramilic  als  ein  lineares 
System  zu  benennen,  und  siebt  leidil,  dass  alle  die  Flächen 
des  Systems,  «eldie  durch  denselben  Punkt  geben,  ein  Netz, 
und  alle  die,  welclie  dasselbe  Paar  von  Punkten  enthalten,  ein 
Hnscbcl  bilden. 

2.  lUircIi  die  projertivisclK!  Verbindung  der  F’läciiensysteme, 
die  wir  als  Bnscbel,  lliindel  oder  >'ctze,  lineare  Systeme,  etc.  be- 
zeichnet haben,  können  algebraische  Flächen  und  Fiirven  erzeugt 
werden,  in  der  Weise,  wie  die  Hegeldächen  zweiten  Grades  durch 
die  Verbindung  von  zwei  projcctivischen  Ebcnenbüscheln  ent- 
stehen. Die  ])rojectivisehe  Verbindung  erfordert  bekanntlich,  da.ss 
jeder  Fläche  des  ersten  Systems  eine  und  nur  eine  des  zweiten 
entspricht  und  umgekehrt;  sic  erlaubt  also  für  ihren  analytischen 
Ausdruck  die  Annahme,  dass  die  Gleichungen  entsprechender 
Flächen  durch  dieselben  Werthe  der  in  den  Gleichungen  der 
Systeme  auftretenden  correspondierenden  Parameter  gegeben  wer- 
den; so  dass  projectivische  Flächcnbnschel  und  Ord- 
nung durch 

f/w  ..j-  A » i'O  = 0,  ijiF)  _j-  A y<p>  = o, 

projectivische  Bündel  oder  Netze  durch 

ü<»)  -f  A 1^-)  -f  n tPW  = 0,  £7"'»  -f  A F'ei  + ft  fFöd  = 0 
dargcstellt  werden.  Die  Elimination  des  Parameters  A zwischen 
den  Gleichungen  zweier  projeclivischer  Flächcnhüschel  von  den 
respcctiven  Ordnungen  n und  p giehl  die  Gleichung  einer  alge- 
braischen Fläche  von  der  Ordnung  (>i  p),  welche  der  Ort  aller 

der  Curven  ist,  die  die  entsprechenden  Paare  der  Flächen  beider 
Büschel  gemein  haben,  in  der  Form 
‘ü»),  yc‘}  _ 

[ {/(!'),  ytp)^ 

Ebenso  entspringt  aus  der  Elimination  der  Ihirametcr  A und  p 
zwischen  den  Gleichungen  von  drei  projectivischen  Netzen  oder 
Bündeln  von  Flächen  der  respcctiven  Ordnungen  «,  p,  q die 
Gleichung  einer  algebraischen  Fläche  von  der  Ordnung  (u+fB-f-?), 
welche  der  Ort  aller  der  Punkte  ist,  die  je  drei  entsprechenden 
Flächen  dieser  Bündel  gemeinsam  angchüren,  in  der  Form 
£7<*>,  P("t,  fP<">| 

üW,  y<p\  iy<py',  = o. 

|£701,  F(v),  fpoij 
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l>ic  l•’n|•m  der  erslcn  CJcirhung  zeigt,  dass  die  cnlsleliende 
Firiclic  die  beiden  Ilasiseurven  der  llfiscliel  ciilliäll;  die  der  /.wei- 
len. dass  die  Flärlie,  welche  drei  prnjerlivi.sclic  Ründel  liervor- 
Itringen,  die  (Inippen  der  Rasispunktc  derselben  cnlliäll;  drei 
projcclivisclie  Fläcbenliüscbel 

tn»)  ^ I y(-)  = 0,  iW  A rlr)  = 0,  {/(’>  + i = 0 

erzeugen  als  Ort  der  Schniltpunkle  von  je  drei  entspreclien- 
den  Fläehen  eine  (äirve,  die  auf  den  Flächen,  welche  sie  paar- 
weis erzeugen. 


F(">1 

jf/W, 

F<e)| 

, = D. 
Fh'l, 

1 ’ 

F'«’| 

Itn»), 

zugleich  liegen  muss;  da  nun  die  beiden  ersten  z.  II.  die  Ord- 
nungszahlen (n  p)  und  (p  -f-  q)  haben  und  die  Schnillcurve 
der  Flächen  {/<pI  = 0,  Fiel  = 0 von  der  Ordnung  p'^  ihnen  ge- 
meinsam ist,  SU  kann  die  zu  allen  drei  Flächen  gemeinsame  Curve, 
nur  von  der  Ordnung  (n  -)-  p)  (p  j)  — p-  = np  pq  qn 
sein.  Drei  projectivischc  Ebencnbüschel  bringen  so  eine  Curve 
dritter  Ordnung  hervor.  Die  entsprechenden  projeclivisrhcn 
Itüschcl  in  drei  prttjcclivisehcn  Fläehenhüudcln  der  vorgedachten 
Art  erzeugen  eine  unendliche  Zahl  von  Curvcii  der  Ordnung 
(np  pv  -j-  qn),  welche  sämmtlich  der  durch  diese  Bündel 
hervorgehrachlen  Fläche  von  der  Ordnung  (n  -|-  p -|-  q)  auge- 
hören , beispielsweise  unendlich  viele  Raumeurven  dritter  Ord- 
nung der  Fläche  dritter  Ordnung  aus  drei  projcctivischen  Ehenen- 
bündcln. 

Betrachten  wir  aher  ferner  zwei  projcetivische  Flächenhündel 
von  den  Ordnungen  n und  p,  so  erzeugt  Jedes  I’aar  entsprechen- 
der und  daher  projcctivischer  Flächenhüsehel  in  ihnen  eine 
Fläche  von  der  Ordnung  (n  -{-  p)  und  die  Cesammtheil  der  so 
erzeugten  Flächen  («+p)‘“  Ordnung  bildet  ein  Netz,  weil  durch 
einen  beliebig  gewählten  l’unkt  des  Raumes  nur  zwei  ent- 
sprechende Flächen  der  Bündel  und  iJüO  gehen  und  somit 
durch  zwei  heliehigc  Punkte  nur  eine  Fläche  jenes  Systems 
geht,  nämlich  die,  welche  erzeugt  wird  von  dem  Büschel  der 
durch  sie  gehenden  Flächen  des  ersten  Netzes  mit  dem 

ihm  projectivischen  Büschel  Sie)  der  durch  die  beiden  Punkte 
gehenden  Flächen  des  zweiten  Netzes.  Die  Comhinalion  dieser 
zwei  Paare  7?,  S mit  einem  dritten  derselben  Art  T,  welches 
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aber  nidit  einem  der  vorigen  Büschel  angchürt,  zeigt,  dass  die 
durcli  das  erste  mit  dem  zweiten  Büsdiel  erzeugte  Fläche  mit 
der  durch  das  erste  und  dritte  liervorgel>raditcn  Fläche  eine 
Curvc  von  der  Ordnung  ^ip  gemein  haben,  und  dass  sich  daher 
diese  mit  der  durch  das  zweite  und  dritte  Büschel  erzeugten 
Fläche  in  einer  Curvc  von  der  Ordnung  (n  -f-  yj)*  — ti  p d.  h. 
gleich  (n®  + p*  + «/>)  durchschnciden  muss,  die  allen  Flächen 
des  Bündels  von  der  t irdnung  (n  -f-  p)  gemein  ist. 

Die  durch  drei  projectivische  Bündel  erzeugte  Fläche  von 
der  Ordnung  ('<-{-  p -f~  l)  enthält  deshalb  auch  drei  llaumcurven 
von  den  Ordnungen  -j- p^ -|- n p,  p’  + v*+p^,  + 

respective,  welche  in  der  oben  angegebenen  Art  enUstehen.') 

3.  Aber  auch  zwei  projectivische  Flächenbündel  können 
so  mit  einander  verbunden  werden,  dass  sie  eine  Fläche  durch 
den  Schnitt  entsprechender  Elemente  erzeugen,  nämlich,  wenn 
man  den  Durchschnittscurven  der  Flächenpaare  des  ersten  die 
Flächen  des  zweiten  eine  einer  und  umgekehrt  entsprechen  lässt*); 
die  Zahl  beider  ist  dieselbe  zweifach  Unendliche.  Dann  entspricht 
jeder  Fläche  des  einen  Bündels  ein  Büschel  von  Flächen  im  an- 
dern und  wenn  man  die  beiden  Bündel  als  von  den  Ordnungen 
n und  p und  durch  die  Gleichungen 

{7<")  ^ X p(")  + ^ ff'l»)  = 0,  Pü>)  -j-  A,  pir)  ft,  WU>)  = 0 

dargestcllt  hat,  so  muss  zwischen  den  Parametern  A,  p,  Aj,  p, 
eine  Belation  solcher  Art  bestehen,  dass  zwei  Werlliepaaren 
A',  p';  A",  p"  der  ersten  ein  bestimmtes  Werthepaar  A,,  p,  der 
letztem  entspricht,  also  eine  Relation  von  der  Form 

-j-  Bp  C'j  Aj  -|-  (jDA  -|-  Ep  -f-  ^*)p|  -j”  GA  -|-  Hp  -j-  K = 0. 

Für  einen  Punkt  der  erzeugten  Flächen  bestehen  dann  die 
Gleichungen 

p(»)  ^ A'  F<«>  + p IF(">  = 0,  D<">  -f  A"  F<*>  -f  p"  fP(">  = 0 
{Ak’  + Bp  + G)A,  + (Z)A'+£p'+F')p,  + GA'+//p +A-=0, 
{Ak"-\-Bp’  + qk^  + {Dk"+Ep"  -j-  FiPi  + Gk''  + n p"  + A'= 0, 
f/'r>  -f  A,  Ffr)  + p,  fF'rl  = 0. 

Die  beiden  ersten  derselben  lassen  die  p\  p"  ausdrücken, 
und  die  Substitution  ihrer  Aequivalente  in  die  dritte  und  vierte 
Gleichung  giebt  die  beiden  Relationen 
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|(./  ir(">  — /?  »»■<”)  — /ii/'”' } A|-|-  '(ö)rt*)—  e n«»)A' 

-f-  f ifM  _ j ^ (f;  — // 1-'“')  r -f  A’  /»’"•»  — n t«">=o 


.( {.f  ir'“’  — y;  /»)  a"+  c ir(’> — /;  p("i  x -f  » (/;  /r'"> — a;  ;•(">)  A" 

-l-  )(■<"' — ii’f/w }/(,-{- ;f<”' — n E”»)  r-f  a ;r<»)—  //{/'">  =o. 


inid  diese  inil  der  letzten  der  vorigen  Itedingnngsgleiriningen  ver- 
hnnden  gielit  diirrli  die  lineare  Kliinination  von  A,,  fj,  das  V'tr- 
Seilwinden  einer  lleterininaiile,  aus  welclier  diireli  /erlegung 
nach  den  llnrizunlalreilicn  der  ziisannncngcset/len  Kleniente  die 
A',  A"  entfernt  werden,  indem  sic  hei  Verlausehnng  der  llnrizontal- 
miil  Verticaheihen  die  Form  annimmt 


1 

<;  ir<v 

- //  r<">. 

K ir< 

■ //  {/’<”' 

(A'-.  A")| 

r'e», 

A ir("> 

— 11  fi«), 

c rr<‘ 



. I) 

UV“, 

1)  ffV“ 

— a;  fl“', 

E IfV 

- 

• E U’">  I 

und  durch  die  abermalige 

Zerlegung 

nach 

(len 

ziisanimengesclzlcn 

Verticalreihf 

II 

l 

n,  G; 

h\ 

, // 

ü"-i,  A' 

) 

(A'-A  ')  AP"».' 

; 

A U“' 

c, 

If  P 

y v“,  A,  r 

/ri»d=i  I. 
/ 

1 

, //'(ei, 

A-,/> 

ir  i'\j),  A’j 

Wir  nennen  solelic  Hündcl  projcctiviscli  rcciprok  im  Gegen- 
satz zu  den  projectivisch  eollinearen  und  sehen  also,  dass  zwei 
solche  Itündel  von  den  Ordnungen  n und  />  eine  Fläche  von  der 
(Ardnung  («  -f-  p)  hervorhringen,  welche  durch  die  Basispuukte 
heider  Ilündel  (an  Zahl  ;c*  -f  p’)  himliirchgeht.  Ihre  Gleichung 
erscheint  auch  — «ie  cs  ilie  Keciprocität  der  heiden  Ftündel 
fordert,  entsprechend  der  nach  A,  p geordneten  Projcctivitäts- 
relation  — in  der  l’orin 


a;<">,  e.  c 

£/'">,  A',  E\ 

j C,  K 1 

/>,  A 

f/ÜO  -j- 

F'">,  G,  I)  1 

r'”i,  A,  G 

ip"K  e:,  p 

; fF<">,  //.  K 

1 + 

ip-\  II,  n 

In  dieser  Weise  entstehen  die  Flächen  zweiten  Grades  durch 
die  Verhindung  von  zwei  projectivisch  reciproken  Fhcnenhündcln 
oder  von  Fhenenhündeln  mit  Strahlcnhündeln;  und  eine  Fläche 
dritter  Ordnung  kann  erzeugt  werden  durch  ein  Bündel  von 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  ein  ihm  projeclivisches  Strahlen- 
bündel. 

4.  Wir  kehren  zur  Betrachtung  einer  Fläche  zurück.  Man 


— !)  — 

kann  din  allgemeine  Gleidinng  in  Carlcsiselieii  Koordinaten  in  die 
Form  einer  l’olargleiclinngühcrrnhren.  indem  man  die  Snbstilntionen 

p cos  «,  p cos  ß,  p cos  y 
für 

X,  ij,  z 

ansführt,  mul  erhall  dadurch  eine  Gleichung  vom  «*'“  (irade,  aus 
der  « Wertlic  des  Itadiiis  vcctor  bestimml  sind,  die  einer  ge- 
gchcnon  durch  die  Winkel  a,  ß,  y hczeichnelen  llichtung  dessel- 
ben entsprechen. 

Wenn  der  Anrangspunkt  der  Koordinaten  in  der  Fläche  liegt, 
so  i.<l  u*“)  = 0 und  eine  der  Wurzeln  der  letzigedachten  Gleich- 
ung ist  p = 0. 

Eine  Rveite  Wurzel  derselben  Gleichung  nimmt  den  Werth 
Null  an,  vvenit  die  Bedingung 

fi  cos  « -{-  C cos  ß -\-  D cos  y = 0 
ciTülll  ist,  die  durch  Mnitiplication  ndl  p in  (iie  Form 
ßx  + />£  = 0 

übergeht,  welche  also  ausdrückl,  dass  der  Itadius  vcctor  in  «ler 
Ebene 

«(')  = 0 

enthalten  sei.  Es  ist  keine  andere  Bedingung  zu  erfüllen,  damit 
der  Badiiis  veclor  die  Fläche  in  zwei  auf  einander  folgenden 
Punkten  schneide. 

Wir  erkennen  so,  dass  iin  Allgemeinen  durch  einen 
willkürlich  gewählten  Punkt  einer  Fläche  unendlich 
viele  Radien  vecloren  gelegt  werden  können,  welche 
in  ihm  zwei  zusammcnfallendc  i*unkte  mit  derselhen 
gemein  haben,  d.  i.  unendlich  viele  *rangcntcn  der 
Fläche;  alle  diese  Tangenten  liegen  in  einer  durch 
die  Gleichung 

M<‘)  = 0 

bestimmten  Ebene,  welche  die  Tangenicnebene  der 
Fläche  in  jenem  Punkte  genannt  wird. 

.5.  Der  Durchschnitt  einer  Fläche  mit  einer  ihrer 
Tangentenebenen  ist  eine  Kurve,  welclic  «len  Berühr- 
ungspunkt zum  Doppelpunkt  hat.^)  (Vergl.  Bd.  I,  Art.  128). 

Jeder  Radius  vcctor,  welcher  in  der  Tangentenebene  liegt, 
ist  aueli  ein  Radius  vcctor  der  durch  sie  mit  der  Fläche  gebilde- 
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(un  Scliiiillciirvc,  iinil  da  jeder  von  diesen  Radien  die  Selinid- 
cnrvc  ini  Courdiiiatcnanfang  in  zwei  znsainnicn  fallenden  Punkten 
schneidet  (Art.  4),  so  ist  dieser  nach  der  llernntion  ein  Doppel- 
pinikt  dcrsclhen.  Man  hat  ein  Reispiel  dieses  Gesetzes  bei  dem 
einfachen  Hyperholoid  kennen  gelernt,  als  welches  durch  jede 
seiner  Tangenicnebenen  in  einem  Kegelschnitt  mit  einem  Doppel- 
]mnkt,  d.  h.  in  zwei  geraden  Linien,  geschnitten  wird.  Der  Be- 
ridirniigs|nnikt  der  Tangentenchene  einer  Fläche  zweiter  Ordnung 
von  einer  andern  Species  ist  ebenso  als  der  Dnrchschnittspnnkt 
von  zwei  imaginären  geraden  Linien  zn  betrachten. 

Ans  nnsercr  jetzigen  Betrachtung  folgt  umgekehrt,  dass  jede 
Ebene,  die  eine  Fläche  in  einer  Curve  mit  Doppelpunkt  schnei- 
det, als  eine  Tangentenebene  der  F’läche  anzusehfn  ist,  wel- 
cher jener  Doppelpunkt  als  Bernhrungspunkt  cnt.spticbt;  dass  sic 
eine  doppelte  Tangentenebene  beissen  muss,  wenn  der 
besagte  Durchschnitt  zwei  Doppelpunkte  enthält,  und  eine  drei- 
fache Tangentenebene,  wenn  drei  Doppelpunkte  ihm  aiigc- 
hüren. 

Da  die  Gleichung  einer  Ehciic  drei  unabhängige  Constanten 
enihäll,  so  ist  es  immer  möglich,  eine  Ebene  so  zn  be.stimmcn, 
dass  sic  drei  gegebenen  Bedingungen  genügt,  und  es  kann  daher 
eine  endliche  .Anzahl  von  Ebenen  gefunden  werden,  welche  eine 
gegehene  Fläche  in  einer  Curve  mit  drei  Doppelpunkten  schnei- 
den, d.  h.  jede  Fläche  hat  im  Allgemeinen  eine  be- 
stimmte Zahl  von  dreifachen  Tangenlenchciien. 

Sie  besitzt  auch  unendlich  viele  Doppeltangcntenebcnen, 
lind  es  wird  durch  dieselben  als  der  Ort  ihrer  Berührungs- 
punkte eine  Cu^ve  auf  der  Fläche  bestimmt.  Die  Ordnung 
dieser  C.urve  und  die  Zahl  der  dreifachen  Tangentenebenen  wer- 
den weiterhin  imtcrsucbt. 

6.  Durch  einen  in  einer  Fläche  willkürlich  ge- 
wählten Punkt  können  im  Allgcin einen  zwei  gerade 
Linien  so  gezogen  werden,  dass  sie  mit  der  Fläche 
drei  zusammen  fallende  Punkte  gemein  haben. 

Damit  der  Badiiis  vector  die  Fläche  in  drei  zusammen  fal- 
lenden Punkten  schneide,  muss  nicht  allein  wie  in  .Art.  4 die 
Bedingung 

b cos  « + C cos  ß D cos  y = 0, 

.sondern  auch  die  andere 
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E cos^  tit  ^ cos*  ^ ^ CCS-’  y 

'2  //  cos  ß cos  y 2 K cos  y cos  u -\-  2 L cos  u cos  ß — 0 
crfiilll  sein.  Wenn  lieirie  Betlingungeti  erftllll  sind,  so  isl  die 
Glcicliung  des  «*'**  fiiiides,  durch  welche  q hesliinnU  wird,  — 
da  A auch  gleicli  ^iull  ist  — durch  theilhar  und  hat  daher 
drei  ihrer  Wurzeln  gleich  Null. 

Nun  drückt  die  erste  Bedingung  aus,  dass  der  Badius  vector 
in  der  Tangenteiiehene  «'*)  = o liegt,  und  die  zweite  sagt,  dass 
er  der  Fläche  «***  = 0 oder 

Ex~  -f  Fy*  -f  Gi*  + 2Nyz  + 2k  zx  + 2Lxy  = 0 

angehöre,  welche  ein  Kegel  zweiten  Grades  ist. 

Pa  jeder  solche  Kegel  von  einer  durch  seinen  Scheitel  gehen- 
den Ehene  in  zwei  geraden  Linien  geschnitten  wird,  so  können, 
der  Behauptung  gemäss,  stets  zwei  die  vorgeschriebencii  Bedin- 
gungen erfüllende  gerade  Linien  gerunden  werden. 

Jede  durch  eine  dieser  Linien  gehende  Ebene.  — die  Tan- 
gentenebene ausgenommen,  welche  beide  enthält — schneidet  die 
Fläche  in  ciuer  Curve,  welche  den  Berührungs[iunkt  zum  In- 
flexionspunkt hat;  denn  ein  Inflexionspunkt  ist  ein  Punkt,  dessen 
Tangente  die  Cnrve  in  drei  zusammen  fallenden  Punkten  schnei- 
det. Wir  nenneti  deshalb  die  zwei  durch  jeden  Punkt  der  Fläche 
gellenden  geraden  Linien,  welche  mit  derselben  in  ihm  drei  zu- 
sammen fallende  Punkte  gemein  haben,  die  Inflexions-  oder 
llaupttangenten  der  Fläche  in  ilicscin  Punkte. 

Die  Existenz  solcher  Linien  kann  überdies  wie  folgt  nach- 
gewicscu  werden.  Wir  wissen,  dass  der  Berührungspunkt  in  dem 
durch  die  Tangentenebene  gebildeten  Schnitt  ein  Doppelpunkt  ist; 
es  wird  aber  in  der  Theorie  der  ebenen  Cnrvcn  bewiesen,  dass 
durch  einen  Doppelpunkt  stets  zwei  gerade  Linien  gezogen  wer- 
den können,  welche  die  Gnrvc  in  drei  mit  ihm  zusammen  fallen- 
den Punkten  schneiden.  Das  Gleiche  gilt  olfenbar  für  dieselben 
von  der  Fläche. 

7.  Jenachdcin  das  Paar  seiner  Tangenten  reell  und  verschie- 
den, zusammen  fallend  oder  imaginär  isl,  gehört  der  Doppelpunkt 
einer  von  drei  verschiedenen  Klassen  an.  Ihnen  entsprechend  ist 
die  Berührung  einer  Ebene  mit  einer  Fläche  entweder  eine  solche, 
für  welche  der  Berührungspunkt  ein  Knotenpunkt  der  Schiiitt- 
curve,  d.  i.  ein  Doppelpunkt  mit  reellen  Tangenten, 
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oder  «iiie  solilic,  l'ör  welche  iler  IJeiüliriingsimnkl  eine  Spitze 
oder  ein  Cus|)iilalpiiiilil,  d.  i.  ein  Dnppcl|uinkt  mit  zusain- 
inrnrallenden  Tangciileii,  oder  eine  soldie,  ffir  die  der  Ilerülir- 
ungspunkl  ein  coiijiigicrlcr  I’iiiikl  ist,  d.  h.  ein  Doppelpunkt 
mit  imagin<ären  Tangenten;  mit  andern  Worten,  die  Inflexions- 
tangenten  des  llerfdirnngspnnkles  charaelerisireti  die  Art  der  Bc- 
rfdiriing.  Dnpin,  welclier  zuerst  diese  Untersrhiedc  der  Bc- 
ridirung  Itezeicline.t  hat  *),  drückt  sicli  darüher  iij  folgender  Weise 
aus:  Wenn  man  nur  Punkte  betrachtet,  die  dem  Anfangsjiunkt 
der  Coordinaten  so  nahe  sind,  dass  alle  höheren  Potenzen  der 
thnrilinaten  von  der  zweiten  aufwärts  vernachlässigt  werden  können, 
so  schneidet  die  Tangciitenebenc  in  demselben  oder  eine  ihr  un- 
endlich nahe  Parallel-Ebene  die  Fläi  he  etc.=0 

in  derselben  Curvc,  in  welcher  sie  die  Fläche  zweiter  Ordnung 
«<’)  M«)  = 0 schneidet.  Jenachdem  diese  letztere  Fläche  durch 

Ebenen,  welche  der  Tangentenebene  parallel  sind,  in  Ellipsen, 
Hyperbeln  oder  Parabeln  geschnitten  wird,  muss  auch  der  durch 
die  Tangentenebene  gehiidete  Schnitt  als  eine  unendlich  kleine 
Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  betrachtet  werden.  Diesen  un- 
endlich kleinen  Schnitt  nennt  Diipin  die  liidicatrix  des  Be- 
rührungspunktes, uinl  er  theilt  die  Punkte  der  Fläche  je  nach  der 
Natur  der  ihnen  entsprechenden  Indicatrix  in  elliptische, 
hyperbolische  und  parabolische  Punkte. 

Wenn  wir  die  Tangentialebene  als  die  Ebene  iler  xy  vor- 
aussetzen, so  ist  die  ('■leichuug  der  Fläche  von  dej'  Form 
z-{-  D xy-\-Ciß-\-'2Itxt-{-'‘2  Eyz-\-  0, 

und  der  Anfangspunkt  der  Coordinaten  ist  ein  elliptischer,  hyper- 
holischer  odei-  ))arabolischci'  Punkt,  je  nachdem  ^ AC  ist.*) 

•)  Dieses  k-vmi  mich  so  ausgedrückt  werden:  Wenn  die  Ebene  der 
xy  die  Tangentialebene  und  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 
: = f/i  (.I-,  y)  aiiBgedrflckt  ist,  so  ist  der  Anfangsjiunkt  ein  ellijitischcr, 
hyperbolischer  oder  jiarnbolischer  Punkt,  jo  nachdem 

ydx  dyj  ^ \dx*J  \dy*J 

ist;  man  findet  leicht,  dass  dies  mit  dom  im  Teil  niitgctheilten  Kenn- 
zeichen i'wjuivalent  ist.  Wir  gehen  nicht  näher  darauf  ein,  weil  es  selten 
vorkommt,  dass  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  entsprcchendou  Form 
gegeben,  d.  h.  z oxplidtc  als  Function  von  x uud  y ausgedrückt  ist. 
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8.  Ans  der  Lukamiteii  (ileicliiiiif'  der  TangciileneLcnc  für 
den  in  der  P'lSclie  gelegenen  Anfangspunkt  der  Coordinalen  leiten 
wie  durch  einfache  Transfornialion  der  Coordinalcii  die  üleieliung 
der  Tangentenehene  in  einem  helieliigen  Punkte  der  Fläclie  al). 
>Vir  erkennen  genau  in  derselheu  Art,  wie  iiu  Art.  58  des  ersten 
liaiides,  dass  dicsellie  in  jeder  der  lieiden  Fornieii 

/ '1  I ( r ! 

+ (y  - y ^7/  + li,-  = 


und 


dV  I 


dV 

<ty 


+ 


dU' 

dz 


-f-  «' 


dl/ 

dt/ 


= 0 


gescliriehen  werden  kann. 

9.  Wenn  hiernacli  gefordert  ist,  die  Tangentenehene  in  einem 
dem  Anfangspunkt  unendlich  nahe  liegenden  Punkte  der  F'läche 
z-\-  A x‘  + 2 ßxy  + + 2 /)a- r -j-  2 A'y  I -j-  Ai*  -j-  etc.  = 0 

zu  hestinimen,  so  haben  wir  .r',  ij  als  so  klein  voraus  zu  setzen, 
dass  ihre  Quadrate  vcrnacidässigt  werden  können,  während  zu- 
gleich, da  der  nächstfolgende  Punkt  der  Tangentialehcne  augeliörl, 

I = 0 

oder  genauer  gesproclien,  wie  cs  die  (ileirliung  der  Fläclie 
zeigt,  *'  eine  Grösse  der  nämlichen  .Ordnung  mit  den  Quadraten 
von  x'  und  y ist.  Damit  wird  ebensowohl  aus  der  Formel  des 
letzten  Art. , als  durch  die  directe  Kinführung  von  x -f-  x', 
y y'  für  x und  y und  Vergleichung  des  linearen  Tlieils  der 
transformierten  Gleichung  mit  iSull,  die  Gleichung  der  nächst- 
folgenden Tangentialebene  in  der  Form 


: -f-  ^{Ax  + By)  x+  2{Bx  + Cy)  = 0 
gefunden.  iVun  bezeichnet  aber 


{Ax  + By')  X -|-  {Bx'  + Cy')  y = 0 
denjenigen  Durchmesser  des  Kegelschnitts 

Ax'^  2Bxy  Cy‘  = F, 

welcher  dem  nach  dem  Punkte  (a:',  y'j  gezogenen  conjiigiert  ist.'*) 
Man  hat  also  den  Satz:  Jede  Tangentenehene  einer  Fläche 
wird  durch  eine  nächstfolgende  Tangentenehene  der- 
selben in  demjenigen  Durchmesser  der  Indicatrix  ge- 
schnitten, der  zu  der  durch  die  Wahl  des  nächstfol- 
genden Punktes  bestimmten  Hichtiing  conjugiert  ist. 


•)  „Kegebclmitte"  a.  Aiitl..  Art.  Iilo). 
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Diess  isl  ans  Du |ii ii's  Ansriiaming  audi  geomelrisdi  uvidcnt. 
Denn  wenn  wir  anneliincn,  dass  die  dem  gegebenen  nädislfol- 
genden  1‘nnklc  in  einem  unendlidi  kleinen  Kegelselmilt  liegen, 
so  gellt  die  Tangenleneliene  in  einem  von  ilmen  nolliwendig  dnreli 
die  zugehörige  Tangente  dieses  Kegelselinitts;  diese  l^el/lere  fallt 
aber  beim  liebergang  zur  Grenze  mit  dem  Dnrebmesser  desjve- 
gelsebnitts  zusammen,  wcleher  zn  dem  dnrcli  den  gewählten  Punkt 
der  Peri]iberic  bestimmlen  eonjngiert  ist,  weil  sie  diesem  eon- 
jngierten  Durrbmesscr  parallel  und  nnendlidi  wenig  von  ibin 
entfernt  ist. 

Darnaeb  können  alle  Tangenten  einer  Fläelie,  die  in  einem 
gegebenen  l’iinkt  derseljien  an  sie  gelegt  sind,  in  Paare  so  ver- 
llieilt  werden,  dass  die  Taiigentenebenc  der  Flädic  an  dem  nädist- 
lölgenden  Punkte  einer  jeden  von  ilmen  die  jedesmalige  andere 
enibäli.  Die  so  auf  einandei'  bezogenen  Tangenten  werden  con- 
jngierte  Tangenten  genannt;  ihre  Paare  bilden  eine  Involution. 

In  dem  Falle,  in  weldiem  die  zwei  Inllezioiistangenten  reell 
sind,  ist  die  Itelation  zwisrben  je  zwei  roiijngierten  Tangenten 
eines  anderen  Ansdrneks  fähig.  Wenn  man  nämlidi  die  Inllexions- 
langenlen  als  die  A.ven  der  a;  und  y wählt,"  welebes  mit  der 
Finfülirung  der  \’oranssetziingen  A = 0,  6’  = 0 in  die  vorige 
Gleidiung  idenlisdi  ist,  so  wird  die  Gleidinng  di'r  närbslfolgen- 
den  Tangentenebene 

z 2 B (xy  -j-  xy)  = 0. 

Und  da  die  geraden  Linien 

= D,  y = D,  xy  xy'=  0,  xy  ~ xy  = 0 

ein  liarmoni.scbes  llnscbel  bilden,  so  lernen  wir,  dass  jedes 
Paar  conjugierter  Tangenten  mit  den  Inflexionstan- 
gc Ilten  ein  barmonisebes  Itiisciiel  erzeugt;  d.  i.  die 
innexionstangenten  sind  die  sieb  selbst  eonjngierteii  Strahlen  des 
involutoriseben  liiiscbels,  welebes  von  den  Paaren  der  eonjugier- 
teii  Tangenten  gebildet  wird.*) 

10.  In  dem  F’alle,  iii  welclieiii  der  Anlängspnnkt  der  Goordi- 
naten  ein  paraboliseber  Punkt  ist,  kann  die  Gleiebnng  der  Fläche 
in  die  Form 

I A>ß  -f-  etc.  = 0 

*)  „Kcgolscbnittc“  Art.  301,  .'I.IG. 
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gebracht  wenleii,  und  die  tllcicliung  einer  nächsirolgenden  Tan- 
gentenebene ist 

I + 2^1/V  = 0. 

Somit  gebt  die  Tangcnlcnebcne  in  jedem  auf  einen  [>arabo- 
lisrben  Punkt  näcbsirolgenden  Punkte  dnr<  li  die  Inllexionslangcnte; 
und'  wenn  der  nächstfolgende  Punkt  in  der  dnicli  y = 0 be- 
stinnnten  Itieblnng  genommen  wird,  so  fällt  die  entsprecbeiule 
Tangentenebenc  mit  der  urs])rünglicben  znsainnieii.  Dem  nach 
ist  die  Tangentenebenc  in  einem  parabolischen  Punkt 
als  eine  Doppcltangentcncbene  zu  betrachten;  denn  sie 
berührt  die  Fläche  in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten.^) 

In  dieser  Hinsicht  können  parabolische  Punklc  in  den  Flächen 
als  Analoga  der  Inllcxionspunktc  in  den  ebenen  Cnrven  betrachtet 
werden ; denn  in  der  Theorie  der  höheren  ebenen  C.iirven  wird 
bewiesen,  dass  die  Tangente  im  Inllexionspnnkt  in  ganz  gleicher 
Art  als  eine  l)op|icltangente  anzuschen  ist.  Fine  weitere  Analogie 
zwischen  parabolischen  und  Inllexionspunkten  wird  später  darge- 
legt werden. 

Ha  es  zweckmässig  ist,  einen  Namen  zu  haben  zur  (Inter- 
scheidung  von  noppeltangentencbenen,  welche  in  zwei  verschie- 
denen Punkten  berühren,  von  den  l)op|icllangentenehenen  der  hier 
betrachteten  Art,  bei  welchen  die  nerühruiigspunkte  zusnnnnen 
fallen,  so  werden  wir  diese  Letzteren  stationäre  Tangenten- 
ebenen nennen;  indem  wir  durch  dieses  Wort  anzcigen  wollen, 
dass  die  Tangentcnehcne  bei  der  Itewegnng,  welche  dem  llcber- 
gang  von  einem  Punkt  der  Fläche  zu  einem  andern  enls|irirbt, 
für  einen  solchen  Punkt  einen  Augenblick  in  der  nämlichen  Lage 
bleibt.  Aus  demselben  Grunde  hat  man  die  Tangenten  in  den 
Inflexionspunkten  ebener  Curven  stationäre  Tangenten  derselben 
genannt. 

11.  Wenn  durch  die  Transformation  des  Anfangspunktes  der 
Coordinaten  in  einen  Punkt  der  Fläche  nicht  nur,  wie  bisher 
allein  vorausgesetzt  ward,  u<®>  ==  0 ist,  sondern  auch  alle  Glieder 
von  i/'l  verschwinden,  so  dass  die  Gleichung  der  Fläche  die 
Form 

Fyt  + 2//yi+2A’zjz  + 2 etc.  =0 

annimmt,  so  erkennt  man  in  derselben  Art,  dass  jede  durch  die- 
sen Anfangspunkt  gehende  gerade  Linie  in  ihm  zwei  zusammen 
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l'.'illpixle  riiiiklc  iiiil  iler  l'lSclie  gemein  Ital;  ilerscllie  ist  <)aim 
als  ein  l)o|i|)elpnnkl  der  l-'läclic  zu  bczciclineii. 

.Man  sielii  aneli,  dass  eine  (IhitIi  diesen  Aiirangsputtkl  ge- 
zogene (ierade  die  Klärlie  in  ilim  in  «Irei  zusammen  rallenden 
l‘nnklen  scimeidel , ocim  ihre  Rirlitniigseosinus  der  Itedingnng 

K ros’  n -j-  f cos^  -f-  cos-  y 
-f-  2 //  ros  ß cos  y 4"  2 A'  ros  y ros  « -|-  2 L ros  o ros  ß — () 

genügen;  in  andern  Worleii  durch  einen  lloppelpnnkl  der 
i''läche  gehen  unendlich  viele  gerade  Linien,  welche 
mit  der  Fläche  drei  zusammcnral  lende  l'nnkle  gemein 
hahen;  sic  hilden  einen  Kegel  zw  eilen  (Ira des,  dessen 
(i  I c i c h II  n g ist 

id«  = 0. 

Ucherdicss  schneiden  sechs  von  diesen  l.inicn  die 
Flüche  in  vier  zusammen  fallenden  Funk  len,  die  Unrch- 
sclinitlslinien  der  beiden  Kegel  zweiten  und  dritten 
(■  r a d e s «•*>  = 0,  «<■'’*  = 0. 

Die  Doppelpunkte  der  Flächen  können  nach  der  Zahl  dieser 
geraden  Linien  eingelheill  werden,  welche  reell  sind,  nach  dem 
Ziisaniincnrallcn  von  zweien  oder  mehreren  unter  ihnen,  etc. ; wir 
wollen  aber  nicht  in  diese  Finzelheiten  eingchen. 

Der  einzige  specielle  Fall,  welcher  erwähnt  werden  muss, 
ents|)richt  dem  Zerfallen  des  Kegels  = 0 in  zwei  Kbenen,  und 
derselbe  schliessl  den  noch  .spceielleren  ein,  wo  die.se  beideu 
Kbenen  sich  decken,  d,  h.  wenn  id*>  ein  vollkommenes  (Jufdral  ist. 

12.  .lede  einen  Dopjielpunkl  enthaltende  Ebene  kann  in  ge- 
wissem Sinne  als  eine  Tangenlenebene  der  Fläche  angesehen 
werden,  weil  sie  die  Fläche  in  einer  Kurve  schneidet,  die  einen 
Doppelpunkt  besitzt;  in  besonderer  Art  sind  aber  diu  Tan- 
gcnlene  heilen  des  Kegels  0 als  Tangen  lene  benen 
der  Fläche  anzugehen,  .lede  derselben  schneidet  die  Fläche 
in  einer  Kurve,  für  welche  der  Anfangspunkt  der  tkiordinateu 
eine  Spitze  ist. 

Dem  Doppelpunkt  einer  Fläche,  welcher  hiernach  ein  Punkt 
ist,  durch  den  unendlich  viele  Tangentencheneu  derselben  hin- 
durch gehen,  enbprichl  im  Allgemeinen  in  der  Reciprocaltläche 
eine  Ebene,  welche  diese  in  unendlich  vielen  einem  Kegelschnitt 
angehörigen  Punkten  berührt.  Wenn  der  Doppelpunkt  von  der 
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>pi‘dullcii  Art  ist,  wvlcli«  am  iiiule  tics  letzten  Art.  bezeicli- 
nct  ward,  so  ent.spriclit  ihm  eine  Do|)peltaiigciilcnchenc  der  lie- 
ciprocalfläclie,  weldie  zwei  Derülirungspiinkte  besitzt. 

13.  Die  in  den  vorliergelienden  Art.  unter  der  speeiellen 
Voraussetzung,  dass  der  Anrangs|iuiikt  der  (ioordinaten  mit  dem 
i)etrachteten  Punkte  zusammen  lalle , erhaltenen  Itesnitate  über- 
tragen und  erweitern  wir  nun  auf  den  Fall  einer  beliebigen  Lage 
dieses  Punktes. 

Wir  erinnern  zuerst  den  Leser  daran,  dass  immer  eine  be- 
grenzte Anzahl  gerader  Linien  bestimmt  werden  kann,  welehe  vi(U‘ 
lledingungcn  genügen  (als  z.  ß.  eine  Fläche  vierfach  berühren), 
weil  die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  vier  Constanten  enthal- 
ten (ltd.  1,  Art.  46,  Anmerk.);  während  dagegen  unendlich  viele 
gerade  Linien  gefunden  werden  können,  welche  drei  Bedingungen 
erfüllen  (z.  B.  eine  Fläche  dreifach  berühren),  wobei  dann  diese 
Geraden  eine  gewisse  Flüche  erzeugen  und  die  zugehörigen  Be- 
rührungspunkte einen  gewissen  Ort  auf  der  gegebenen  Fläche 
bestimmen. 

Wir  kommen  in  einem  s|)äleren  Kapitel  auf  die  allgemeinen 
Probleme  zurück,  welche  die  Zahl  der  Aullösimgen  für  vier  ge- 
gebene Bedingungen  und  den  Grad  der  erzeugten  Fläche,  sowie 
den  Ort  der  Berührungspunkte  für  drei  gegebene  Bedingungen 
zu  bestimmen  verlangen. 

ln  diesem  Kapitel  beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  in 
welchem  die  gerade  Linie  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen 
muss,  der  in  oder  ausser  der  Flache  gelegen  ist;  diese  Bestim- 
mung ist  zweien  Bedingungen  äquivalent,  und  es  können  daher 
unendlich  viele  gerade  I.inien,  die  einen  Kegel  bilden,  so  bestimmt 
werden,  dass  sie  noch  überdiess  einer  andern  Bedingung  genügen, 
während  nur  eine  begrenzte  Zahl  von  solchen  geraden  Linien 
möglich  ist,  die  ausserdem  zwei  Bedingungen  erfüllen. 

Wir  bedienen  uns  der  Untersuchungsmethode  von  Joachinis- 
thal,  welche  in  Art.  71  Bd.  I angewendet  ist. 

Wenn  die  tetraedrischen  oder  projectivischen  Coordinaten 
zweier  Punkte  durch  .r',,  ar’j,  or'j  und  x'\,  x''.^,  x'\ 

bezeichnet  werden,  so  findet  man  die  Punkte,  in  denen  ihre  ge- 
rade Verbindungslinie  eine  Fläche  schneidet,  durch  die  Substi- 
tution von 

Aa;',  -f"  t*^|i  ^^'2  2 ^br  a:,,  x.^.  etc. 

S «1  m ou , Aual.  Ueom.  d.  Kuunu-s,  11.  2.AuS.  2 
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in  die  Gleichung  der  Fläche.  Das  Resultat  der  Substitution  ist 
eine  Gleichung  Grades  in  Bezug  auf  das  Verhältniss  A : ft, 
deren  Wurzeln  die  Verhältnisse  der  Segmente  bestimmen,  nach 
welchen  die  Verbindungslinie  der  beiden  gegebenen  Punkte  durch 
die  ihr  angehörigen  Punkte  der  Fläche  gethcilt  wird.  Und  wenn 
A';ft'  eine  der  Wurzeln  dieser  Gleichung  ist,  so  sind  die  Coor- 
dinaten  des  entsprechenden  Schnittpunktes  der  Fläche  mit  dieser 
Fläche  durch 

AV,  + ftV'j-  pV'j,  A'x'j  -f"  ftV'j,  A'x'4  -(-  u'x'\ 

dargestellt,  Alles  das  wird  dem  Leser  keinerlei  Schwierigkeit 
hereitcji,  der  die  entsprechende  Theorie  für  ebene  Curven  be- 
wältigt hat.  Das  Resultat  der  fraglichen  Substitution  kann,  wie 
bei  dieser  letzteren,  in  der  Form 


A»  V'  + A"-'f«  + ~ -t- 


etc. 


geschrieben  werden,  wo  das  Symbol  J die  Operation 


' äx , 


I fl  I M • 


^dx\ 


bezeichnet. 

In  Verfolgung  der  Analogie  der  ebenen  Curven  nennen  wir 
die  durch  die  Gleichung 


, dV 
' ' dx, 


, dV 
'■  ^ dx. 


, dV 


dU 


</x* 


dargestcllle  Fläche  die  erste  Polare  desPunktes  (x',,x’j, 
oder  x',-;  wir  nennen 


die  zweite  Polare  und  so  weiter.  Die  Polarebenc  desselben 
Punktes  ist 


dU‘ 

'■Ux" 


X,  —r  -f-  X. 


^U' 

^ dx'f 


+ 


dV  , <iV  _ ,, 


' dx\ 


Jede  Polar  fläche  eines  Punktes  ist  auch  eine  Po- 
larfiäche  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  alle  andern 
Polarflächen  desselben,  deren  Grade  den  ihrigen 
übersteigen. 

Diess  erbeilt  besonders  <leullich  auch  aus  der  Anwendung 
der  symbolischen  Bezeichnung,  zu  welcher  die  Darstellung  in  pro- 
jectivischen  Coordinaten  Anlass  gab  (Art.  1). 
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Die  r*“  Polare  eines  Punktes  x'i  oder  y,-  in  Bezug  auf  eine 
Fläche  n*®'  Ordnung,  welche  symbolisch  durch 

Ox"  = 0 

dargestellt  ist,  erscheint  in  derselben  Symbolik  in  der  Form 

djc"-'»/  = 0, 

weil  sie  eine  homogene  Function  vom  r*™  Grade  in  den  Coordi- 
naten  des  Pols  und  eine  solche  vom  (n  — r)“"  Grade  in  denen  der 
Polarfläche  ist.  Ebenso  ist  die  Polare  von  i,-  in  Bezug  auf  die 
Polare  von  y,-  eine  Fläche  n‘"  Ordnung  symbolisch 
' a/  a.‘  = 0. 

Man  schlies.st  auch , dass  die  r*“  Polarfläche  eines  Punktes  P 
in  Bezug  auf  die  r'‘®  Polarfläche  des  Punktes  s für  eine  gegebene 
Fläche  mit  der  r'*'“  Polarfläche  von  P'  in  Bezug  auf  die  r“>  E’o- 
larfläche  von  P für  dieselbe  identisch  ist.  ”) 

Wenn  ein  Punkt  in  der  Fläche  liegt,  so  berühren  alle  seine  • 
Polaren  die  ihm  entsprechende  Tangentenehene  der  Fläche;  denn 
diese  letztere  ist  seine  Polarehene  in  Bezug  auf  die  Fläche  und 
somit  auch  die  Polarehene  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  andern 
Polarflächcn , also  ihre  gemeinschaftliche  Berührungsebene. 

Man  erkennt  diess  auch , indem  man  die  Polare  des  Coordi- 
natenanfangs  in  Bezug  auf 

4"  + etc.  = 0 

nimmt  (welche  Gleichung  durch  Einführung  der  neuen  Veränder- 
lichen 71)  homogen  gemacht  worden  ist).  Die  Polarflächen  des 
Anfangspunktes  der  Coordinalen  werden  durch  Differentiation  in 
Bezug  auf  diese  neue  Veränderliche  erhalten,  so  die  erste  Polare 
in  der  Form 

* -)■  (n — 1)  -{-  (n — -j-  etc  = 0, 

und  wenn  daher  u**'*  = 0 ist,  so  sind  die  Glieder  vom  ersten 
Grade  sowohl  im  Ausdruck  der  Fläche  als  in  dem  der  Polare 
die  durch  repräsentierten. 

Denken  wir  die  Flächen  eines  Büschels,  so  ergicht  sich  aus  dem 
linearen  Eingehen  derCoeffleienten  der  Originalgleichuiig  in  die  Ent- 
wickelung der  Gleichung  derr"“  Polarfläche  eines  Punktes,  dass  die 
r*““  Polarflächen  eines  Punktes  für  ein  Flächenhüschel  «•*'  Ordnung 
ein  Flächenbüschel  von  der  Ordnung  (n  — r)  bilden  und  sofort  weiter 
für  ein  Bündel  ein  Bündel,  für  ein  lineares  System  ein  lineares 

2* 
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System  dieser  Ordming  (« — r),  ctr.  Die  rolareheiieti  eines  Punk- 
tes für  die  Fläciien  eines  Dündels  gelten  also  dureli  einen  Punkt, 
die  für  ein  Büscliel  durdi  eine  Gerade.  In  Folge  dessen  und 
naeli  Art.  2 ist  der  Ort  der  Pole  einer  F.licne  in  Bezug  auf  die 
Flächen  eines  Bündels  von  der  Ordnung  ti  eine  Fläche  der  Ord- 
nung 3(n — 1),  auf  der  unendlich  viele  Curven  von  der  Ordnung' 
3(n — !)'■*  liegen,  den  Büscheln  un  Bündel  ents|irechend. 

14.  Wenn  der  Punkt  x'i  in  der  Fläche  liegt,  so  verschwin- 
det ll",  und  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  in  1 ^ entspricht 
dem  ft  = 0.  Die  Gleichung  besitzt  eine  zweite  Wurzel  ft  = 0, 
oticr  die  gerade  Linie  schneidet  die  Fläche  in  zwei  in  zusam- 
men fallenden  Punkten,  wenn  der  CoefQcicnt  von  l"-‘ft  in  der 
hezcichneten  Gleichung  verschwindet;  und  damit  diess  geschehe, 
ist  es  hinreichend  und  nothwendig,  dass  die  Xi"  der  Gleichung 
der  Fbenc 


dl/  , dV 


dx  t 


, dir  , dV 


genügen;  d.  i.  alle  Tangenten  einer  Fläche,  welche  in  einem  ge- 
gehenen  Punkte  sie  berühren,  liegen  in  einer  Ebene,  deren 
Gleichung  die  eiten  geschriebene  ist. 

Indem  man  von  der  entsprechenden  Gleichung  in  Carte- 
sisclien  Goordinaten  die  Identität 


,dV 


,dU 


.dir 


.dir 


/ I f ft  u I I e ct 

dx  + y dy‘  + ‘ dz  + rf 


snhtrahiert,  erhält  man  die  gewöhnliche  Cartcsischc  Gleichung  der 
Taiigentcncbene 


. .1  d 1/  I / d 1/  1 f 

(y-y)  (^~ 


di/ 

dz 


= 0; 


und  nach  dem  Art.  42  des  1.  Bandes  kann  man  daraus  uiimiltel- 
bar  die  Gleichungen  der  Normale  ahleilen 


X — X*  y — y z ^ z 

dir  "rfZ?  7^' 

dx'  dy  dz 


Aus  einem  im  V(»rigcn  Arl.  gegthenen  Salze  folgt,  dass  der 
Ort  der  Berülirungspunkte  einer  Ebene  mit  den  Flächen  eines 
Bündels  oder  Netzes  von  der  Ordnung  « eine  Gurvc  von  der 
Ordnung  ;i(«  — 1)  ist. 

Durch  Anwendung  der  Entwickelung  z/ [T  = 0 auf  die  aus 
zwei  projcctivischen  Büscheln  von  den  Ordnungen  n und  p er- 
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zeugte  Flädic  der  Oi-iliiung  («  -(-  /')  im  Aii.  2 beweist  man  leicht 
(len  Satz:  lUe  Tangeiilialehenc  der  erzeugten  ^'liiehc  in  einem 
Punkte  der  Basiscurvc  des  einen  der  erzeugenden  Bfiseliel  fällt 
mit  der  ihm  entspreelienden  Tangentialebene  derjenigen  Kläebe 
dieses  Bnscliels  zusammen , welcbe  der  durch  diesen  l'nnkt  geben- 
den Fläche  des  andern  erzeugenden  Büschels  entspriebl.  Ein 
analoger  Satz  und  Beweis  gilt  aber  auch  für  die  Erzeugung  einer 
Fläche  der  Ordnung  (n  -(-  p)  durch  zwei  projeclivisch  reciproke 
Bündel  oder  Netze  von  den  Ordnungen  n und  p:  Die  Tangential- 
ebene der  erzeugten  F'läcbe  in  einem  der  Basispunkte  des  einen 
der  erzeugenden  Bündel  fällt  mit  der  eidsprecbenden  Tangential- 
ebene derjenigen  Fläche  dieses  Bündels  zusammen,  welche  der 
durch  diesen  Punkt  gebenden  Curve  des  andern  erzeugenden  Bün- 
dels entspricht. 

15.  Die  gerade  Linie  schneidet  die  F’lächc  in  drei  auf  ein- 
ander folgenden  Punkten  oder  die  Gleichung,  welche  wir  betrach- 
ten, hat  drei  dem  Wertbe  p — 0 cntsprecheiidc  Wurzeln,  wenn 
ausser  den  Cocfficienten  von  A"  und  l"— 'p  auch  der  Goefficient 
von  verschwindet,  d.  h.  wenn  die  gerade  Linie  nicht 

nur  auf  der  Tangentenebene  sondern  auch  in  der  Pularfläclie 
zweiter  Ordnung 


gelegen  ist.  Nach  Art.  13  berühren  alle  Pularlläclien  eines  in 
der  Fläche  selbst  gelegenen  Punktes  die  Fläche  in  ihm;  die  Tan- 
gcnteiiebenc  berührt  somit  die  Polarlläche  zweiter  Ordnung  und 
hat  daher  mit  ihr  zwei  reelle  oder  imaginäre  gerade  Linien 
gemein;  sie  sind  die  beiden  Innexioiislangeiitcn  der  F'läcbe. 

(Art.  6.)  • 

16.  Durch  einen  Punkt  in  der  F'lächc  gehen  gerad- 
linige Tangenten,  welche  die  F'  1 ä c h e noch  in  anderen 
Punkten  berühren,  an  Zahl  (n  -f-  2)  (>i — 3). 

Damit  die  betrachtete  gerade  Linie  in  dem  Punkte  a;',-  die 
Fläche  berühre,  müssen  wir  wie  vorher  die  Coefncientcii  von  i" 
und  verschwinden  lassen,  so  dass  sich  die  allgemeine  Glei- 

chung auf  eine  Gleichung  vom  (;j  — 2)*™  Grade  rcduciert;  wenn 
die  gerade  Linie  die  F'läcbe  zum  zweiten  .Mal  berühren  soll,  so 
muss  diese  reducierte  Gleichung  ein  Paar  gleiche  Wurzeln  haben. 

Die  Bedingung,  unter  welchen  dicss  stattfindet,  die  Discriminantc 
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der  rcducicrteii  Gluicluing,  enthält  die  Goefficienlen  dieser  Glei- 
diiing  im  Grade  (n  — 3),  eines  ihrer  Glieder  ist  z.  B.  If . 1/)"— ’■ 

Indem  wir  dieses  Glied  betrachten,  erkennen  wir,  dass  die 
Uiscriminante  die  Courdinaten  x'i  im  Grade  (n  — 2)  (n  — 3)  und 
die  Coordinaten  Xi  im  Grade  (n  -{-  2)  (n  — 3)  enthält.  Wenn 
also  der  Punkt  xt  als  fest  betrachtet  wird,  so  bezeichnet  sie  eine 
Fläche,  welche  von  der  Tangentenehene  in  (;i  -(-  2)  («  — 3)  ge- 
raden Linien  geschnitten  wird. 

Somit  ist  allgemein  bewiesen,  dass  in  jedem  Punkte  einer 
Fläche  unendlich  viele  Tangenten  an  ilieseihe  gezogen  werden 
können;  dass  dieselben  im  Allgemeinen  in  einer  Ebene  liegen, 
dass  zwei  von  ihnen  durch  drei  auf  einander  folgende  Punkte  der 
Fläche  gehen,  und  (n -j- 2)  (n — 3)  andere  die  Fläche  noch  in 
einem  anderen  Punkte  berühren. 

17.  Wir  gehen  dazu  weiter,  die  durch  einen  nicht  in 
der  Fläche  g e I e g e n e n P ii  n k t g e h c n d e n T a n g e n t e n d e r - 
selben  zu  betrachten. 

Da  wir  in  den  vorigen  Art.  Delationen  begründet  baben, 
welche  die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  Tangente  mit 
denen  ihres  Berührungspunktes  verknüpfen,  so  können  wir  durch 
den  einfachen  Wechsel  der  acccntuicrten  und  der  nicht  accen- 
tuierten  Buchstaben  ausdrücken,  dass  der  erstere  Punkt  bekannt 
und  der  Letztere,  der  Berührungspunkt,  gesucht  sei. 

Wir  sehen  z.  B.,  indem  wir  diesen  W’echsel  in  der  Gleichung 
des  Art.  14  vollziehen,  dass  die  Berührungspunkte  aller  Tan- 
genten oder  Tangentenebenen,  welche  durch  den  Punkt  x'i  an 
die  F'läche  gelegt  werden  können,  in  der  ersten  Polare  liegen, 
welche  vom  Grade  (n  — 1)  ist,  nämlich  in  der  Fläche 


. dV  , . dU  , . dU  , , dü 

* ^ 1 = 0. 

Und  da  die  Berührungspunkte  auch  in  der  gegebenen  Fläche 
liegen,  so  ist  der  Ort  derselben  eine  Ciirve  von  der  Ordnung 
n(« — 1),  welche  den  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  ersten 
Polarfläche  des  Punktes  bezeichnet. 

18.  Die  Gesammtheit  der  Tangenten,  welche  von  dem  Punkte 
x'i  an  die  Fläche  gelegt  werden  können,  bildet  einen  Kegel, 
dessen  Tangentenebenen  zugleich  Tangentenebenen  der  Fläche 
sind.  Die  Gleichung  desselben  ^^ird  gefunden,  indem  man 
die  Discriminante  der  Gleichung  des  n*®“  Grades  in  1 im  .\rt.  13 
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bildet;  denn  das  Verschwinden  dieser  Discriniinante  drückt  aus, 
dass  die  Verbindungslinie  des  festen  Punktes  mit  dein  Punkte  Xi 
die  Fläche  in  zwei  zusammen  fallenden  Punkten  schneidet,  d.  i. 
Xi  ist  ein  Punkt  in  irgend  einer  der  durch  x,-  gehenden  Tangen- 
ten. Mann  sicht  leicht,  dass  die  fragliche  Discriminante  vom 
Grade  n(n  — 1)  ist,  und  es  ist  auch  aus  andern  Gründen  oll'en- 
har,  dass  dieses  der  Grad  des  Tangentenkegels  sei;  denn 
sein  Grad  stimmt  mit  der  Zahl  von  Geraden  überein,  welche 
eine  durch  seinen  Scheitel  gehende  Ebene  mit  ihm  bestimmt,  und 
eine  solche  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curve,  an  welche 
von  dem  festen  Punkte  aus  n(n  — 1)  Tangenten  gezogen  werden 
können,  die  auch  Tangenten  der  Fläche  von  diesem  Punkte  sind. 

19.  Durch  einen  nicht  in  der  Fläche  gelegenen 
Punkt  können  im  Allgemeinen  n(n  — l)(n  — 2]  Inflexions- 
tangenten  derselben  gehen. 

Wir  haben  im  Art.  15  gesehen,  dass  die  Coordinaten  eines 
beliebigen  Punktes  einer  Inllexionstangenle  mit  denen  ihres  Be- 
rührungspunktes durch  die  Relationen 

n'  = 0,  JU'  = 0,  d^ü'  = 0 

verbunden  sind.  Wenn  wir  daher  die  Coordinaten  eines  belie- 
bigen Punktes  x,-  der  Inilcxionstangentc  als  bekannt  voraussetzen, 
so  ist  ihr  Berührungspunkt  als  einer  der  Durchschnitte  der  ge-  , 
gebenen  Fläche  11=0,  die  von  der  n**“ Ordnung  ist,  seiner  ersten 
Polartläche  Jü  = 0 von  der  Ordnung  (n  — 1)  und  seiner  zweiten 
Polarfläche  von  der  Ordnung  (n  — 2)  bestimmt;  es  existieren 

somit  n(n — 1)  (n  — 2)  solcher  Berührungspunkte. 

20.  Durch  einen  nicht  in  der  Fläche  gelegenen 
Punkt  können  im  Allgemeinen  ^ « {«  — l){n  — 2)(«— 3) 
Doppeltangenten  derselben  gelegt  werden. 

Die  Berührungspunkte  solcher  Linien  sind  nach  Art.  16  die 
Durchschnitte  der  gegebenen  Fläche,  der  ersten  Polarfläche  und 
der  durch  die  dort  erörterte  Discriminante  dargestcliten  Fläche; 
wir  erkannten  dort,  dass  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes 
im  Grade  (n  — 2)  («  — 3)  in  diese  Discriminante  eingchen , es 
glebi  somit  im  Allgemeinen  »(n — 1)  (»  — 2)  (n  — 3)  derartige  Be- 
rührungspunkte. Die  Hälfte  dieser  Anzahl  ist  die  Zahl  der  Dop- 
pellangenten, weil  jede  derselben  zwei  Berührungspunkte  enthält. 

Damit  ist  die  DLsciission  der  durch  einen  gegebenen  Punkt 
gehenden  Tangenten  der  Fläche  vervollständigt;  wir  haben  ge- 
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.scheu,  ihisK  ihre  Iteriihriin^'S|>iiitkle  in  lier  rinrrhsclinillslinie  der 
l'l.irlie  mit  einer  ainlern  l’lärlie  von  der  Ordnung  (n — 1)  gelegen 
sind,  dass  ilire  riesainnilheil  einen  Kegel  vom  Oradc  «(;i — 1)  lie- 
stiinml,  dass  «(« — 1)  (« — 2)  von  ihnen  Innexioiislangeiileti  und 
^«(h  — 1)  («  — 2)  (n  — 3)  andere  nopjicllangenlen  sind. 

Diese  Doppel  tan  gen  len  sind  o ri'cii  har  aneli  Doppel  - 
kanten  des  Ta  n genle  n k egel  s , weil  sie  dcm.selhen  in  Folge 
jeder  lierrdirnng  angehören ; und  längs  einer  solchen  entsprechen 
diesem  Kegel  zwad  Tangentenchenen , nämlich  die  Tangenteneheiien 
der  Fläche  in  diesen  Derhhrnngspnnkten. 

Die  Innexionslangenten  sind  ehenralls  als  Doppcdtangenteii 
der  Fläche  zn  zählen,  denn  die  gerade  Linie  durch  drei  auf  ein- 
amler  folgende  Dnnkte  der  Fläche  ist  eine  Doppeltangenle,  da  sie 
gleiclizeilig  die  gerade  Verhindnngslinic  des  ersten  und  zweiten 
imd  die  des  zweiten  und  drillen  Ihinktes  ist.  Die  Inflexions- 
langcnten  sind  somit  Doppcilangenten,  deren  llernhr- 
nngspnnktc  zusammen  fallen.  Sie  sind  ehen  dushalh  auch 
Doppcikanicn  des  Tangentenkegels,  aber  solche  spcciell,  denen 
zusammen  fallende  Tangcnlialehenen  cnts|>rcchcn,  d.  h.  siesind 
Cuspidalkanten  dieses  Kegels. 

Es  ist  somit  hcvviesen,  dass  der  Tangenlenkegel  der  Fläche, 
^ welcher  von  der  Ordnung  ;i{n  — 1)  ist,  n(n  — 1)(«  — 2J  Ciispidal- 
kanten  und  — 1)  (n  — 2)  (n  — 3)  Doppcikanicn  besitzt;  jede 
Ebene  bestimmt  also  mit  diesem  Kegel  eine  t'urvc  der  Ordnung 
II  (n  — 1),  welche  ebenso  viele  Doppelpunkte  und  Cus|ddalpunktc 
oder  Spitzen  besitzt. 

21.  Es  wird  genau  in  derselben  Weise  wie  für  ebene  Eurven 
bewiesen,  dass  der  Ort  eines  Dunkles  die  Dolarebene 
eines  festen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Fläch  eist,  wenn 
derselbe  in  jedem  von  diesem  letzteren  ausgehend  cri 
lladius  veclorso  bestimmt  ist,  dassder  reciprokeWerth 
seiner  Entfernung  von  demselben  dem  Tbeil  der 
Summe  der  reciproken  Werllie  der  n ent  sprechenden 
Itadien  vectoren  der  Fläche  gleich  ist;  dass  für  einen 
Punkt  der  Fläche  der  Ort  der  Endpunkte  der  .Mittel 
aus  den  reciproken  W e r t h c n der  von  ihm  ausgehen- 
den («  — 1)  Badien  vectoren  die  ihm  entsprechende 
Polarflächc  zweiten  Grades  ist;  etc. 

Die  einfache  Vertauschung  accentuierter  und  nicht  accentnier- 


Digitized  by  Google 


25 


l*M-  Itiiclistabcii  in  der  (ileirliniig  der  l'olnrchene  beweist,  dass 
der  Ort  der  l’ole  aller  Kbencn,  welcbc  durch  einen 
gegebenen  Punkt  geben,  die  erste  Polarriäcbc  dieses 
Punktes  ist.  Per  Ort  der  Pole  einer  Kbene,  welche  diirrli  zwei 
feste  Punkte  gebt,  d.  i.  der  Kbeiien  eines  Itüscbels,  ist  eine  Onrve 
vom  Grade  (n — 1)-,  nnmiicli  der  [Inrclisriinill  der  beiden  ersten 
Polarflächcn  dieser  Punkte.  Pie  erste  Polarfliielie  jedes  Punktes 
in  der  Verbindungslinie  die.ser  Punkte  muss  dnrrb  dieselbe  Curvc 
liindurch  gehen.  Ebenso  bestimmen  die  ersten  Polarflächen  von 
drei  beliebigen  Punkten,  die  nicht  in  einer  geraden  Linie  liegen, 
durch  ihren  Purchsclnnlt  (« — t)®  Punkte,  deren  jeder  ein  Pol 
der  Ebene  ist,  welche  jene  bestimmen;  die  erste  Polare  jedes 
andern  Punktes  dieser  Ebene  muss  durch  dieselben  Punkte  hin- 
durch gehen. 

Pieselben  Resultate  entspringen  aus  der  Remerkung,  dass  die 
Coordinaten  des  Pols  in  die  Gleichung  der  ersten  Polariläche 
linear  cingehen  und  dass  dasselbe  gelten  muss  von  den  Para- 
metern, welche  in  ihren  Werthen  linear  enthalten  sind;  da  die 
Goordinaten  der  Punkte  einer  Geraden  einen,  die  einer  Ebene 
zwei,  die  des  Raumes  drei  Parameter  linear  enthalten,  so  bilden 
die  ersten  Polarllächen  derselben  respective  ein  Büschel,  ein  Bün- 
del und  ein  lineares  System,  als  deren  Gleichungen  einen,  zwei, 
drei  Parameter  linear  enthalten. 

22.  Aus  der  Theorie  der  durch  einen  Punkt  gehenden  Tan- 
genten einer  Fläche  kann  in  doppelter  Weise  die  Ordnung  der 
Rcciprocalflächc  abgeleitet  werden. 

Zuerst : Die  Zahl  von  Punkten , in  weichen  eine  willkürliche 
Gerade  die  rcciproke  Fläche  schneidet,  ist  der  Zahl  von  Tangcn- 
lencbencn  gleich,  welche  an  die  gegebene  Fläche  durch  eine  will- 
kürliche Linie  gelegt  werden  können.  Betrachten  wir  nun  irgend 
zwei  Punkte  A,  B dieser  Geraden  und  den  Berührungspunkt  C 
irgend  einer  der  entsprechenden  Tangcntencbcnen,  so  liegt  C in 
der  ersten  Polarfläche  von  A,  weil  die  gerade  Linie  AC  die  Fläche 
berührt;  und  in  .der  ersten  Polariläche  von  B,  weil  auch  fiCdie 
Fläche  berührt.  Die  Berührungspunkte  sind  somit  die  Durch - 
schnittspnnkte  der  gegebenen  Fläche  mit  den  beiden  ersten  Polar- 
flächen  zweier  willkürlich  gewählten  Punkte  der  Geraden;  ihre 
Anzahl  und  somit  die  Ordnung  der  Rcciprocalflächc  ist  daher 
■=z  n (n  — 1)*. 
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23.  Sodann:  Sei  ein  Tangenlenkegel^von  dem  I'unkle  A als 
Sclieilel  an  die  Fläche  gelegt,  so  besieht,  weil  jede  Tangenlen- 
ehene  der  Fläche  durch  A diesen  Kegel  berührt,  die  Aufgabe 
darin,  die  Zahl  der  Tangentenebenen  dieses  Kegels  zu  besliminen, 
welche  durch  eine  gerade  Linie  AB  gelegt  werden  können;  und 
wenn  wir  den  Kegel  durch  eine  Ebene  diirchschneiden,  die  den 
Punkt  B enthält,  so  reduciert  sich  das  Problem  ferner  auf  die 
Bestimmung  der  Zahl  von  Tangenten,  welche  von  B an  diese  Curve 
zu  ziehen  sind.  Die  Klasse  einer  Curve  von  der  Ordnung  «(« — 1) 
miln(n  — 1)  (n  — 2)  Cuspidalpunkten  und  ^>i(n — 1)(n  — 2)(«  — 3) 
Doppelpunkten  ist  aber 


n(n  — 1)  |n(n — 1) — — 3«(n — l)(n — 2)  — n(n  — l)(n — 2)(« — 3) 

= n(n  — 1)*. 

Der  Schnitt  der  Reciprocainäcbe  mit  einer  beliebigen  Ebene 
entspricht  allgemein  dem  Tangentcnkcgel  der  Originallläcbc  durch 
irgend  einen  Punkt.  Und  man  erkennt  leicht,  dass  der  Grad  des 
Tangentenkegels  der  Heciprocalfläche  für  irgend  einen  Punkt, 
ebenso  wie  bei  der  Originallläche,  n{«  — 1)  ist. 

24.  Indem  wir  zu  der  Bedingung  zurQckkehren,  unter  wel- 
cher eine  Linie  die  Fläche  berührt, 

dl/'  , dir  , dV  , dv' 

^ + ^3  rf-  + = 0. 


sehen  wir,  dass  wenn  alle  vier  Differentiale  für  die  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  identisch  verschwinden,  jede 
Linie  durch  diesen  Punkt  die  Fläche  in  zwei  zusam- 
menfallenden  Punkten  schneidet;  der  Punkt  ist  somit  ein 
Doppelpunkt  der  Fläche.  Die  Bedingung,  unter  welcher  eine 
gegebene  Fläche  einen  Doppelpunkt  bezieht,  wird  durch  Elimina- 
tion der  Veränderlichen  zwischen  den  vier  Gleichungen 


^ = 0,  ^ = 0,  etc.,  oder  V,  =0,  f?,  = 0,  .. 

gebildet  und  wird  die  Discriminantc  der  gegebenen  Form 
genannt*).  Da  sie  das  Resultat  der  Elimination  zwischen  vier 
Gleichungen  ist,  deren  jede  vom  Grade  (« — 1)  ist,  so  entliält 
sic  die  Coeflicienten  einer  jeden  im  Grade  (n — l)*  und  ist  somit 
vom  Grade  4 [n — 1)3  in  den  Coeflicienten  der  Originalgleichung. 


•■)  Vergl,  „Vorlesungen“  Art.  63. 
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Aus  dem  Gesagten  ist  auch  olTenbar,  dass,  wenn  die  Fläche  einen 
Doppelpunkt  besitzt, ‘die  erste  Polare  Jedes  Punktes  durch  ihn 
hindurchgeilt. 

Die  Bemerkung  vom  Schlüsse  des  Art.  21  gieht  dann  den 
Satz;  In  einem  Büschel  von  Flächen  Ordnung  sind4(n  — 1)® 
mit  einem  Doppelpunkt  enthalten.  Daher  bilden  die  Doppelpunkte 
der  Flüchen  eines  Bündels  oder  Netzes  eine  Curve,  deren  Ord- 
nung wie  folgt  bestimmt  werden  kann.  Die  ersten  Polaren  von 
vier  nicht  in  einer  Ebene  gelegenen  Punkten  in  Bezug  auf  alle 
Flächen  des  Bündels  bilden  vier  zu  einander  projectivische  Bündel 
von  Flächen  der  Ordnung  (n — 1);  in  der  gesuchten  Curve  liegen 
die  Punkte,  in  denen  vier  entsprechende  Flächen  dieser  Bündel  sich 
schneiden.  Im  Anschluss  an  die  Betrachtungen  des  Art.  2 suchen 
wir  daher  den  Ort  der  Schnittpunkte  von  je  vier  entsprechenden 
Flächen  in  vier  projectivischen  Flächeiihündeln  der  respectiven 
Ordnungen  ni,  n,  p,  q oder  besser  n,,  n.j,  n^.  Wir  ver- 
binden die  ersten  beiden  Bündel  nach  einander  mit  dem  dritten 
und  vierten  und  erzeugen  so  (Art.  2)  zwei  Flächen  von  den 
Ordnungen  («,  -f-  «2  -j-  «3),  (n,  -}-  «2  -}-  «4)  respective,  welche 
die  von  den  beiden  ersten  Bündeln  nach  Art.  2 erzeugte 
Curve  der  Ordnung  («i’ + «2*  “I"  "i'h)  enthalten,  und  sich 
somit  noch  überdiess  in  einer  Curve  von  der  Ordnung  «zahl 
("1  + "2  + "3)  (”i  + ”2  + "1)  — (”i^  + «2’  + «1  ”2)  oder 
n,  «2 -f- «2  ”3  ~t"  "3  ”4  “f"”4  ”1  “I"  ”1  ”3  ■f"”2”i  schneiden.  Sind  alle 
Ordnungszahlen  der  Bündel  gleich  und  zwar  = (n  — 1),  so  ist 
diese  Curve  von  der  Ordnung  6(n  — 1)*.  Es  ist  olTenbar,  dass 
diese  Curve  auch  als  der  Ort  der  Berührungspuukte  zwischen  den 
Flächen  des  Bündels  Ordnung  anzusehen  ist. 

In  Fortsetzung  der  Betrachtung  erhellt,  dass  cs  im  Allgemeinen 
n,  «2  «3  + «j «2  414-1-  ...-f-«3n4«4  Punktc  gicbt,  deren  jeder  gleich- 
zeitig in  fünf  entsprechenden  Flächen  von  ebenso  vielen  projecti- 
vischen Bündeln  von  den  Ordnungen  n„  ...  «3  liegt ; sie  gehören 
den  zehn  Flächen  an,  welche  die  Bündel  zu  dreien,  and  den  fünf 
Curven,  die  sie  zu  je  vier  erzeugen.  • 

Analoge  Sätze  zu  den  beiden  letzten  gelten  für  drei  und  vier 
projectivische  Flächenbüschel. 

Es  kann  aber  geschehen , dass  die  vier  Flächen  U,  =0  etc. 
nicht  nur  einzelne  gemeinschaftliche  Punkte  haben,  dass  vielmehr 
eine  ganze  ihnen  gerocinschalUicbe  Curve  existiert.  Sie  ist  dann 
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oiiiK  llo|iiiclciirve  der  Kläciiu  U =(),  timl  jeder  l’iiiikt  von  ilir 
isl  ein  |lnj)pcl|)iinkt.  Pa  wir  nun  aus  Art.  5 \vissen,  <lass  die  dnrrh 
die  allgemeine  t’arlesisrlic  (’ileirlmng  vom  m*'"  tirade  dargeslellte 
Flädie  im  Allgemeinen  iinendlirli  viele  noppcilangentenebcneii 
besitzt,  so  bat  die  Ileci)irocainäriie  im  Allgemeinen  nncndlidi 
viele  l)o|ipelpnnkte,  welche  eine  ('nrve  bilden.  Pie  Existenz  die- 
ser Poppelcurvcn  ist  daher  in  der  Theorie  der  gcwölmlicbcn  Sin- 
gularitäten der  Flächen  mit.  zn  betrachten. 

Wenn  der  Punkt  Xi  ein  Po|>pelpnnkt  ist,  so  verschwinden 
V’  und  ^ {/  identisch,  und  jede  durch  den  Poppdpunkt  gehende 
gerade  Linie  schneidet  die  Fläche  in  drei  auf  einander  folgenden 
Punkten,  wenn  sie  der  ('ileichung 

• r = 0 

genügt,  welche  einen  Kegel  zweiten  Grades  reprä.sentierl.' 

25.  Pie  Polarfläche  zweiten  Grades  für  einen  para- 
bolischen oder  Wendepunkt  einer  Fläche  ist  ein  Kegel. 

Pie  quadratische  Polarlläche  des  Anfangspunktes  der  Coordi- 
naten  in  Bezug  auf  irgend  eine  Flädie 

-f"  «*'*w"~*  -f"  “=  0 

(wo  wir  wie  ini  Art.  13  m eingeführt  haben,  um  die  Gleichung 
homogen  zu  machen)  wird  durch  (n  — 2)maligc  Pifferentiation  in 
Bezug  auf  w erhalten;  die  Ausführung  derselben  und  die  nach- 
malige Pivision  durch  (n  — 2)  (n  — 3)... 3 giebt  die  Gleichung  der 
Polarlläche  zweiten  Grades  in  der  Form,  mit  w = 1 
n (n  — 1)  «l»»  -f-  2 (n  — 1)  i((‘)  + 2u<*'  = 0. 

Wenn  aber  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten  ein  paraboli- 
scher Punkt  ist,  so  ist  nach  Art.  7 die  Gleichung  der  Fläche 
von  der  Form 

z -j-  6'y’  -|-  “iDzx  -|-  2Ezy  -(-  Fz‘  -(-  etc.  = 0, 
oder  cs  ist  u*®*  = 0 und  von  der  Form  k'ÜdU)  -j- 

Pie  quadralisehe  Polarlläche  wird  dann 

I («  — 1 -f-  2 Dx  -t-  2 £(/  + Fz)  + Cy-  = 0. 

Jede  Gleichung  aber,  welche  eine  homogene  lineare  Function 
dreier  Grössen  ist,  repräsentiert  nach  Band  I,  Art.  G2  einen  Kegel; 
die  so  eben  geschriebene  Gleichung  bezeichnet  also  einen  Kegel, 
welcher  den  Purschnittspunkt  der  drei  Ebenen 

z = 0,  n — 1 -J-  2Dx  -\-  2Fy  Fr  = 0,  y *=  0 
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• zum  Sdieilel  liat;  die  zwei  ersleren  Ebenen  sind  Tangentenebe- 
nen dieses  Kegels  und  y — 0 ist  die  Ebene  der  ihnen  entspre- 
chenden Berührungsseilcn. 

26.  Aus  dem  vorigen  Art.  ergiebt  .sieli,  dass  der  Ort 
eines  1‘unktes,  dessen  quadratische  Polaren  in  Bezug 
auf  die  Fläche  Kegel  sind,  die  Fläche  in  ihren  para- 
bolischen Oller  Wendepunkten  durchschneidet. 

Dieser  Ort  wird  durch  die  Bildung  der  Discriminantc  von 
A’ if  = 0 ausgedrfiekt.  Wenn  n,  h,  etc.  die  zweiten  DilTercn- 

tialqnoticnten  bezeichnen,  so  ist  nach  Band  1, 

Art.  63  die  Üiscriminante 

0 = abcd  -)-  2[alqr  -f-  bmpr  -|-  cnpq  dhnn) 

— (adfl  4"  bdni^  edn^  -f-  beji^  -)-  caq^  -j“  f‘br^] 

-j-  l^p'^  -f-  m^q'^  -j-  n‘‘r‘  — 2mnqr  — 2/drp  — 2lmpq 
oder  in  der  Schreibweise  der  Determinantentheorie 

„ , <PU'  ,PV'  ^ „ 

— dx^  dy*  dz^  dw* 

und  in  einer  andern  Abkürzung,  welche  die  Anwendung  der  Ih- 
dicesbezeichnung  auf  die  Unterscheidung  der  Coordinaten  — x,, 
X.J,  Xj,  X4  statt  X,  y,  i,  w — voraussetzt. 

Sie  bezeichnet  eine  Fläche  von  der  Ordnung  4 [n  — 2),  welche 
nach  der  II  esse 'sehen  Determinante,  die  ihren  Ausdruck  giebt, 
die  Hesse’sche  Fläche,  die  Determinantenflüche,  oder 
nach  Jac.  Steiner’s  Bezeichnung  die  Kernfläche  der  gegebenen 
Fläche  genannt  werden  kann.  In  derselben  Art,  wie  in  der  Ebene 
die  Intlexionspunkte  einer  Ciirve  als  die  Punkte  ihres  Durchschnitts 
mit  der  durch  die  II  esse 'sehe  Determinante  ihrer  Gleichung  re- 
präsentierten Curve  bestimmt  sind,  bestimmt  der  Durchschnitt 
einer  Fläche  mit  der  durch  die  Hesse’sche  Determinante  ihrer 
Gleichung  ausgedrückten  Fläche  eine  Gurvc  von  der  Ordnung 
4n(n  — 2),  welche  der  Ort  ihrer  parabolischen  Punkte  ist.  (Art.  8.) 

Und  wenn  man  bemerkt,  dass  in  dem  System  von  Gleicbun- 
gen,  zwischen  denen  zur  Bildung  der  Discriminante  die  Ver- 
änderlichen zu  eliminieren  sind,  der  Tausch  der  Coordinaten  des  Pols 
und  des  Doppelpunkts  der  Polarfläche  geschehen  darf,  so  zeigt  sich 
die  Reciprocität  des  Verhältnisses:  Hat  die  erste  Polare  eines 
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Punktes  einen  Doppelpunkt,  so  ist  jener  ein  Doppel-, 
I>unkt  in  derquadrati sehen  Polaredesletztercn.  Darum 
kann  mau  mit  Steiner  solche  Punktepaare  als  reciproke  Pole  be- 
zeichnen.**) Der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Polaren  ist  die  Hesse 'sehe 
oder  Kernfläche  von  der  4(n  — 2)*™  Ordnung.  Der  Ort  der  Pole 
selbst  eine  andere,  die  conjugierte  Kernflüchc  nach  Steiner, 
von  der  Ordnung  4(n  — 2)**.  Dass  für  Flächen  dritten  Grades  beide 
Kernflächen  nicht  verschieden  sind , kann  man  schon  hiernach 
schliesscn.  Dass  es  ferner  unter  den  mit  einem  Doppelpunkte  be- 
gabten Polaren  gewisse  Schaaren  giebt,  deren  Knoten  in  einen 
einzigen  Punkt  zusammen  fallen,  während  die  zugehörigen  Pole 
eine  gerade  Linie  bilden , soll  später  näher  erörtert  werden.  In 
der  That  hat  die  Kernflächc  selbst  allgemein  10  (n  — 2)*  Doppel- 
punkte, denen  10 (n  — 2)^  Gerade  in  der  conjugierten  Kernfläche 
als  Ort  der  zugehörigen  Pole  enLsprechen. 

27.  Aus  dem,  was  so  eben  bewiesen  ward,  ergiebt  sich, 
dass  durch  einen  gegebenen  Punkt  4n(n  — 1)  (n  — 2) 
stationäre  Tangentenebenen  an  die  Fläche  gelegt 
werden  können. 

Denn  wenn  die  Tangentenebene  durch  einen  festen  Punkt 
geht,  so  liegt  ihr  Berührungspunkt  in  der  ersten  Polarfläche  des- 
selben , die  von  der  Ordnung  (n  — 1)  ist , und  der  Durchschnitt 
dieser  Fläche  mit  U — 0 und  der  im  letzten  Artikel  bestimmten 
Fläche,  die  der  Ort  der  Berührungspunkte  stationärer  Tangenten- 
ebenen isl,  bestimmt  die  4;i  («  — 1)  (n  — 2)  fraglichen  Punkte. 

Oder  auch:  Die  durch  irgetid  einen  Punkt  gehenden  statio- 
nären Tangentenebenen  der  Fläche  sind  auch  stationäre  Tangen- 
tenebenen des  durch  ihn  gehenden  Tangentenkegels  derselben; 
wenn  man  daher  diesen  Kegel  durch  irgend  eine  Ebene  schnei- 
det, so  bestimmt  dieselbe  mit  den  stationären  Tangentenebenen 
die  Tangenten  in  den  Inflexionspunkten  der  Schnittcurve.  Die 
Zahl  der  Inflexionspunktc  einer  ebenen  Curve  wii-d  aber  durch 
die  Formel 

( — X = 3 (v  — (i) 

bestimmt;  und  da  man  im  gegenwärtigen  Falle  nach  Art.  20  die 
VVerthe 

V = n {n  — 1)'^,  ft  = n (n  — 1),  x = n (n  — 1)  (n  — 2) 
hat,  also 


Digitized  by  Google 


- 31  — 

V — ft  = n («  — 1)  n — 2) 
erhält,  so  ist  wie  vorher 

, = 4n  (h  — 1)  («  — 2). 

Die  Zahl  der  Doppellaiigcntcncbencn  desselben 
Kegels  wird  ebenso  durch  die  Formel 

2{r—d)  = (V  — ft)  (v  + ft  — 9) 

■bestimmt,  und  ist  durch 

2d  = n(n  — 1)  (w  — 2)  (n  — 3),  f*  — 9 = n^ — tr  — 9, 

2 r = « (;i  — 1)  (n  — 2)  -f”  ” — 1 2). 

Man  kann  also  durch  einen  heliehigen  Punkt  t Duppcitan* 
gentenebenen  der  Fläche  legen,  wenn  t die  eben  berechnete  Zahl 
ist.  Wir  werden  weiterhin  zeigen , dass  die  Berührungspunkte  der 
Doppeltangentenebenen  in  dem  Durchschnitt  der  Fläche  mit  einer 
Fläche  von  der  Ordnung  (n  — 2)  (n*  — n*  + n — 12)  liegen. 

28.  Wenn  eine  gerade  Linie  ganz  in  einer  Fläche 
enthalten  ist,  so  berührt  sie  die  Fläche  ihrer  llesse'- 
sciien  Determinante  und  somit  die  Curve  ihrer  para- 
bolischen oder  Wendepunkte.'*) 

Sei  die  Gleichung  der  Fläche 

x0  -f  y’P^O, 

so  suchen  wir  das  Resultat  der  Substitution  x = 0,  ;/  = 0 in 
der  Hesse'schen  Determinante  derselben,  um  die  Durchschnitts- 
punkte  der  Linie  mit  dieser  Fläche  zu  bestimmen.  Da  jede  der 
Grössen 

^ tPV 

dz**  dw*’  dzdw  , 

X oder  y als  einen  Factor  enthält,  so  verschwinden  dieselben 
unter  dieser  Voraussetzung,  und  die  entsprechende  Substitution 
0 = 0,  d = 0,  r = 0 in  der  entwickelten  Form  der  Hesse'schen 
Determinante  verwandelt  dieselbe  in  ein  vollkommenes  Quadrat 
{Ip  — mqY,  d.  i.  die  gerade  Linie  berührt  die  durch  die  llesse'- 
sebe  Determinante  dargestellte  Fläche. 

Dass  diese  Berührung  2(n — 2) fach  ist,  ergiebt  sich  bei  einer 
anderen  Untersuchung.  ' 

Für  X = 0,  y = 0 wird  Ip  — mg  zu 

d#  ^ d®  ^ 

dz  du»  dw  dz 


Digilized  by  Google 


32 


rcducicrt.  Wenn  die  T.iiigeiitenelienc  längs  einer  ganzen  geraden 
oder  krummen  Linie  Lerillirt,  so  ist  diese  Linie  ganz  in  der 
Fläche  der  llcsse’schen  netermiiianlc  eiillialten.  Der  Leser  kann 
diess  oline  Scliwierigkeit  fnr  die  Flädie  x*/»  tfW  = O he- 
stäligcn. 


II.  Abschnitt.  Krümmung  der  Flächen. 

29.  Wir  wollen  die  Krüniinnng  der  ver.scliiedcnen 
ebenen  .Sclinille  unter.snchen , welche  dMrch  einen  Punkt 
einer  Fläche  hindnrchgch  en.  Wir  erinnern  dahei  zuersi, 
dass  für  eine  Cnrve  von  der  fileichnng 

-f"  + «***  + de,.  = ü 

der  Krümmungsradius  iin  Anrangspnnkt  der  Coordinaten  der  näm- 
liche ist,  wie  derjenige  des  Kegelschnitts 
u(»  -f  = 0; 

denn  der  bekannte  Ausdruck  des  Krümmungsradius  enthält  nur 
die  Coordinaten  des  Punktes  und  die  Werthe  der  ersten  uud 
zweiten  üifl'crentialcocfficienten  lür  diesen  Punkt;  nach  einer  zwei- 
maligen Difrerentiation  der  Gleichung  enthalten  die  aus  u*”,  id-’  etc. 
hervorgehenden  Glieder  der  Kntwickclung  noch  Potenzen  von  x 
und  y und  verschwinden  daher  für  den  Coordinatenanfang,  d.  i. 
x = y = 0;  es  sind  somit  die  dem  Coordinatenanfang  entspre- 
chenden Werthe  der  DilTercntialcoefficienten  dieselben,  wie  sie  aus 
der  Gleichung  -)-  «’*'  = 0 allein  erhalten  werden  würden. 

In  Folge  dessen  ist  der  Krümmungsradius  der  Curve 
tj  -}^  ax'  -[-  2bxy  -(-  cy'^  -f-  etc.  = 0 

für  reclanguläre  Axen  und  im  Coordinatenanfang  = 

*)  Vergl.  „Kegelschnitte“  Art.  dieser  Werth  kann  leicht  auch 
aus  dem  gewöhnlichen  Ausdruck  für  den  Radius  der  Krümmung  abge- 
leitet werden,  wonach  er 

_ j i&v+ 

für  Cartesische  Coordinaten  und  für  die  homogene  Gleichungsform 
— 

ist,  wenn  //  die  llesso’schc  Ueterminanto  der  Gleichung  der  Curve  be- 
deutet. (Vergl.  Art.  20). 
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.‘iO.  Wir  (Idikeii  liimiadi  ilie  Fläclit;,  lirzogeii  auf  t-iiie  ilircr 
Taiigeiilenebdit'ii  als  Elioiiu  xy,  umJ  die  ziigeliörige  Nuniiale  als 
A\e  der  i,  durch  die  Gleicliuiig 
z /ix‘  -[-  '2  ßxy-{-Cy^-j- 2 Dxz  -(■ 

dargeslellt  und  uittei'siirlifii  ilie  eineiii  helieliigcii  NornialsrliniUe, 
<1.  i.  eiiieiu  durch  ilie  Aüe  der  : gerrdirteii  elieiieii  ScliniUe, 
entsprechende  Krüiinnung.’ 

Üun  speciellen  Fällen  der  SchniUehenen  xz  und  yz  ent- 
sprechen die  respecliven  Siihstitiitionen  y — (),  x — U in  die 
tileichung  der  Fläche  und  daher  nach  dein  V'nrigen  die  Krüin- 

miingsradien  der  enisprechenden  Schnitte  und  uml  mau 

lindet  sndanii  für  einen  Schnitt,  dessen  Khene  mit  der  Fhene 
der  xz  den  Winkel  ä hildel,  dem  also  die  Urehung  der  Axen 
X und  y um  den  Winkel  S oder  die  Substitution 

X cos  0 — y sin  5,  x sin  5 -f-  y cos  6 für  x und  y 

entspricht*),  durch  die  Voraussetzung  y = 0 ebenso,  dass  der 
Krümmungsradius  mit  dem  halben  reciproken  W’erth  des  neuen 
Coefflcietiten  von  x''*  identisch  ist,  d.  h. 

— — A cos’  9 2 B cos  9 sin  9 -|-  C siti’  9. 

31.  Iter  l.eser  wird  nicht  verfehlen  zn  bemerken,  dass  dieser 
.Ausdruck  für  den  Krümmungsradius  eines  Normalsclniittes  der 
Form  nach  mit  dem  .Ausdruck  ühcreinstimmt,  durch  welchen  das 
Quadrat  des  Durchmessers  eines  Centralkegelsclmitts  in  Function 
der  von  ihm  mit  den  (loordinatenaxen  gebildeten  Winkel  ausge- 
drückt  wird.  Wenn  p den  llaihdurchmesser  des  Kegelschnitts 

-4x’ -f  2Äxy  + C'y’ = i * 

bezeichnet,  welcher  dem  Winkel  9 entspricht,  so  ist  R — p'-’. 

Man  erkennt  auch  auf  anderem  Wege  leicht,  dass  die  Krüm- 
mungsradieti  der  Norinalschnitte  mit  ihren  Hirhtnngen  durch  das- 
selbe Gesetz  verhutiden  sind,  wie  die  Durchmessenpiadrale  eines 
Gentralkegelschnitts.  Sie  hängeti,  wie  wir  sahen,  nur  von  den 
Gliedern  in  »<'*  und  u*’*  ah.  Die  Krümmungsradien  der  Schnitte  von 
„(1)  „C!)  -f  „W1  -f  etc.  = t) 


*)  Vergl.  „Kegelschnitte“,  Art.  9. 

Sftlmon,  AuaI.  <ieoia.  <t.  II.  Autl.  3 
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sinil  tlicspllii“ii.  wie  die  der  SrhiiiHo  der  Flädic  zwcilcr  Ordnung 
«ID  -f  «<*)  = 0, 

und  wir  lialien  im  Bd.  I,  Arl.  204  hrwiescn,  dass  die  Krüniiiinngs- 
radien  dieser  letzteren  den  nnrcliniessenjiiadralen  des  Cenlral- 
sriinitts  |iru|>or(ional  sind,  welcher  der  Tangentenehene  parallel 
ist.  Es  ist  klar,  dass  dieser  Kegelsriinill,  für  welchen  die  Qua- 
drate der  Radien  den  Krümmungsradien  proportional  sind,  der 
Indicatrix  .ähidicli  ist. 

32.  Wir  können  hiernach,  auf  die  Theorie  dieser  Krümmungs- 
radien alle  die  Resultate  übertragen,  welche  für  die  Durrlimesser 
der  Centralkegelsclmitte  bekannt  sind. 

So  wissen  wir,  dass  die  Grösse 

A cos®  Q 2B  cos  5 sin  9 ^ ® 

einen  Maximalwerth  und  einen  Minimalwertb  anniinuit  für  Werthe 
von  9,  welche  stets  reell  sind  und  einen  Riclitungsunterschied  von 
90"  bestimmen;  Werlbe,  die  überdiess  durch  die  Gleichung 
B cos®  9 — {A  — C)  cos  9 sin  9 — B sin®  9 = 0 
gegeben  sind.*) 

' In  jedem  Punkt  einer  Fläche  treten  somit  unter  den  Normal- 
sclmitten  zwei  hervor,  welche  dem  .Maximalwerth  und  dem  Mini- 
inalwerth  des  Krümmungsradius  entsprechen  ; sie  sind  rechtwinklig 
gegen  einander  und  entsprechen  den  Axenrichtungen  der  Indi- 
catrix; ihre  Ebenen  halbieren  die  Winkel  zwischen  den  Inllcxions- 
tangenten.  Wir  werden  sie  die  llauptschnilte  und  die  ent- 
sprechenilen  Krümmungsradien  die  llauptradicn  nennen. 

Wenn  wir  die  Axen  der  x und  //  mit  den  Richtungen  der 
Maximal-  und  .Minimal-Krümniung  zusammen  fallen  las.sen,  welche 
so  eben  bestimmt  wurden,  so  geht  .-fx®  -|-  2 Bxi/  -f-  Gy® 
bekanntlich  in  die  einfachere  Form  A'x-  -|-  B i/-  über.  Dem 
Verschwinden  des  Goeflicienten  von  xy  entspricht  aber  nach 
Arl.  30  der  Ausdruck 

~ = A'  cos®  i B'  sin®  9 

für  den  Krümmungsradius  eines  bidiebigen  Normalscimiltes;  und 
da  A'  und  B'  die  Werthe  von  sind,  welche  den  Substitiitioneu 


*)  Vergl.  „ Kegelschnitte“  Art.  103. 


Digitized  by  Google 


35 


5 = 0,  5 = 90"  enlsprcdicn.  so  wird  jeder  lieliehige  Krümmungs- 
radius in  Fimetion  der  beiden  Ilau|ilradieii  p und  q'  iiiid  des  Winkels, 
welchen  seiiieEhene  mit  den  nan|)tehenen  bildel,  ausgedrüekl  durch 
die  Formel 

1 cos’  5 I sin’  0 

>i  ~ T ■ 

Iteispirlsweise  crliüU  iiiaii  für  5 — 45",  45"  -f-  «,  45"  — u 

' -j-  i + iV  = - eos'^  (45"  sin’  (45"  -f-  a), 

II«  ' ^ \Q  9 J 9 • ' ' p 

~ ^ sin^  (45"  -(-  o)  -|-  cos^  (45"  -j-  «) 

11112 

idso  = 1 r , so  dass  die  Krümimnigsmillelpiinkle 

II,  ' llt  9 9 II«  . 

mit  dein  l’unkle  der  Fl.äelie  selbst  vier  liariiiuiiiselie  Punkte  bilden.  Itie 
Krüinmiuigsniillel|iiinkte  für  die  Winkel  (45"  + /})  bilden  ilainit  eine  In- 
vobiUun. 

liaiiz  wie  in  der  ,,Analylisrhen  Ueoinetric  der  K<‘gelscliniUe“ 
sind  A'  und  B'  oder  J-,  durch  eine  quadralischc  (^leiehnii" 

2p  2p  ^ 

gegeben,  ihre  Summe,  ist  = A -j-  C und  ihr  Prodiiel  =AV — li-. 

Für  Q = 9 sind  auch  alle  anderen  Krümmungsradien  = p: 
die  Form  der  Gleiehnng  ist  daun 

r + (x-  -f  yi)  -f  etc.  = 0, 

d.  h.  ilie  Indicalrix  ist  ein  Kreis.  Der  ('.nordinaleiianrang  ist  daun 
ein  Uinbilirns,  Nabel-  oder  Kreis|iunkl. 

Ans  dem  in  diesem  Art.  gegebenen  Ausdruck  leiten  wir 
auch  ganz  wie  in  der  Theorie  der  Kegelsclniille  ah.  dass  die 
Summe  der  reeiproken  Werlhe  der  Krümmungsradien  zweier  gegen 
einander  rechtwinkliger  Nurmalschnitle  constanl  ist;  und  üher- 
diess,  dass  die  Snmnie  ihrer  Krümmungsradien  constanl  ist,  wenn 
sie  durch  ein  l’aar  conjugierle  Tangenten  hindurch  gehen.  (Vergl. 
Art.  9.) 

flpisp.  1.  Eine  lliiiglläcbe  ist  durch  Ibndreliung  eines  Kreises  um 
eine  in  seiner  Ebene  gelegene  Axe  erzeugt  Man  soll  beweisen,  dass  einer 
der  llauplkrümmungsradien  in  jedem  Punkte  der  El.äebe  dem  Verlifdtniss 
der  Entfernnug  des  Punktes  von  der  Axe  zu  seiner  Entfernung  von  der 
EylindertlSrbc  um  ilieselbe  ilureb  das  llenlrimi  des  gedarbten  Kreises 
proportional  variiert. 

3» 
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Sind  {x  — u)’  -f-  I*  = r-,  y = 0 die  Gleiidiungen  des  um  die 
A\e  der  z rolieremicn  Kreises,  so  wird  die  Gleicliiiiig  der  Itingliadie 

(a.”  + + «"  — = 4«’  {x^  + y’). 

Heisp.  2.  Alle  l’ol.irlläclieii  einer  pegelienen  KlSclie  für  einen  l’unLl 
dersellien  lialien  in  diesem  l’iinktc  diescllie  lndic;itrii ; die  Krüinmnngs- 
Ijalbinesser  ilirer  in  dersellien  Kliene  gelegenen  Scliiiille  sind  den  um  büns 
verminderten  Ordnungen  der  KiSclicn  uingekelirt  pruiiurliun.'il. 

33.  Man  wird  bemerken,  dass  der  krntnninngsradins  als 
dein  Uuadral  des  Onrelnnessers  eines  Ontralkegelsriinills  pru|i(ir- 
tional  nidil  imaginär  wird,  sondern  mir  das  /eielien  werlisell, 
wenn  die  Grösse 

yf  ros-  i ‘111  ros  S sin  S -f-  C .sin-  ö 

negativ  wird.  Wenn  die  Krümmungsradien  auf  der  einen  Seite 
der  Tangenlenebene  als  |iosiliv  betrarlitel  werden,  so  sind  sie 
auf  der  andern  Seite  derselben  als  negativ  zu  zäbleii;  und  das 
Zeichen  wee.bsell  somit,  wenn  der  Sinn  sieb  ändert,  in  welelieni 
die  Concavität  der  Gnrve  liegt. 

In  einem  elli|itiscbeii  l*unkte  der  Fläcbe,  d.  i,  für  ff’  < .■/  C 
bleibt  das  Zeicbeii  von  A cos'^  5 -f“  - ® ® **'•  ^ "t”  *■'1-  5 für 

alle  Wertbe  von  $ dasselbe,  und  in  einem  solchen  Pntikte  ist 
daher  die  Goncavilät  aller  durch  ihn  gehenden  Sclniitte  nach 
derselben  Seite  gewendet. 

In  einem  hy|ierboliscbcn  l’nnkl,  d.  i.  für  ll'^'>AC,  wecbselt 
der  Krümmungsradius  zweimal  das  Zeichen,  und  die  Goncavilät 
der  Schnitte  der  einen  Art  ist  entgegengesetzt  der  Goncavität 
derjenigen  von  der  andern  Art.  Die  Fläche  schneidet  die  Taii- 
gentenehene  in  der  Nachbarschaft  des  Iterülirungspunkles,  und  die 
Inllexionstangeiiten  bezeichnen  die  IticbUmgeii,  in  welchen  sie  die 
Tunguntenebene  dnrcbsetzl,  und  trennen  die  Sclniitte,  deren  Gon- 
cavität nach  der  einen  Seite  gewendet  ist,  von  denen,  für  welche 
sie  nach  der  andern  Seite  gehl.*)  Und  wenn  wir  eine  lly|ierbel 
denken,  für  welche  die  ffnadrate  der  nurebnies.ser  der  einen 
Iteihe  der  Krünimnngsradien  |iro|iortional  sind,  so  sind  die  der 
andern  Reihe  proporlional  den  Ghiadraten  der  Dtirchniesser  der 
ronjiigierten  Hyperbel. 

34.  Nachdem  gezeigt  worden  ist,  in  welcher  Weise  der 

*1  D.i»  HilU  eines  Sattels  kanii  dieses  erläutern:  ein  Berggiiifel  das 

andere. 
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Krüinmungsrailiüs  eines  NornialscliniUes  zu  Gilden  isl,  gehen  wir 
zu  der  durch  ihn  verniiUeltcn  Bestiniinuiig  des  Krünimungsradins 
eines  schiiTeii  Srlinitles  ühcr,  wciclier  gegen  den  Normalsdinill, 
der  seine  Diirchschnittslinie  mit  der  TangeiUenehene  enthält,  un- 
ter dein  Winkel  <p  geneigt  ist. 

Wir  sahen,  dass  der  Krüininnngsradius  des  durch  die  Ebene 

y = 0 

bestiiiimlen  Schnittes 

J_ 

~ iA 

ist;  wir  denken  dann  die  Axen  der  y und  z in  ihrer  Ebene 
um  den  Winkel  gedreht,  welches  geschieht,  indem  wir  die 
Suhstitution 

z cos  qi  — y sin  <r,  z sin  y -|-  y sin  <p 
für  z und  y 

vollziehen,  und  setzen  das  neue  y gleich  Null,  d.  i.  wir  heslini- 
nien  die  auf  rechtwinklige  Axen  bezogene  Gleichung  des  Schnilles, 
welchen  die  unter  dem  Winkel  <p  gegen  die  alte  Ebene  y = 0 
geneigte  und  durch  die  alte  Axe  der  x gehende  Sehnittehene 
mit  der  Fläche  erzeugt,  in  der  Form 
z cos  g>  -|-  2ßa:i  sin  (p  Cz*  sin’  <p  2Dxz  cos  <p 

2jE'a:zsiii  <p  Fz'‘  cos’  <p  -f-  etc.  =0; 
durch  dieselben  Schlüsse,  wie  vorher,  erhalten  wir  daraus  den 
Krümmungsradius 

= . d.  1.  = Ä cos®, 

wenn  R den  Radius  der  Krümmung  des  zugehörigen  Nornial- 
schnittes  bezeichnet.  Diess  ist  Mcunier's  Theorem,  nach 
welchem  d^cr  Krümmungsradius  eines  schiefen  Schnit- 
tes gleich  der  Projection  des  Krümmungsradius  des 
durch  dieselbe  Tangente  der  Fläche  gehenden  Norinal- 
schnittes  auf  seihe  Ebene  ist. 

Oder  nach  dem  Ausdruck  von  Hache ttc:  Die  End|nniktc 
der  auf  den  Normalen  aller  durch  dieselbe  Tangente  gehenden 
Schnitte  abgetragenen  Reciproken  der  Krümmungshaihmesser  der- 
selben bilden  eine  znm  Hauptsebnitt  normale  Gerade. 

Wir  sehen  daraus,  dass  von  allen  Schnitten,  welche  durch 
eine  in  der  Tangeiitcnebene  liegende  und  den  Rerühriingspunkt  ent- 
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liulti-iide  (loraile  ^uriilirt  werden  kümieii,  der  Norinalsc  liiiitl  den 
grössten  Kriiininnngsradins  hat,  d.  Ii.  ilerjenige  ist,  welcher  am 
wenigsten  gckrninint  und  am  meisten  der  geraden  Linie  genähert  ist. 

Wir  liahen  das  .MeniHer'sclie  Theorem  bereits  in  dem  spe- 
ciellen  Falle  der  Fläche  zweiter  Ordnung  hewiesen  (Ud.  I,  Art.  204) 
und  hätten  den  hier  gegebenen  neuen  Ueweis  ersparen  können, 
weil  wir  gesellen  haben,  dass  der  Krnmmungsradius  eines  belie- 
bigen Schnittes  der  Fläche 

uto  -f-  id^>  -|-  «01  -}-  etc.  = 0 

mit  dem  des  entsprechenden  Schnittes  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

,,l>)  _|_  „(21  = o 

nbereinstimmt. 

155.  Schon  im  Art.  128  des  I.  Dd.  wurde  bewiesen,  dass 
wenn  zwei  Flächen 

„(1)  4-  „(2)  4- . . . = 0,  «(“  4-  lä»)  4- . . . = 0, 

sich  berühren,  ihre  Uurchdringiiiigscurvc  im  Lterührnngspunkl 
einen  Doppelpunkt  und  in  diesem  die  Schnittlinien  der  Fbene 
„(')  = 0 mit  dem  Ivegel  zweiten  Grades  «O)  — i>(2)  = o zu  Tan- 
genten hat.  Wird  dieser  Kegel  von  der  besagten  Fbene  berührt, 
so  sind  die  Flächen  zu  einander  in  stationärer  Berührung.  Jede 
• Kugel,  deren  Gentrum  in  einer  Normale  der  Fläche  enthalten 
ist,  während  der  Fusspunkt  derselben  in  der  Fläche  ihrer  Ober- 
lläche  augehört,  berührt  dieselbe.  Die  ßerührnng  wird  aber  ins- 
besondere zu  einer  stationären  Berührung  (Bd.  I,  Art.  129), 
wenn  diu  Länge  ihres  llalhmessers  der  Länge  eines 
der  llau|)tkrnmniungsradien  gleich  ist.  In  der  That  die 
Bedingung  der  stationären  Berührung  zwischen 

; 4-  2 n üi/’-)-.  .==0,  1 4"'''*^  2n'ar  yf-|-  b'iß  . . = 0 

ist  (o  — a)  {b  — b ) = («  — n')^ 

lind  erfordert  also  für  das  Verschwinden  von  n und  n entweder 
a — a oder  b — b’. 

Die  Fläche  i 4"  Cß  -f"  • ■ = öi'd  die  Kugel 

2ri4~a:-4"y^4"  = 0 haben  daher  eine  stationäre  Berührung 

für  die  Uebereinstimmung  von  r mit  einem  der  Ilanptkrünimnngs- 

halbniesser  oder  V,. 

86.  Die  im  letzten  Artikel  erläuterten  l*rinci]iien  erlauben 
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uns,  einen  A u sd ruck  für  die  llaii])tkrfiinniungsradien  in 
jedem  Punkte  und  für  irgend  eine  Lage  der  Coordinalenaxen 
zu  finden. 

Wenn  wir  die  Cleicliung  zn  einem  beliebigen  Punkt  x,  y',  z 
der  Fläche  als  Anrang.spunkt  transformieren,  so  dass  sie  wird 


dU'  , dV  . 
^ ■ + 'J  du  + 


djr 

dz 


+ r2( 


« , fi  , 


oder  wenn  wir  die  ersten  Dillerentiabjuotienten  durch  f/,,  V.^,  ü\,  U^ 
und  die  zweiten  durch  f7,,,  I7jj,  etc.  Irezciclinen  wie  vorher, 
2 (U,x  + U,y  + V.,z)  + + U,,y-^  + U,„z^ 

+ 2 + 2 + 2 b\.xy  etc.  = 0, 

so  ist  die  Gleichung  einer  Kugel  mit  derselben  Tangentenehcne 
2 (P.a;  + U,y  + U^z)  + -f  -f  = ü, 
und  dieselbe  hat  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung  eine  stationäre 
llcrührung,  wenn  A so  hestiinmt  wird,  dass 
f/|X  V^y  -f-  f/ji  = 0 

die  Fläche 


(f/„  - X)  X-  + (f/„  - i.),f  + (t'33-X)  + 2 U^,yz  + 2 f/,3rx 


+ 2 ^ 


berührt,  d.  h.  wenn 

{Vn  - A), 

l’sz 

: ih 

ist;  oder  entwickelt 


Somit  ist  X durch  die  <|uadratische  Gleichung 


f/,3 

. 

X'n 

XA  I 

(X'22 

- ^), 

Vrs 

U,: 

1 = 0 

XX2.1 

(t^32  - '»), 

U,i 

u.. 

> 

0 1 

l f 

^+{«' 

-X). 

-f/,3=[  X/.3* 

12  / 

fV  + 2 

:{X/,3X/,2- 

(X^M- 

-X}V,,}U,U, 

(f7,z+K,»+fV)X-^-{(ff3.,+  (/33)LV+(ÜM+'^i)«^-/+(^Ai  + '^2z)f'a* 

-2  ir,,r,a,-‘2  2 r^'x+Cf/^.^  f'33- 

+ (f'M  2(f/,3t',^-f/„f/„)  U,U, 

+ 2 {U„  U,,  - f/33  f/,3)  U,  U,  + 2 {U,,,  f/„-  y,3  V,-,)  V,  X/s  = 0 
hestiinmt.*) 


')  Uieee  qiiadratiscffo  Gleich»n>;  hätte  iiiicli  mittels  des  .Art.  9H. 
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l.>il  miM  r der  lladiuis  der  Kugel 

• Ma^’  + y'  + :’)  + 2(l7,a-+  y,!/+  M = 0, 

so  ist 

j _ i\'  4-  V,'  + P.» 

i’ 

und  >vir  linden  sniiiil  die  IInii|dradieii  der  Krüminuiig  aus  der 
vorstelieiiden  i|uadraüscheii  Gleicliuug,  iiidctn  wir  die  Suhsliluliou 

yW  + 

r 

für  A in  dieselbe  vollzicbcn. 

Das  absolute  Glied  dieser  Gleichung  .für  A kann  durch  die 
Kinrrdirnng  der  Wertbc  von  i/,,  L\,,  ans  den  Gleiebnugen 
(n  — 1)  £/|  = L\^x  -f-  -|-  V ^^^v  etc. 

vercinraebt  werden  und  reduciert  sieb  dadurch  auf  die  l■'ornl 
_ Hw* 

(n  - 1)*’ 

wo  //  die  in  dein  Art.  26  entwickelte  llcsse’scbc  Determinante 
der  Gleichung  der  Fläche  b(;zeiebnet. 

Wir  h.ätten  a priori  sehen  khnnen,  dass  das  absolute  Glied 
ITii'  jeden  der  llcsse’schen  Deteriiiinautennärhc  aiigehörigeu  l’inikt 
verschwinden  muss.  Denn  da  die  Richtungen  der  Hauptschnitte 
die  Winkel  zwischen  den  Inllexionstaugeuten  halbieren,  so  fällt 
für  zusamnienfallende  liillexionstangenten  ihre  gemeinschaftliche 
Richtung  in  einen  der  Ilanplschnitte,  und  der  Krünimungradius 
dieses  Schnittes  ist  unetidlich  gross,  weil  drei  auf  einander  fol- 
gende Dunkle  desselben  in  gerader  Linie  sind;  es  muss  somit 
einer  der  Wertlie  von  A,  als  reciproker  Werth  von  r,  ver- 
schwinden. 

Indem  wir  ferner  den  Cocflicienlen  von  A in  der  vorigen 
Gleichung  mit  Null  vergleichen,  erhalten  wir  die  Gleichung  d/=(> 
einer  Fläche  vom  (3n  — 4)*®"  Grade,  welche,  in  der  gegebenen 
Fläche  alle  diejenigen  Punkte  hestimmt,  für  die  die  llauptkrüm- 
mungsradien  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  d.  h.  für  welche 
die  Indicatrix  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist. 

Band  1 gelünden  worden  können,  welcher  die  Axon  eines  der  Ebene 

+ l!tU  + l\- 

parallelen  Schnittes  der  Flüche  zweiten  Grades 

UfiX*  -f  U„;i*  //„:•  -f  -f  =-  1 

hostiumit.  * 
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Wenn  die  Fläche  M — 0 die  gegebene  Fläche  als  einen 
Tlieil  enthält,  d.  h.  nenn  das  algebraische  vollständige  Polynom 

Grades  U ein  Factor  von  M wäre,  also  - U.  F wo  V 
ein  solches  Polynom  vom  Grade  (2>i — 4)  vorstellt,  so  hat  die 
gegebene  Fläche  V in  jedem  'ihrer  Punkte  gleiche  llaujitkrüm- 
mungsradien  von  entgegengesetzten  Zeichen  und  heisst  eine  Mi- 
nimainächc.")  (Vergl.  Art.  54.  Beisp.  4.)  OlTenbar  findet  die 
gleiche  Zerlegbarkeit  auch  für  die  liomogenen  Polynome  statt, 
welche  in  M,  V,  V respective  die  Vereinigung  der  höchsten  Glieder 
in  X,  y,  z darstellen,  d.  h.  es  ist  nach  der  schon  oft  gebrauch- 
ten Bezeichung  A/iä"”'*' = Es  ist  somit  für  U=0 

als  algebraische  Minimalfläche  auch  der  Kegel  b’'"'=ü  von  derselben 
Natur,  welclier  den  unendlich  fernen  Ouerschnitt  der  Fläche 
mit  dem  Coordinatenanfang  verbindet;  und  da  die  llauptkrüm- 
inungsradien  in  den  Punkten  eines  algebraischen  Kegels  nur 
gleich  lind  entgegengesetzt  sein  können,  wenn  derselbe,  soweit  er 
reell  ist,  aus  Ebenen  besieht,  und  wenn  sein  nicht  reeller  Theil 
den  imaginären  Kugelkreis  der  unendlich  fernen  Ebene  enthält, 
so  ergiebt  sich,  dass  eine  algebraische  Minimalfläche  die  unend- 
lich ferne  Ebene  nur  in  geraden  Linien  und  in  diesem  nicht 
reellen  Kreise  schneiden  kann.  Das  gleiche  Zerfallen  und  also 
der  gleiche  Characler  als  Minimalkegel  ergiebt  sich  offenhar  für 
Jeden  Tangentcnkegel  in  einem  vielfachen  Punkte  einer  alge- 
braischen Minimalfläche.'^) 

37.  Aus  den  Gleichungen  des  letzten  Art.  können  wil- 
den Krümmungsradius  eines  Normalschnittes  finden, 
welcher  die  Tangentcnehene  in  einer  Linie  von  gege- 
benen Richtungswinkeln  schneidet. 

Denn  das  Centrum  der  Krümmung  liegt  in  der  Normale,  und 
wenn  wir  ans  ihm  mit  dem  Krünnnungsradius  als  llalbinesser 
eine  Kugel  beschreiben,  sa  berührt  sic  die  Fläche  und  ihre  Gleich- 
ung ist  von  der  Form 

2 {U,x  -f  U,y  + V,z)  + A (o:’  + y*  -f  z’)  = 0. 

Der  folgende  Punkt  in  diesem  Schnitt  der  Fläche,  Vielehe 
wir  betrachten,  genügt  dieser  Gleichung  und  der  anderen 

H|  l(j  = 0, 

£/jy-f  U^z)+  L\^x^+  U,,y-+  U,:,z^+  2 2 U^,z.v 

-f  2 U,jxy  = 0, 
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so  dass  wir  durch  Sulitraclioii  erhalten 

--  - + 

eine  huiiiogeiie  Gleichung,  in  der  x,  y,  : durch  die  Hichtiiugs- 
cosiiius  der  geraden  Linie  ersetzt  werden  dürfen,  weldie  den 
Anfangspunkt  niil  dein  naclistlülgenden  Punkte  verbindet;  da 
zugleich  wie  iin  letzten  Art. 

K = yw+vj+i''?) 

r 

ist,  so  wird 

KTfv+ty-i-fV) 

</i,C08'o4-t'„co6'(j-f-i^33e08’y+2f/,3i;08(Jc0B)'-|-2t'ijC0Byc08a-|-2//',jC08«e08|J' 
So  reducierl  sich  das  IVuhlem  der  Hestininiung  des  Maxiinal- 
iind  Miniinalradius  der  Krümnuing  auf  die  Restiinmung  des  Maxi- 
niiiins  und  Minimums  der  Grösse 

+ U.,^y-‘  + + 2 U,,yz  + 2 U„zx  + 2 V^,xy 

unter  den  liedingungen 

ü, a:  + U-^y  + U^z  = 0,  x'^  + y-  -{-  j'*  = 1 ; 

und  wir  erkennen,  dass  es  genau  mit  dem  Problem  der  Re- 
st i m in  ii  n g (I  c r A X e n d e s C e n t r a 1 s e h n i 1 1 e s e i n e r F I ä c h e 
zweiten  Grades  durch  eine  Ebene  üfX U-^y-j-  U-^z  = 0 
übereinstimmt. 

38.  In  derselben  Weise  stimmt  das  Problem,  die  Richtun- 
gen d e r II a u p t sc h n i 1 1 e in  irgend  einem  P u n k t z u fi  n d e n, 
mit  dem  Problem  der  Restiinmung  der  Richtungen  der 
Axen  für  den  durch  die  Ebene 

U^x+  U.,y  + Ujz  = 0 

in  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

</„*’  -f  + U,,z^  + 2 U,,yz  -+;  2 U„zx  + 2 r,.,$y  = 1 
erzeugten  Schnitt  überein. 

[Iiirch  einen  gegebenen  Diirchniesser  einer  F'läche  zweiten 
Grades  kann  stets  ein  ebener  Schnitt  gelegt  werden,  der  ihn  zur 
Axe  hat,  und  die  andere  Axe  desselben  ist  der  Durchschnitt  der 
zu  ihm  nornialen  Ebene  mit  der  Ebene,  welche  ihm  conjiigiert 
ist.  Ist  somit 

F = 1 

die  centrale  Fläche  zweiter  Ordnung  und  geht  der  fragliche  Diircli- 
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messcr  durch  den  Punkl  (*',  y,  so  ist  der  zu  ihm  normale 
conjugierle  Durchmesser  der  Durchschnilt  der  Ehencn 

+ yy  + = 0»  + y'  f'i  + ^’  = O: 

und  liegt  der  erste  Durchmesser  in  der  Ebene 
£/,a;'  + l/,y'  + V,/  = 0. 

so  beschreibt  der  zweite  den  Kegel,  welcher  durch  die  Vergleich- 
ung der  durch  Elimination  von  x,  y\  z aus  diesen  drei  Gleich- 
ungen gewonnenen  Determinante  mit  Null  repräsentiert  wird, 
nämlich  durch 

(t/,r  - V^y)  V^  -f  [U.,x  - U,z)  T,  + (U,y  - V^x)  V,  = 0. 
Dieser  Kegel  schneidet  die  Ebene 

U^x  +Ü^y+U,z^  0 

in  den  Axen  des  durch  sie  bestimmten  Schnittes,  Diu  Itichtun- 
gen  der  Ilaiiptschnitte  sind  somit  bestimmt  als  die  Durchschnitte 
der  Tangentciiebene 

f/,a:+  U,y+  U,z  = 0 

mit  dem  Kegel 

{L\z  - U,y)(U^^x  + (Ü3^-ü,z)(t/,,.x-f  U,,y 

+ U23~)  + {v,y  - U,x)  {U,,x  + U,,y  + V,^z)  = 0, 

oder 

(U.,  f/,3-  U,  U^^)x^  4-  [U,  - U,  U,,)  y-  4 [U^  U,,  - U,  U,,)z‘ 

+ { i\,+  u,  y,3  }y  r4  { f/,  ?;,3-4  u,{v,,-u^,) 

- 1^2  P»  } { t-h  u,,  - U,  U^,  4 u,{ir^^  - } xy=0. 

39.  Die  im  Art.  35  angewendete  Methode  erlaubt  uns  auch, 
die  Bedingungen  für  einen  Kreis|iunkt  zu  linden.*) 

Wenn  die  Ebene  xy  ilie  Tangenlenebene  in  einem  Umbilii:us 
ist,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche  von  der  Form 


•)  Wir  könnten  dieselbe  durch  Bildung  der  Bedingung  eriuitteln, 
unter  welcher  die  qimdrutisehe  Gleichung  des  Art  30  gleiche  Wur- 
zeln hat.  Da  aber  lUo  Wurzeln  dieser  Gleichung  stets  reell  sind,  so 
ist  sie  zu  der  in  den  „Vorlesungen“  Art.  165,  170  f.  etc.  behandelten 
Klasse  gehörig,  und  ihre  Diseriminautc  kann  als  Buinrae  von  (Quadra- 
ten ausgedrückt  werden,  Wollen  wir  also  nur  von  reellen  Kreispuukteu 
hl)rechcn,  so  ist  das  Resultat  der  Vergleichung  der  Discriuiiinuitc  mit 
Null  zweien  Bedingnngcu  äquivalent,  welche  einfacher  so  wie  im  Text 
erhalten  werden  können. 


Digitized  by  Google 


44 


r + A (a-»  + >/)  + ‘IDxz  + 2 Eyz  + Fz‘‘  + etc.  = U. 
iiikI  wenn  wir  von  ihr  die  Gleichung  einer  Iterülirenden  Kugel 

I + i (x*  + j,-'  + r’)  = 0 

siil)lraliiercn,  so  ist  cs  möglich,  <l  so  zu  wählen  — nämlich  in- 
ileni  man  es  gleich  A nimmt  — . (lass  alle  Glieder  des  Kcstes  durch 
c theilbar  werden.  Wenn  also 

-}■  w**’  “I" 

die  Fläche  und 


+ X = 0 

eine  sic  heridirende  Kugel  hezeichnct,  so  ist  es  unter  der  Vor- 
au.ssetzung,  dass  der  Aiirangspunkt  der  Gourdinaten  ein  Kreis- 
punkt  sei,  möglich,  X so  zu  wählen,  dass  («'**•  — die  Grösse 
w,  als  einen  Factor  enthält.  Durch  eine  wie  in  Art.  36  voll- 
zogene Transformation  der  Coordinaten  erkennt  man  so,  dass  ein 
I’unkt  (a-',  y,  z')  ein  Kreispunkt  ist,  wenn  man  A so  wählen  kann, 
dass 

(f/„-A)x^-f  (Ü33-i)z’  + 2tr,,yz-f2l7,3ZX  + 2tf,,xy 

die  Grösse 

ü^x  + ö,y  + V^z 

als  einen  Factor  enthält.  W'enn  dies  geschehen  soll,  so  muss 
der  andere  Factor  sein 


X 4- 


f/,  y t-  V,  *’ 


und  die  Fntwickelung  des  Products  und  Vergleichung  der  Coef- 
ficienten  von  yz,  zx  und  xy  liefert  die  Üedingungen 


(ü:,3-A);4;  + (f/M-^)!;r;=2ü,3, 

man  erhält  somit  durch  Elimination  von  A zwischen  diesen 
Gleichungen  die  heiden  Dedingungen  für  den  Kreispunkl 
+ - -nruVri!,  _ ö«*-/  -I-  / 
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l)n  nur  zwei  Itediiigungi-ii  zu  crrülicn  sinil,  so  oiitiiüll  «’iiio 
K 1 ä c li  e 0 r (I II  u II  g a 1 1 g c m e i n c i ii  c l>  e s l i iii  iii  l e Z a li  1 von 
Kroisp  link  teil;  deiiii  jede  der  Bedingungen  repräsentiert  eine 
Fläche,  und  beide  Flächen  hesliinmeu  mit  der  gegeheiien  Fläelie 
ziisaniinen  eine  Anzahl  von  llurclischnittspiinktcn , welche  kreis- 
punkte  sein  müssen.  Fs  kann  aber  inshesundere  aucli  geschehen, 
dass  die  durch  beiile  Bedingungen  repräseiitierleii  Flächen  sicii 
in  einer  ganz  auf  der  ursprüugliclien  Fläche  gelegenen  Fiirve 
schneiden;  dann  existiert  somit  in  der  Fläche  eine  Linie,  deren 
süinmlliche  l'uiikte  Kreispuukle  derselben  sind,  und  die  mau  eine 
I,inie  sphärisher  Krümiuung  nennt. 

Beisp.  Man  niilersiielie,  ob  in  der  Fläche 

(x’  -f  I/*  -f-  i’)’  = Ja-  {x-  -f  >/] 
ein  Kreispiinkl  entliallen  ist. 

40.  Es  giebt  einen  Fall , in  welchem  die  Bedingniigeii  des 
letzten  Art.  nicht  in  der  Form  anwendbar  sind , in  VM’leher 
sie  geschrieben  wurden.  Sie  sind  erfüllt  für 

,r  _ n II  — ' » ' »'+  ' ' V - - ' ^ > 

t , — u,  — iV-l-fV 

und  wir  könnten  daraus  schliessen , dass  die  Fläche  = 0 stets 
iliirch  Kreispnnkte  der  gegebenen  Fläche  hiiidnrchgehe.  Man  er- 
kennt aber  geometrisch  leicht,  dass  die.ss  nicht  der  Fall  ist;  denn 
U,=0  ist  die  Polare  des  Punktes  (y,  z,  w)  in  Bezug  auf  die 
Fläche,  sodass,  wenn  sie  nothw endig  durch  Kreispnnkte  hiiidiircli 
ginge,  ans  einer  einfachen  Coordinaten -Translurmation  geschlossen 
•werden  müsste,  dass  die  erste  Polare  jedes  Punktes  Kreis|innkle 
der  Fläche  enthielte. 

Aus  dem  letzten  Art.  geht  dagegen  hervor,  dass  es  eine 
slillschwcigende  Voraussetzung  seiner  llntersuchung  i.st,  dass  keine 
der  (irösseii  U^,  U.^,  verschwinde;  denn  wenn  diess  statt  fände, 
so  enthielte  eine  der  gebranchlen  Oleichungen  unendliche  Flieder. 

Setzen  wir  f/,  = 0,  so  müssen  wir  vielmehr  direct  die  Be- 
dingung bestiiinnen , unter  der  f/jV -(-  U-^z  ein  Factor  in 
( f/, , -A)x.,  + ( f/,.,- A).v"  + { U,,-k)z^  + 2 U,,,jz  + 2 V, , ix  + 2 U,  ,.cy 
ist. 

Ofl'enbar  mn.ss  dazu  A=  f/,,  und  wie  man  leicht  sieht,  wie  vorher 
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sdn,  während  üherdiess,  weil  die  Glieder  ‘2Uy^xy 

durch  f/jy  +^5!  Iheilhiir  sein  müssen, 

^2^'n  ~ ^3^tS 

sein  muss. 

Wenn  man  mit  den  so  erhaltenen  beiden  Bedingungen  L\  = O 
und  die  Gleichung  der  Fläche  comhiniert,  so  hat  man  vier  Be- 
dingungen, welche,  spedelle  Fälle  ausgenommen,  nicht  dui'ch  die 
Gnordinaten  eines  l'imktes  errüllt  werden  können. 

Wenn  wir  die  im  letzten  Art.  gegebenen  Bedingungen  von 
Brüchen  befreien,  so  finden  wir,  dass  jede  von  ihnen  ü,,  V^. 
oder  üj  als  einen  Faktor  enthält,  und  was  wir  in  diesem  Art. 
bewiesen  haben,  ist,  dass  diese  Factoren  als  der  Frage  nach  den 
Kreispunkten  fremd  beseitigt  werden  können.*) 

Wir  gehen  zur  llerleitnng  einiger  anderer  Folgerungen  aus 
dem  in  Art.  3f)  Bewiesenen  über,  wonach  die  beiden  mit  den 
llauptkrümnmngsradien  beschriebenen  Kugeln  ndt  der  Fläche  sta- 
tionäre Berührung  haben. 

•)  Ao8  dem  Kntwicketten  können  wir  die  Zahl  der  Kreisjiiinkto  be- 
stimmen, welche  eine  Flüche  von  der  »«ru  Ordnung  im  Allgemeinen 
haben  kann. 

Die  Kreispmikte  sind,  so  sahen  wir,  als  Diirchschnitfspunkt  der  ge- 
gebenen Flüche  mit  einer  Cnrve  licetiinnit,  deren  Gleichungen  die  Form 
^ ^ C 

a'  ■“  //'  “ Ir 

haben;  sind  A,  H,  C vom  Grade  /,  A,  H' , (T  aber  vom  Grade  m.  so  sind 
AB  —A'/i=0,  AC  — A'C=0 

viim  Gradr;  (I  -f-  m)  und  durchsclmeiden  sich  in  einer  Curve  von  der  * 
Ordnung  (/  -F  /«)’:  und  da  der  Durchschnitt  dieser  zwei  Flächen  die 
Curve  A = 0,  A’ = ti  von  der  Ordnung  Im  enthält,  welche  der  Fläche 
/IC'  — n'C^  ü nicht  angchört,  so  ist  die  fragliche  Curve  von  der  Onl- 
nung  d.  h.  im  gegenwärtigen  Falle,  wo/  und  m durch  {Hn — ♦) 

und  (2n  — 2)  respective  zu  ersetzen  sind,  =i9n*  — 40n-F28. 

Das  discutierte  System  schUesst  aber,  wie  wir  gesehen  haben,  drei 
Curven  ein,  wie  ' 

//,  =.  U,  //,.  {OV  + //,«)  - (l/„  U,*  -f  l „ //,•  - 2 V\  //,)  = O, 
welche  die  Kreis)iunkte  nicht  enthalten;  man  h.vt  daher  die  Grösse 
S(n  — 1)  (.'ln  — 4)  von  der  vorher  gefundenen  Zahl  zu  suhtrahicren , um 
zu  finden,  dass  die  Kreispunkte  als  Durchschnitte  der  goge- 
tienen  Fläche  mit  einer  Cnrve  von  der  Ordnung  (lo«* — 2.'>»-F  tf’) 
bestimmt  sind,  und  dass  somit  die  Anzahl  derselben  für  eine 
Fläche  Ordnung  allgemein  =»  (lOn*  — 2f>«  -F  1(5)  ist. 
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41.  Wenn  zwei  FläcIiLMi  eine  stationäre  nerfilirung 
haben,  so  berühren  sic  sich  in  zwei  auf  cinamlcrrol- 
genilen  Funkten. 

Wenn  die  Gleichungen  beider  Flächen  wie  in  Art.  ;15  ge- 
schrieben werden,  so  sind  die  Tangentenebenen  iin  nächstfol- 
genden Punkte  nach  Art.  9 durch 

I -f-  2 (ax'  -f-  ny')  x 2 («x'  -(-  iy')y  = 0, 

I -f-  2 (aV  -f  rn/)  X -f  2 («V  -f  6'y')  •=  - 

dargestclit.  Sie  sind  identisch,  wenn 

<ix'  -|-  ny'  = n'x'  -|-  ;i'y',  «x'  -|-  Ay'  = n'x'  -f-  O)/  . 
ist,  d.  i.  durch  Elimination  von  x':y',  wenn 

(a  — «')  (6  — //)  = (n  — n'j^ 
ist,  d.  h.  unter  der  Bedingung  der  stationären  Berührung. 

Die  mit  einem  der  Ilaiiptkrümmungsradien  beschriebene  Kugel 
berührt  somit  die  Fläche  in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten; 
oder  zwei  auf  einander  folgende  Normalen  der  Fläche  sind  ancli 
Normalen  der  Kugel  und  durchsclineiden  sich  folglich  im  Centrum 
derselben.  Nun  wissen  wir,  dass  bei  ebenen  Curven  das  Centrum 
des  Krümmungskreises  als  der  Durchschnitt  zweier  auf  einander 
folgender  Normalen  der  Curve  betrachtet  werden  kann.  Bei  den 
Flächen  schneidet  die  Normale  in  einem  Punkte  die 
einem  heliebigen  benachbarten  Punkte  entsprechende 
Normale  im  Allgemeinen  nicht.  Wir  sahen  aber  .so  eben, 
dass  die  zwei  auf  einander  folgenden  Normalen  sich 
dürr  lisch  neide  II,  wenn  der  nächst  benachbarte  Punkt 
in  der  Bichtiing  eines  der  llauptschnitte  des  gegebe- 
nen Punktes  gewählt  ward.  Die  gemeinschaftliche 
l.änge  beider  Normalen  gleicht  dann  dem  entsji re- 
chenden llanptkrüinmn  ngsradiiis.  Der  Wichtigkeit  dieses 
Theorems  halber  gehen  wir  eine  direkte  Untersiichnng  desselben. 

42.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Fällen  die 
Normale  in  irgend  einem  Punkte  einer  Fläche  durch 
die  nächstfolgende  Normale  geschnitten  wird. 

Wir  wählen  die  Tangentenebene  zur  Ebene  xy  und  setzen 
die  Cilcichung  der  Fläche  in  der  Form 

r -f-  Jx'  -f-  '2I!xy  -|-  Cy’  -)-  2 I>xz  -|-  '2Eyz  -|-  Fz'^  -j-  etc.  = 0 
voraus.  In  Art.  9 sahen  wir  dann , dass  die  Gleichung  einer 
nächstfolgenden  Tangentenebene  ist 
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r + 2 (Jx  + /?y')  a;  + 2 (ßx  + 6’</')  j,  = 0; 
ciiii;  >ormale  zu  ilir  durch  den  l’uiikl  (x',  i/')  ist  s^niiiil 

X — x'  y — y 

Ax-\-Hy  ~ ßx-\^Cy  ~~ 

und  dieselbe  schneidet  die  Axe  iler  z,  d.  i.  die  urs|)rüngliclie 
Normale,  wenn  man  bat 

x'  ' y 

Jiij  “ Hx  -\-Cy 

Hie  Itichlung  nach  einem  uäciistrulgeiiden  Punkte,  dessen 
Normale  die  gegebene  Normale  scbneidel , ist  somit  durch  die 
('■leiebung 

Bx"‘  -\-{C—A)  xy'—By"^  = 0 

beslinnnt,  d.  i.  durch  die  Gleichung  des  Art,  32,  welche  die 
llichtiingen  des  Maximums  und  des  Miniinums  der  Krümmung 
giehl. 

In  jedem  Punkte  einer  Fläche  gieht  es  somit  zwei  zu  ein- 
ander rechtwinklige  Itichtnngeu,  in  denen  die  Normale  des  näclisl- 
folgendeii  l'uiikles  die  urs|tröngliche  Normale  diirchschneidel. 
Diese  Itichtungen  sind  die  der  beiden  liauptscimittc  des  Punktes. 

Wenn  wir  zur  Vergrü.sseruug  der  Kinracliheit  die  Richtungen 
<ler  ilauplschnitte  als  Goordinatenaxen  wählen,  d.  Ii.  in  den 
vorigen  Gleichungen  B = {)  seLzen,  so  wird  die  Gleichung  einer 
nächstrolgenden  Normale 

— X ^ y - y ^ , 

Cy 

lind  man  sieht  leicht,  dass  die  den  Punkten  y =(),  x' = O eiil- 
sprechendeu  Normalen  die  Axe  der  z in  P.iiHernungeu 

^ —I  ^ — J 

' 2A'  ' ‘.!C’ 

respective  diirclischiieiden , d.  h.  in  den  Faidpiinkteu  der  entspre- 
chenden Krümmungsradien.  '*) 

Aus  den  Gleichnngen  der  Nachharnormale  l'olgen  für  x = ü 
respective  y — 0 ilie  Werthgruppen 


weiche  aussagen,  dass  dieselbe  die  llaupt.scliiiittehenen  in  densel- 
ben AhsUuiden  z von  der  Tangenlialehenc  schneidet,  welche  durch 
die  Hauptkrümmungscentra  bezeichnet  sind.  Dies  ist  der  Satz  von 


I 

I 
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Sill  rin:  All«  Niirnialeii  eiiiiT  Fläcli«  in  <lcn  «in  ein  ge- 
geli«n«n  I’iinktc  in  ilir  nnendiicli  nali«  lienacliluirlen 
Punkten  s c li ii c i d e n die  li c i d e ii  (• « r a d c n , w c I c li e in  den 
llauptkri'iniiiiungsniitleipiiiikteii  zu  den  z ngelinrigen 
llanplsciinitlelierieii  normal  sind.'^) 

4.‘5.  Wir  können  ancli  zu  denselben  Ergebinssen  gelangen, 
indem  wir  den  Orl  derjenigen  Punkte  der  Flriclie  snclien, 
deren  Normalen  eine  feste  zur  Axe  der  i genomniene 
Normale  s c li  n « i d e n. 

Diircli  die  Snhslilntion  a:  ==  0.  >j  — O in  die  tileiriiiing 
einer  andern  Noriiiale  erkennen  wir,  dass  der  Pniikl  der  Pläclie, 
/II  welchem  sie  gehört,  der  Bedingung 

^ 

u,  u, 

gelingen  muss.  Die  Ciirve,  in  welcher  diese  Fläche  die  gegebene 
Fläche  schneidet,  hat  den  Fndpnnkl  der  gegehenen  Normale  znin 
Doppeipnnkl,  und  die  beiden  Tangenten  dcsselhen  sind  die  Hanpl- 
tangenlen  der  Fläche  in  diesem  Punkte.  (Vgl.  Bd.  I.  Art.  117, 
Beisp.  16). 

Der  specielle  Fall,  in  welchem  die  feste  Normale  einem  Kreis- 
piinkte  entspricht,  verdient  besondere  Erwähnung.  Da  di«  t'ilciclinng 
der  Fläche  von  der  Form 

j + ,4  (a:^  + ir  ) + ==  0 

ist,  so  ist  das  niedrigste  Glied  der  Gleichnng  xVj  = ;/U,  für 
; = 0 vom  dritten  Grade,  und  der  Kreispnnkt  ist  ein  dreifacher 
Punkt  in  der  Ortsciirve.  Während  also  jede  der  Normale  des 
Kreispnnkles  nächstfolgende  Normale  die  er.slere  schneidet , gielit 
es  drei  Biclitungen  von  ihm  aus,  längs  welcher  auch  die  darauf 
folgende  Normale  die  dem  Kreispnnkle  entsprechende  Normale 
iiocli  schneidet. 

44.  Ijne  Krfimmiingslinie"')  in  einer  Fläche  ist  eine  so 
auf  derselben  verzeichnele  Linie,  dass  die  Normalen  in  irgend 
zweien  in  ihr  auf  einander  folgenden  Pimkleii  sich  durrhschiieideu. 

So  können  wir  von  irgend  einem  Punkte  M der  Fläche  zu 
jedem  der  beiden  folgenden  Punkte  A’.  jV  iibergehe.n,  von  deren 
Normalen  wir  bewiesen,  dass  sie  die  Normale  in  ‘M  schneiden. 
Die  Normale  in  N ihrerseits  wird  durch  die  beiden  folgenden 
Normalen  in  /',  geschiiilleii,  widiei  wir  das  Element  A'/’  als 

Satmun,  Aiikl,  (t«um.  (1  HaunitMi.  II  2.  AuH.  4 
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i'iiifl  Foitsplziin^  von  (Iciii  KliMiiPtil  VN  (loiikin,  wälirond  NP' 
nnhexii  rocUiigiilär  zu  (li‘ms(‘llii'ii  ist.  In  dor  nriinlirlicn  .\rl  kön- 
nen wir  vom  l’nnkle  P zu  einem  iindern  lienarldiarlen  l'iinkte  Q 
filiergelieti  mul  so  eine  Krnmmnngslinie  MNPQ  bilden.  Und  wir 

hätten  aurh  in  der.sellien  Weise  vorsilireiten  können , indem  wir 

% 

in  der  Hirlitnng  V N'  hegnnnen. 

Diirrli  jeden  l'iinkl  V einer  Fläelie  gehen  sotnil  zwei  Krüm- 
mnngslinien,  welehe  sieh  in  ihm  reehlwinklig  dnrehsrhneiden  und 
von  den  ents|)ree.henden  heiden  Ilaupttangcnten  henlhrt  wenlen. 

Fine  Krnmmnngslinie  ist  im  Allgemeinen  keine  chene  Uiirve, 
lind  in  dem  sjieciellen  Falle  seihst,  in  wclehem  sie  ehen  ist,  fällt 
ihre  Fhene  iiieht  nuthwendig  mit  der  eines  llan|itschnittes  in  V 
zusammen,  ohgleichsie  mit  demselhen  die  geineinsrliaftliehc  IIaii|it- 
tangente  hat.  Üer  llaiijitselmilt  ist  normal  zur  Fläehe,  die  Fhene 
der  Krnmmimgslinie  kann  geneigt  gegen  dieseihe  sein. 

Die  Fläehen  , welehe  diirrli  die  Umdreliiiiig'  einer  ebenen 
r.iirve  lim  eine  in  ihrer  Khene  entlialtcne  Axe  entstehen,  hieten 
eine  gute  Frläuteriing  verseliiedener  hier  einsrlilagender  Umstände 
dar.  In  jedem  l'unkte  einer  solchen  Fläche  fällt  die  eine  Krüin- 
mimgslinie  mit  dem  durch  ihn  und  die  Axe  gehenden  ehenen 
Sehiiitt  oder  mit  der  ents|)reehendcn  Uage  der  erzeugenden  Unrve 
zusammen. 

Alle  Normalen  dieser  Ciirvc  sind  auch  Normalen  der  Fläehe 
lind  dnrehselnieiilen  sich.  Der  enls]ireeheiide  llaii|itkrrnnnnnigs- 
radiiis  ist  aiirh  der  Krnmnnmgsradius  dieses  ehenen  Selniitles. 
Die  andere  durch  P gehende  Kriimmiingslinie  ist  der  Kreis, 
welchen  die  durch  ihn  normal  zur  Axe  gelegte  Fhene  mit  der 
Fläche  hestinnnt;  denn  die  Nurnialen  der  Fläche  in  allen  Puiikteii 
dieses  Schnittes  diirchsehneiden  die  Axe  derselben  und  daher 
sich  seihst  in  dem  nämlichen  l’unkte;  sein  Abstand  von  den  l’iiiik- 
ten  der  Peripherie,  insbesondere  von  dem  Punkte  P,  ist  der  zweite 
llaiiptkriimmiingsradins  der  Fläehe.  Der  durch  P gehende  Meri- 
dian ist  ein  llaiiplschnilt  der  Fläche,  weil  er  die  Normale  der- 
selben enthält  und  eine  Krümmiingslinie  herrdirt;  der  zur  Axe 
normale  Schnitt  (der  Parallelkreis)  ist  kein  llauptsrlinitt , weil  er 
die  Normale  der  Fläche  nicht  enthält;  vielmehr  ist  der  zweite 
llaii|)tschnitt  der  durch  diese  Normale  und  die  demselhen  Kreise 
in  P eiitsprerhende  Tangente  hestinimte  ebene  Sehiiitt  der  Flärche. 

Gleichzeilig  erläutert  dieses  Iteispiid  das  Theorem  von  Meii- 


51 


liier;  denn  der  Radius  des  durrli  gellenden  Kreises,  d.  i.  eines 
schieren  Sciinitles  der  l‘'läclie,  ist  die  l'rojeclioii  des  zwischen 
dem  Punkte  /'  und  der  A\e  enthaltenen  Stückes  der  Nurinale 
auf  seine  Kliene,  eines  Stnrkes,  von  welelieni  wir  so  eben  he- 
w'ieseii  hahen,  dass  es  der  Krünimniigsradius  des  entspreclieiiden 
Normalsrlinittes  ist. 

45.  Ks  ist  ini  Art.  38  hewiesen  worden,  dass  die  Ricli- 
liingscosinns  der  Tangente  eines  Haii|it.s(:lnnltes  der  Fläche  die 
Relation 

(i/j  ros  y — f/j  ros  ß)  (J7||  cos  « cos  /I  -f"  t) 

-f-  (T3  cos  a — 1/,  cos  y)  cos  « -j-  cos  ß “h  F,.,  cos  y) 

4-  (t'i  cos  ß — i/j  cos  «)  (1/|3  ros  ci  U^3  cos  ß -}-  vosy)=() 
errrdleii.  Nun  ist  die  Tangente  des  llan|itschinttes  auch  die 
Tangente  der  Krnmimingslinie.  Ist  tls  das  Rogeneleinent  einer 
Curve,  und  hezeichnen  tlx,  dy,  dz  die  l'idjectioiien  desselhen  auf 
die  Axen,  so  sind  die  rosinns  der  von  ds  mit  den  Axeii  gehil- 

deten  Winkel  zu  — respective  proportional.  Ihe  DilTeren- 

lialgleichiing  der  Krniiimnngslinie  wird  daher  erhalten,  indem 
mau  dx,  dy,  dz  für  cos  a,  cos  ß,  cos  y in  die  vorhergehende 
Formel  substituiert. 

niese  Gleichung  kann  direct  auch  folgendermassen  abgeleitet 
werden.'')  Sind  u,  ß.  y die  ('.oordinaten  eines  zweien  auf  einan- 
der folgenden  Normalen  gemeinschaftlichen  Punktes,  so  folgt  aus 
den  Gleichungen  der  Normale  für  x,  y,  z als  die  Goordinaten 
ihres  Fnsspuiiktes  in  der  Fläche  die  Relation 

o—  X ? — y y — - 

t\  V,  V, 

und,  wenn  wir  den  genieinschaftlichen  Werth  dieser  Rrüche  durch 
i bezeichnen, 

a = X ß = y -|-  y ==  I + f/,9. 

Wenn  aber  die  zweite  Nurinale  die  Fläche  in  dein  Punkte 
X dx,  y -f-  dy,  i -f-  durchschneidet,  so  erhalten  wir,  in- 
dem wir  ansdrücken,  dass  a,  ß,  y den  Gleichungen  der  zweiten 
Normale  genügen,  dieselben  Resultate,  als  wenn  wir  die  vorigen 
Gleichungen  dilferentieren,  indem  wir  a,  ß,  y als  constanl  lie- 
trachleii,  d.  i. 

nx  4-  U,di  + 6dU,  = 0,  dy  +.  U-^di  4~  6d  U.^  = 0, 
dz  + U^d6  + idU3  = 0. 

4» 
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dx 

. dy. 

dz 

V, 

. V,  . 

V, 

= 0. 

dU^ 

. dU^, 

dlh  \ 

Dmii  ninii  lial 

f/y,  = V^^  (Ix  -f-  Uf^dy  -f* 

dU^  = + U„dy  -t-  V..:,\dz. 

dll,  = V,:,dx  + + Ul^dz. 

ßi’isp.  Mim  oiilwirkiv  ilic  DilTeronlialgleidiiing  der  Knliiimiiiigslinii'n 
(los  Kllipsoiils 

„j  -j 

4-  J-  - = 1 

„t  T 


Man  lial  U^ 


dU, 


U; 


{/,  = 


fix 


dV,=  ^«. 


dV^ 


dl 


und  erhält  durch  Suhslilulion  m die  vurige  Ijleichiing  und  Entwickelung 
(6*  — c^xdydi  -f-  (c^  — <t‘)ydz  dx  -f-  («^  — l/‘^)zdxdy  — 0. 

Ila  wir  wissen,  dass  die  Krüumiungslinien  des  Ellipsuids  die  llurch- 
schnittslinien  desselhen  mit  einem  System  cunccntrischer  Flächen  zweiten 
(irades  sind  (Hand  I,  Art.  2O0),  so  können  wir  für  das  Integral  dicscr 
(ücichung  die  Form  .-fx^  -|"  “I"  = 0 voraussetzen  und  die 

konstanten  durch  Siihstitutiun  hcslimmen. 

Wenn  wir  die  Form  des  Integrals  nicht  als  hekannt  voraussetzen, 
so  können  wir  z und  dz  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Fläche  eliminieren 
und  so  eine  llin'erentialgleichung  mit  zwei  Veränderlichen  bilden,  welche 
die  Gleichung  der  l*rojcction  der  Krümmungslinien  auf  die  Ehene  iler  xy 

ist.  8o  erhallen  wir  nach  Multipliaition  mit  und  Reduction  durch 
die  Gleichung  des  Ellipsoids  und  ihr  llinerential 


'(ö=- 


c*)  xdy  + (c'  — «’)  ydx} 


= {a-^  — t*)  j 1 


Axy 


"•  (A*  — c»)  _ 
*»(«•  — c»)  “ 

(2)’+ 


,7.j 

n»  («»  — i») 


= B 


du 


d.  i.  für 


- r>H  - 

eine  (ili'idiiiiig,  ilereii  Irilrgial  isl  '*) 

X*  »/*  1 

A’  HC~  A V 

Die  Krüiiiiuiiiig.sliiiivii  wurilun  soiiiit  auf  die  Ilaii|itdii'iie  in  eiiu- 
von  KcgvIsdiiiiUcti  projicicrl,  dcreti  Axen  a,  0'  diirdi  die  lldalioti 

n«  (««  — /,')  ■“  (*»  — «»)  ~ ^ 

verlMiriileii  sind.  Man  erkennt  Icidit,  ilass  dies  mit  dem  in  ltd.  I,  Art.  20G 
gegebenen  Aliriss  der  Tlieorie  der  Kriinimungslinicn  nliereinstiiiimt. 

4G.  Das  Tlieoreni,  iiaeli  weldieiii  conrucalu  Flächen  zweiten 
('■raiies  sicii  in  Krnnnnnngslinien  tlnrclisclineidun,  ist  ein  speciel- 
ler  Kall  des  Theorems  von  lln  pi  n,'")  welches  wir  so  ansdrheken: 
Wenn  drei  Flächen  sich  in  einem  Pniikle  rechtwinklig 
durchsclineiden,  tind  wenn  jedes  l’aar  derselhen  sich 
auch  in  dem  nächst  Tu  lg  enden  gemeinschartlichen 
Punkte  rechtwinklig  schneidet,  so  sind  die  Itichtnn- 
gen  der  Durc'h.schiiitte  die  liiehtnngen  der  kriiminnngs- 
linien  in  jeder  d ersel  hcn. 

Wir  denken  den  allen  drei  Flächen  gemeiiischarilicheii  Punkt 
als  Anfang  der  Coordiiiateii  und  die  drei  reclangniären  Tangen- 
teneheneii  als  Coordinatenebenen,  so  dass  die  Cileichnngeii  der 
Flächen  von  der  Form 

X -j-  ay^  -|-  2h;/z  -f-  "f“  2dzx  etc.  = 0. 

1/  -|-  fi'z^  -|-  'Ib'zx  -j-  c’a:'  '2tt xy  -j-  etc.  = 0, 

: -j-  n'x'^  2h"xy  -j-  c'tß  -j-  2il"yz  -j-  etc.  = O 
sind.  In  einem  nächstfolgenden  den  ersten  heiden  Flächen  ge- 
meinschafllichen  Punkte  hat  man  x = 0,  y = 0,  z = z',  wo  z' 
nothwendig  sehr  klein  ist;  die  nächstfolgenden  Taiigentenehcnen 
sind  daher 

(1  2 rf X -f-  2bz'y  -f"  2>;z'z  = 0, 

2b'z'x  -f-  (1  2d'z')  y -(-  2«'i'z  = 0, 

lind  man  erhält 

A + A'  = 0 

als  die  Bedingung,  unter  welcher  dieselben  rechtwinklig  zn  ein- 
ander sind,  indem  man  mir  diejenigen  (ilieder  herücksichligt, 
welche  die  kleine  (Irösse  z'  ini  ersten  Grade  enthalten. 

ln  gleicher  Weise  müssen,  damit  die  andern  Paare  von 
Flächen  sich  in  einem  folgenden  Punkte  rechtwinklig  durchschnei- 
den,  die  Bedingungen 
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//  + h"  = 0.  //  + 6 = 0 

t-rfiilll  sein,  (I.  i.  man  muss  mir  gicicli/eitigcii  Redilwinkljukcil 
aller  drei  Flärlieti|iaare  6 = <i'  = b"  — 0 Italien,  [lann  aber 
zeigt  die  Knrin  der  rileiehungen,  das.s  die  Axeii  der  Cnnrdinali  n 
die  Itirlitungen  der  Kruminnngsliiiien  in  jeder  viin  ihnen  sind. 
Man  erhält  also  die  von  Uu|iiii  gegebene  Form  des  Tbeorcuis: 
Wenn  in  drei  Syslcmen  von  Flächen  jede  Fläche  des 
einen  Systems  von  allen  Flächen  der  beiden  anderen 
Systeme  rechtwinklig  d nrchsr  bnilten  wird,  so  ist  die 
llii  rchschnitlslinie  irgend  zweier  F'lächen  derselben, 
welche  verschiedenen  Systemen  angchören,  in  jeder 
Von  ihnen  eine  Krnmmungslinie.  Lienn  in  jedem  ihrer 
l’nnkte  ist  es  nach  der  Voraussetzung  möglich,  eine  dritte  Fläche 
anzngeheii,  welche  die  beiden  ersten  rechtwinklig  diirchsehneidet. 

47.  Wenn  zwei  Flächen  sich  rechtwinklig  dnreh- 
schneideii,*)  so  ist  ihre  Durchnittsciir  vc,  wenn  sie 
eine  krnmmungslinie  der  einen  ist,  zugleich  auch  eine 
k riimmungslinie  der  anderen. 

Indem  wir  den  Coordinatenanrangs|iunkt  als  einen  l’iiukt  der 
Diirchsehnittscurve  wählen,  erhalten  wir  als  die  Bedingung  des 
rechtwinkligen  Durchschnitts  auf  dem  Wege  des  letzten  Art. 
b -|-  b'  = 0,  d.  i.  wenn  6 ==  0,  auch  //  = 0. 

Oder;  Da  die  Richtungscosinus  der  Tangentenehenen  der 
beiden  Flächen  zu  U^,  Uj,  f/.,  proportional  sind, 

so  sind  die  RirhUnigscosinus  ihrer  Durchschnittslinie  propor- 
tional zn 

f/j  fTj  — U\  ü,,  Ü3  U\  — U\  U,.  fl,  f/'j  - V\  Uj-, 
und  damit  die  so  hezeicimete  Richtung  die  Richtung  einer  kriiiii- 
mungslinie  der  ersten  Fläche  sei,  muss  nach  Art.  45  die  Re- 
diiigimg 

f/j  ü;,  U\  — V\  V,.  {!,  U\  — V\  Vj  i 

V,  , Uj  , f/,  j = 0 

<IV,  , ■ dV\  , (lu,  j 

oder 

{U,V,  + U,U\  -f  UjV,)  {U,dU,  -f  IL^dU,  + ü,dU^] 

- (£?,’  + V + t/3^)  + ü\dV,  + f/-.,rff/3)  = 0 

*)  Der  Satz  gilt  auch,  wenn  sic  sich  überhaupt  unter  einem  con- 
stanten  Wiukcl  durchschucidcD. 
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erfüllt  sein.  Sind  lieide  Fläclien  reditwinklig  zu  einaniler,  so  ist 
Ui  Vi  + Ui  U'i  + U'i  = 0. 
lind  die  vorige  Ucdingiiiig  rediicierl  sich  auf 

U'^(IU^  + IfidUi  + U'idUj  = 0; 

* Mir  fidgern  ans  lieiden  (ilciclinngen  die  drille 

f/'i  <IV*  ^ “I“  L^d  U 2 “f"  3 = 0, 

«velciie  ziigleicli  die  licdingiiiig  ist,  unter  der  die  Diirdisclinills- 
ciirve  auch  eine  Krüiiiniiingslinic  der  /.«eilen  Flärlie  ist. 

48.  Eine  Krüinmiingslinie  hat  nach  der  ndinition  den  «eseiit- 
lidien  Cliaracler,  dass  die  Nornialeii  der  Fläche  in  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  i'iiiilUen  von  ihr  sich  diirdisdineiden.  Die  durch 
alle  N u r III  a I e II  der  Fläche  längs  einer  K r n in  in  ii  n g s 1 i ii  i e 
gehildcle  Fläche  ist  somit  eine  abwickelbare  Fläche 
(Ainiicrk.  des  Art.  109  im  1.  Bande),  denn  je  zwei  auf  einander 
folgende  gerade  Erzeugende  derselheii  schneiden  sich.  Diese  ab- 
wickelbare Fläche  schneidet  natririidi  die  gegebene  Flädie  imler 
rechten  Winkeln. 

Der  Ort  derjenigen  Funkte,  in  welchen  zwei  auf  einander 
* folgende  Eraengende  dieser  Flädie  sich  schneiden,  ist  eine  Curve, 
welche  wir  als  die  Eiis|iidal-  oder  Iliickkehrkaiite  der 
devclopiiabeln  Fläche  bezeichnen,  und  deren  Eigcnschaflen  im 
nächsten  Ka|iild  weiter  helraditel  werden  sollen.  Jede  Erzeugende 
ist  eine  Tangente  dieser  Curve,  weil  sie  zwei  auf  einander  folgende 
Funkle  derselben  mit  einander  vcrhiiidel,  nändidi  die  1‘imkle, 
in  denen  sie  seihst  die  vorhergehende  und  nädislfolgemle  Er- 
zeugende diircbschneidet.  (Vergl  Band  I,  Art.  119.) 

Denken  wir  mm  die  Normale  in  irgend  einem  Funkte  M der 
Flädie,  so  gehen  durch  diesen  zwei  Krnmnnnigslinieii  etc., 

M iV  J' i/  etc.,  lind  sind  diu  Diirdisdniills|iuiikte  der  auf  einan- 
der folgenden  Normalen  in  J/,  N.  P,  Q,  etc.  C,  I>,  E,  etc.  und 
die  der  Normalen  in  M,  N“,  P',  £/,  etc.  C',  D',  A',  etc.,  so  ist 
die  Curve  CDE  etc.  die  Ciispidalkante  der  Abwickelimgsnädie, 
welche  von  den  der  Krrinimimgslinie  flINPQ  etc.  enisprediciiden 
Normalen  gebildet  wird,  und  ebenso  C D'  Ii  etc.  die  Cnspiihd- 
kante  der  Abwirkehmgsilädic  der  Normalen  von  MÜP'Q'  etc. 
Die  Normale  in  M berührt  nach  dem  Vorigen  die.se  (iurven  in 
den  Funkten  C,  C rcspective,  welche  die  beiden  dem  Funkte  M 
entsprechenden  Krümmiiiigsceiitra  sind 
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Wir  IiaIk-ii  soiiiil  l><'\\it!.scii,  was  l>if  Kiispidulkaiile 

der  diirrli  ilie  Mormuluii  einer  Fläche  in  den  l‘ linkten 
einer  K r i'i  in  in  n n;;!il  i ni  e er/.eiigtcn  AIim  ickeluiig»riäclie 
ist  der  Ort  des  einen  Systems  der  K r ii  in  m n n gsc  e n tr  a, 

IM- 1 che  allen  l'nnkten  dieser  Linie  aiigehüren.  , 

4SI.  Die  Vereinigung  der  krinniiiiingscenlra  C,  C aller  Diinkte 
einer  Fläche  ist  eine  Fläche  von  zwei  Mänteln,  welche  man  die 
Fläche  der  Ceiitra  der  ge  ge  he  neu  Fläche  iiennl.  (Siehe 
l!d.  I.  Art.  208.)  Ilie  (airve  CDK  etc.  liegt  auf  dem  einen,  die  t'.urve 
//  K'  etc.  anl'  dem  anderen  Mantel  ilerselhen.  Jede  Normale 
der  gegeheneii  Fläche  herrihrt  heide  Mäntel  ilerselhen;  denn  es 
ist  hewiesen,  dass  sie  die  auf  ihnen  respcctive  gelegenen  täirven 
V D E etc.,  C Iß  tj  etc.  herfihrt.  Wenn  aber  von  einem  nicht  in 
der  Fläche  gelegenen  Dunkle  zwei  auf  einander  folgende  Tangen- 
ten ilerselhen  ausgehen,  so  ist  ihre  Khene  eine  Tangentenebene 
der  Fläehe,  «eil  sic  den  dem  Dunkle  entsprechenden  Tangenten- 
kegel heriihrt.  Wenn  dagegen  zwei  auf  einander  folgende  Tan- 
genten sich  in  der  Fläehe  seihst  durch.schneiden,  so  ist  ihre 
Ebene  nicht  allgemein  eine  Tangentenebene  der  Fläclie,  weil 
jeder  ebene  Schnitt  der  Fläche  in  seinen  Tangenten  in  zwei  auf 
einander  folgenden  Diinkten  zwei  gerade  lanien  dieser  Art  he- 
sliinmt,  welche  doch  in  seiner  d.  i.  in  einer  die  Fläche  schnei- 
denden Ebene  liegen. 

Itetrachlen  wir  nun  die  zwei  auf  einander  folgenden  Norma- 
len in  den  Dnnkten  M,  ,V  der  Fläche,  so  sind  sic  heide  Tangen- 
ten beider  .Mäntel  der  Fläche  der  Cenira.  Lnid  da  der  Dunkt  C, 
in  «elchem  sie  sicli  durrhsrhneiden,  dem  ersten  Mantel,  aber  im 
Allgemeinen  nicht  zugleich  dem  zweiten  Mantel  angehört,  so  ist 
die  Ebene  beider  Normalen  eine  Tangentenebene  des  zweiten 
Mantels  der  Fläche  der  t'.entra. 

Ebenso  ist  die  Flbene  der  Nnrnialen  in  den  Dunklen  M,  N' 
die  Tangentetiehene  des  ersten  Mantels  der  Fläche  der  Cenira ; 
und  auf  Grund  der  Keehtwinkligkeit  der  beiden  durch  den  Dunkt 
.V  gehenden  Krhnimiingsliinen  ergieht  sich , dass  diese  heiden 
Ebenen  rechtwinklig  zu  einander  sind;  d.  i.  die  Tangenten- 
ebenen <ler  Fläche  der  t^entra  in  den  beiden  Dnnkten 
C,  welche  eine  Normale  der  Fläche  mit  ihr  gemein 
hat,  schneiden  einander  rechtwinklig.  I 

i)0.  Für  jeden  Kreispunkt  der  ursprünglichen  Fläche  haben 
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<lie  hiidcn  Mäiitcl  der  l''läilie  der  (ii'iilra  einen  genieiiiseliartlieFien 
1‘unkl,  oder  in  anderen  Worten,  hat  die  Fläche  der  Centra  einen 
Doppelpunkt;  und  »enn  die  (Iriginallläche  eineFinie  sphä- 
rischer K r'ü in  III II  n ;;  hat,  so  hesitzt  die  Fläche  der  Centra  eine 
Doppeln  nie,  die  derselhen  entspricht;  ihre  heiilen  Mäntel  schnei- 
den einander  län;;s  derselhen  iiherall  rechlninklig. 

Diess  ist  aber  nicht  der  einzige  Fall,  in  nelcheni  die  Fläche 
der’  Centra  eine  Dupjiellinie  hat.  Ein  Doppelpunkt  in  dieser  Fläche 
entsteht  nicht  nur  durch  das  Znsaniiiienralleii  der  heiden  ('.entra, 
welche  zu  derselhen  ^orluale  gehören , sondern  auch  dann,  wenn 
zwei  verschiedene  Normalen  sich  in  einem  Funkte  .schneiden, 
der  Tür  jede  von  ihnen  ein  Oentrum  ist.  Wir  sahen  in  .\rt.  3D, 
dass  eine  Fläche  n‘"  Ordnung  gewöhnlich  eine  hestimmte  Anzahl 
von  Kreispuiikten  und  daher  im  Allgemeinen  nicht  eine  Linie 
sphärischer  Kröniinnng  hat.  Eine  Doppellinie  der  ersten  Art  ist 
daher  nicht  unter  den  gewöhnlichen  Sitignlariläten  der  Fläche 
der  Centra.  Aber  diese  Fläche  wird  im  Allgemeinen  eine  Doppel- 
linie der  zweiten  Art  enthalten.  Durch  jeden  Funkt  gehen  ja  ver- 
sc.hiedetie  Normalen  der  Fläche.  — an  eine  Fläche,  n*®'  Ordnung 
allgemein  «(»’ — « -|- l)  hekanntlich *“)  — , und  jeder  Funkt  in 
der  Fläche  der  Centra  ist  ein  Krümmungscentruin  für  eine  solche 
Normale,  es  wird  also  einen  Ort  von  Funkten  auf  dieser  Fläche 
geben,  von  denen  jeder  ein  Centrnm  der  Krümmung  für  zwei 
Normalen  ist,  niid  es  werden  überdiess  eine  begrenzte  Anzahl  von 
Funkten  in  ihr  auftreten,  von  denen  jeder  ein  Krümmnngscen- 
Irnni  für  drei  Normalen  ist,”) 

51.  Es  erscheint  angemessen,  an  dieser  Stelle  zu  erklären, 
was  unter  einer  geodätischen  Linie  einer  Fläche  verstanden 
wird,  und  die  Fundamentaleigenschart  solcher  Linien  auzugehen, 
nach  welcher  die  osculierende  Ebene  der.selhen  in  jedem  ihrer 
Funkte  eine  Normalebene  der  Fläche  ist.  (Band  I.  Art.  HD.) 

Eine  geodätische  l.inie  ist  die  Form,  welche  i'in  zwischen 
zwei  Funkten  der  Fläche  in  ihr  und  über  sie  hin  ausgespannter 
Faden  annimmt,  sie  ist  daher  gewöhiiliih  die  kürzeste  Linie  in 
der  Fläche,  welche  zwischen  den  beiden  gewählten  l‘nnklen  ge- 
zogen werden  kann.  Da  mm  die  llesnltante  der  Spannungen, 
welche  längs'  zweien  auf  einatider  folgenden  Elementen  der  durch 
den  Draht  gebildeten  Curvc  slattlindeu , in  der  Ebene  dieser  Ele- 
mente liegt  und  die  Normale  der  Fläche  .sein  muss,  uni  von  dem 
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WidiTslaiul  derselben  aurgeliobcn  zu  »erden,  su  entliäll  die 
Kltciie  /.  weicr  a ii  I'  einander  fulgender  Kl  eine  ule  der 
geodätischen  l,iiiie  die  .Norinule  der  Fläche  in  ihrem 
g c m e i n sc li  a fl I i c h e II  Punkte.*) 

Das  ^älnlirlle  kann  auch  gcoinetriscli  leicht  heuiesen  »irden; 
denn  zuerst,  wenn  zwei  Punkte  A,  C in  verschiedenen  Kheiieii 
mit  einem  Punkte  D der  Durrhschuittslinie  dieser  Kbeue  vcrlnm- 
deii  werden,  so  ist  die  Sumine  von  AD  und  BC  kleiner  als  die 
Summe  jeder  anderen  AB'  B'C,  wenn  AB  und  BC  gleiche 
Winkel  mit  der  Dnrchsclinittslinic  TT'  einschliessen;  denn  wenn 
die  eine  Ebene  nm  diese  Letztere  bis  zum  Zusanimenrallen  mit 
der  andern  gedreht  wird,  so  fallen  AB  und  BC  in  eine  gerade 
Linie  wegen  der  voraiisge.setztcii  Gleichheit  der  Winkel  TBA  und 
TBC,  und  die  Gerade  AC  ist  die  kürzeste  Linie,  durch  welche 
die  Punkte  A und  C verhunden  werden  künnen.  Sind  demnach 
AB  und  BC  auf  einander  folgende  Elemente  einer  auf  der  Fläche 
verzeichncten  Gurve,  so  ist  diese  Gurve  die  kürzeste  Linie  zwischen 
A lind  C,  wenn  AB  und  BC  mit  BT,  der  Dureh.selinillslinie  der 
Tangeiiteuchencn  in  A und  C,  gleiche  Winkel  bilden.  Somit  sind 
AB  oder  .seine  Verlängerung  und  BC  auf  einander  folgende  Kanten 
eines  geraden  Kegels,  welcher  die  Linie  BT  zur  .\xe  hat;  ihre 
Ebene  ABC  ist  eine  Tangentciiehene  des  Kegels  uinl  als  solche 
normal  zu  der  Ehene,  welche  die  .\xe  und  die  iierührungskaiite 
enthält;  d.  i.  die  Ehene  ABC,  die  osculierende  Ehene  der  geodä- 
tischen Linie,  ist  normal  zur  Ebene  ABT,  der  Taiigeiiteiieheiie 
in  A,  so  dass  das  Tlieorem  dieses  Artikels  bewiesen  ist. 

llertrand  hat  heinerkt,  dass  diese  Fniidamentaleigeiischalt 

*)  Ich  hin  in  diesetu  Beweise  Monge  gefolgt,  du  die  bei  iliui  aii- 
gewundten  meclmnisehcn  Grmidsl'ttze  so  einfach  sind,  d;i&g  es  iieduntiscli 
erschiene,  ihre  Benutzung  zu  Iieanstanden.  Für  diejenigen,  die  einen 
rein  geometrischen  Beweis  vorziehen,  wird  die  Fortsetzung  iiu  Texte 
genügen.  Für  die  mit  der  Theorie  der  Muxima  und  Minima  vertrauten 
Leser  bedarf  es  kaum  der  Ivrwuhnung,  dass  die  geodätische  Linie  nicht 
nothweiidig  die  kürzeste  Linie  sein  muss,  die  auf  der  Fläche  zwischen 
den  beiden  runkton  gezogen  werden  kann;  beide  Tlieile  des  grössten 
Kreises,  der  durch  zwei  riiiiktc  einer  Kugel  bestinimt  ist,  sind  geodä- 
tisch, aber  nur  der  unter  180"  bleibende  ist  eine  kürzeste  Linie.  Die 
geodätische  Linie  ist  aber  zugleich  die  kürzeste,  wenn  die  beiden 
Punkte  hinreichend  nahe  gelegen  sind.  » 
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der  gcodälisrheii  Linie  aus  Meuiiicr’s  Theorem  folgt.  (Siehe 
Art.  32.)  Denn  es  ist  ulfcnhar,  dass  i'fir  einen  unendlicli  kleinen 
Bogen  der  gegebenen  Sehne  der  lleherschnss  seiner  l.änge  über 
die  der  Sehne  nin  so  kleiner  wird,  je  grösser  der  Krümmungs- 
radins  ist;  der  kürzeste  Bogen  zwisehen  z»ci  unendlich  nahen 
l'nnkten  A,  B einer  Klädie  ist  somit  der,  weicher  den  grü.ssten 
Krümmungsradius  hat,  und  wir  haben  gesehen,  dass  diese  Eigcn- 
schalt  dem  entspreehenden  Normalschnitt  zukomml. 

52.  Indetn  ich  nnn  zur  Fläche  der  Centra  zurückkehre,  sage 
ich,  dass  die  (iurvc  CDE  (Art.  49),  der  Ort  der  Burch- 
schniltspnnkte  enlsprechcndei'  Normalen  längs  einer 
Krümmungslinie,  eine  geodätische  Linie  für  den  Man- 
tel der  Fläche  der  C.enlra  ist,  welchem  sic  angchört. 

Denn  wir  sahen  (Art.  49),  da.ss  die  f^benc  zweier  auf  ein- 
ander folgender  Normalen  der  Fläche,  d.  i.  zugleich  die  Khene 
zweier  auf  einander  folgender  Tangenten  dieser  Cnrve,  eine  Tan- 
gentenebene  des  zweiten  Mantels  der  Fläche  der  Centra  und  nor- 
mal zur  Tangentenebene  des  Punktes  C für  den  Mantel  der  Fläche 
ist,  auf  welchem  C liegt.  Da  sonach  die  osculierendc  lidjene  der 
Cnrve  CDE  stets  normal  zur  Fläche  der  Centra  ist,  so  ist  die 
Curve  eine  geodätische  Linie  dieser  Fläche. 

53.  Wir  haben  die  auf  die  Theorie  der  Krümnmngslinien  he- 
züglichen  Clcichiingen  unter  der  Voraussetzung  gegeben,  dass  die 
Cleichung  dei'  Fläche  in  der  gewöhnlichen  Form  <l>  {x,  y,  z)  = 
bekannt  sei.  Itainit  jedoch  der  I.eser  hier  auch  die  sonst  üblichen 
Formeln  vereinigt  linde,  scbliessen  wii' diess  Kapitel  mit  der  Dar- 
stellung der  llauptgleichungen  in  der  durch  Monge  gegebenen 
und  durch  die  meisten  nachlülgenden  Schriftsteller  heibehaltenen 
Form , welche  sich  auf  die  Cleichung  : = <{>  (a;,  y]  als  allgemeine 
Form  der  Cleichung  der  Fläche  bezieht.  Wir  gebrauchen  die  ge- 
wöhnlichen Bezeichnungen 


— pAx  -|-  f/ily,  d/i  — rdx  -f-  sdy,  dq  = sdx  tdy\ 


und  könnten  die  Besullale,  welche  dieser  Form  entsprechen,  ans 
den  früher  gefundenen  ahleiten,  weil  U = 0 {x,  y)~  t = 0 


tW  ^ <W 
dx  dy 


>D 


1 


giebt  mit  entsprechenden  Ausdrücken  für  die  zweiten  Diflerential- 
quotienten.  Wir  ziehen  es  vor,  die  bezüglichen  Untersuchungen 
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in  (Ut  vorämlerlen  [•'onn  zu  wiedprliolcii.  Üit:  Gleicliuiii,'  iler 
Tangpiilciidjfiic  ist 

I — (.r  — x]  q {y  — y'], 

iiml  (lit!  (ilpicimngfti  dor  Nuniialu  sind 

(x  — x')  4-  />  (c  — z]  = 0.  (y  — y)  + y (j  — z)  = t). 

Ist  somit  («,  ß,  y)  ein  l'niikl  der  Nonnale  und  (x,  y,  z)  der 
Knsspnnkl  dersplbon  in  der  Fläciic,  so  hat  man 

(“  — •>')  + }>ir  — ~)  = 0.  {ß  ~ !/)  + </{r~  ^)  = 

lind  uenn  a,  ß,  y amli  den  (jlcieliungen  eitler  zweiten  ^or- 
niale  gelingen,  so  iniisseii  die  Din'ereiilialc  dieser  (jleieliniigeii 
vei'srliwiiidan , d.  Ii. 


ilx  /»/z  = (y  — z)  dp , dy  qdz  = {y  — i)  dq ; 
daraus  eiilsjiringl  durrli  Kliniination  von  (y  — :)  die  liedingungs- 
gleidiiing 

[dx  ixh)  dq  = [dy  + qdz)  dp. 

Itiirrli  Snhslitnlion  der  l'iir  dz,  dp,  dq  gegeheneii  Weiilie 
und  naeliinalige  Ordnung  erhält  man  dann 

2!  {(1  + y*)  s - pql]  +2{i^+  - (1  + />’) 

— {(1  + /'’)  * — M''}  ==  0. 


Diese  lileieliimg  hestininit  die  Drojeelioiieii  der  heiden  Itidi- 
Iniigeii,  in  denen  die  näelisiroigenden  I’nnkte  liegen,  deren  ISor- 
malen  die  gegehene  Normale  dnrdisdmeideii,  aiil'  die  Ebene  xy. 

Für  a = ß = 0,  p = q = 0,  d.  h.  die  Normale  als  Axe 
der  z ist 


dy' 

dx' 


0 


s = O; 


das  I’rodnet  der  Wurzeln  dieser  (sleiditing  ist  — 1,  d.  h.  die 
durch  einen  l’mikt  gehenden  Krümimiugslinien  sdineideii  sich 
rechtwinklig. 

54.  Wir  können  ans  den  rileidiungeii  des  vorigen  Art.  auch 
die  Längen  der  llan|>tkrümmnngsradicn  heslimnien.  Die 
(ileicimngen 

dx  4"  pdz  ==  fy  — z)  dp,  dy  4~  qdz  = (y  — z)  dq 
gehen  nach  der  obigen  Transrormation  in 

{ ' 4-  l>‘  — ir  — ')  '•}  + {pq  — — z)  s}  dy  = 0, 

{ 1 + y’  — (y  — 4 '}  ''y  + {v'i  — ‘ 
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über,  1111(1  die  Elimination  von  dxuli/  giebt 
ir  — z]-  {rl  — s^)  — (y— l)  {(1  + <r)r—‘2}Mß  + (1  + '} 

+ (1  + = 0. 

Nnii  ist  (y  — r)  die  Projection  des  Krümmungsradius  aid'  die 
Axe  der  r,  und  da  der  (bisinns  des  von  der  Normale  mit  diesem 

lladius  gebildeten  Winkels  = - i.si,  so  haben  wir 

« = (y  _ l)  j/(l  -f  ;,2  ySj. 

Indem  man  (y  — :)  mit  Hülfe  der  letzten  ('■leirbnng  elimi- 
niert, erhält  man  zur  liestimmung  von  R die  Gleiebnng 

R^  {rt  - «2)  — Ä { (1  + y’)  r — 2;jy.?  -f  ( 1 + 1 -f  />-  + <i‘) 

+ (!  + ;>"  + 'P?  = 0. 

Reisp.  /.  Wenn  man  die  Dedingung  atirsiclll , unter  w'ciclier  diese 
Gleicliimg  glciclie  Wurzeln  von  einerlei  Zeichen  besitzt,  so  erlifdl  man 
die  DiHerenlialgleicliung  der  Fläciie,  für  welche  nherall  die  beiden 
[|au|jtkrnmminigsccntra  zusammen  fallen,  in  der  Form 

/(l  + y’)  r — 2/)z/s  -f  (1-f  — 4 (rl  — s^)  (1-f/j’  -j-  q-)  = 0. 

Man  betrachtet  zuerst  den  Specialfall 

(1  -|-  (/)  s — pqt  = 0,  (1  -j-  />*)  s — pqs  = 0. 

(1  + y^)  r - (1  + p^)  / = 0 

(Jodes  Paar  dieser  (■leichiingen  zieht  die  dritte  nach  sich)  und  findet 
dann  leicht,  dass  der  allgemeine  Fall  nicht  von  ilim  verscliieden  ist. 
Penn  für  die  Substitution 

r (1  + ?’)  - I (1  + P‘‘)  = A-.  * (1  + P'^}  - pqr  = Y 

lindet  man 

, e(l-f  ?*)  — -V  pqr 

i+p.  • * i+p. 

und  somit  dnrcli  Einsetzen  in  die  (ileichnng,  deren  ersten  Tlieil  man 
mit  Y liczcichncn  kann,  nacli  einiger  Ilcdnction 

r (1  + p*)  = A-^  + 4 I-’  -J-  (pA-  -f-  2y  IT, 

so  dass  r = 0 die  Bedingungen  A' = 0,  K = 0 erfordert.  Sclmoht 
man  die  obigen  Kedingungsgleichungen  in  der  Form 

" r X t 

1 -j-  p»  ptj  1 + y’ 

oder 

*tx  * (ly 
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so  tn:in  zu  der  Gleieliung  der  Kugel 

(x  ~ af  4-  (//  — b]-  -f  (r  — r)’  = r-. 

Beisp.  'J.  hmcli  Subsliliilioii  dersellien  Werllic  in  X,  1'  rür  s,  / 
in  die  ullgeineine  lileii'linng  des  Art.  .03  für  die  zwei  sich  in  einem 
l’nnkte  der  Klaelie  .sdineidenden  Krümmnngslinien  erhält  m.in  zwei  stets 
reelle  VVertlie 

,Uj  _ -■V(i4-P*)±^^(i+?d)  { .Y*4-+  J-»+(p.v+a?ö«[  _ 
rf.i-  /(i-f  ;»/-V 

Beisp.  :i.  Nennt  in.nn  ferner  /f,  und  B.^  die  beiden  Wurzeln  der 
die  llanittiMdien  bestimmenden  Gleicbnng,  so  h.tt  inan 

J_  I L -c=  (1  +?*)r  — 2pys,-bd-f  p«)< 

B,  ' B,  , , I 


und  wenn  inan  den  llalbinesser  a einer  Kugel  .so  beslinimt,  dass 


2 

u 


1 

H 


+ 


1 

Br 


ist,  so  lindet  man  durch  ihn  das  (lentrnm  derjenigen  Kugel  gegeben, 
web'lie  die  Kbäclie  oscnlierl  und  mit  ihr  im  lterülirnngs|iniikt  dieselbe 
Krninninng  bat.  Man  hat  diese  die  initiiere  Krnmmnng  der  Fläche 
genannt.  Aebiilicli  ist 

I r / — Ä* 

Beisp.  4.  Kill'  eine  Fläche,  in  der  überall  die  llauplkrüinimings- 
halbniesser  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  gilt  die  Iliirerenlial- 
gleirliiing 

(1  + <i‘)  r — 2pt/s  + (1  -1-  ;i*)  i = 0. 

(Vergl.  Art.  3G  n.  Anm.  11.) 

f)5.  Ans  den  vorigen  Hrgelinisseii  kann  das  Tlienretn  von 
J nach  i in  st  ha  1'^)  abgeleitet  werden,  wornacli,  wenn  eine 
K rü  ni  in  II  ngsl  i n i e ei  n e ebene  (',  iirve  ist,  die  Ebene  der- 
selben und  die  T.angeii  te  nebene  der  Fläche  in  jedem 
ihrer  I’ unkte  einen  con  stau  teil  Wiuk-el  bilden.  * 

Ist  die  Ebene  der  krüiiiimiiigslinie  diirrb  : — 0 dargestellt, 
wird  die  Gleirbinig  des  Art.  f)3 

[tl.r  4-  pdz)  (l</  = (tly  -f-  ydz)  dp 

in  die  eiiilärbere  dxd<i  — dydp  übergefiilirt,  und  da  aiirli 
pdx  -|-  ydy  — 0 ist,  so  bat  man  pdp  -j-  ydy  = 0,  d.  b. 

-f-  V*  = consl., 

oder  das  Quadrat  der  Tangente  des  Winkels,  welrben  die  Tan- 
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gi'ntoiM'hpne  mil  der  FJiciio  der  xi/  marlil,  ist  iinvcrriiidcriieli, 
denn  es  ist  cos  )>  = ——_ — 

Uder  auch  so:  Es  seien  MV  und  M'M'  zwei  auf  einander 
folgende  lind  einander  gleiclie  Elemente  einer  Krnnimiingslinie, 
so  sind  die  auf  einander  folgenden  Normalen  l’erpendikel  zu  die- 
sen Linien  in  ihren  Mitlel|iunkten  J,  J',  und  der  Uiirclisclmilts- 
|innkt  C derselben  ist  von  den  IJnien  MM',  M'M"  gleich  weil 
entfernt.  Wenn  «ir  aber  von  C die  Normale  CO  auf  die  Ebene 
M M'  M"  ffillen,  so  ist  auch  0 gleich  weil  von  diesen  Elementen 
entfernt,  d.  b.  L ('JO  — L CJ'O.  Es  ist  .somit  bewiesen,  dass 
die  Neigung  der  Normale  zur  Ebene  der  Kriimmungslinio  unver- 
ändert bleibt,  wenn  wir  in  dieser  Linie  von  Punkt  zu  Punkt 
nbergeben. 

Ist  allgemeiner  die  Krnmmiingslinie  nicht  eben . so  marben 
wie  vorher  die  Tangentenebenen  durch  MM'  und  M M"  mit  der 
Ebene  M V M"  gleiche  Winkel,  und  der  Winkel,  welche  die 
zweite  Tangentenebene  mit  der  näcbslfolgendeii  osciilierenden 
Ebene  M'M"M"'  bildet,  dilTerierl  von  dem  Winkel,  welchen  sie 
mit  der  ersten  bildet,  um  den  Winkel  der  zwei  osciilierenden 
Ebenen.  So  erhallen  wir  Lancret’s  Theorem:  Längs  einer 
jeden  Krüinmungslinie  ist  die  Variation  in  dem  Win- 
kel zwischen  der  Tan genlenehene  der Eläche und  der 
osciilierenden  Ebene  der  Ciirve  gleich  dem  Winkel 
zwischen  den  beiden  osciilierenden  Ebenen. 

Wenn  beispielsweise  eine  Krüinmungslinie  zu- 
gleich eine  geodätische  ist,  so  muss  sie  eben  sein;  denn 
dann  variiert  der  Winkel  zwischen  der  Tangenten-  und  der  oscii- 
lierenden  Ebene  nicht,  weil  er  .stets  ein  rechter  ist,  und  die  oscii- 
lierende  Ebene  selbst  kann  sninil  auch  nicht  variieren. 

Mit  Hülfe  derselben  Principien  erhalten  wir  einen  einfachen 
Beweis  des  im  Art.  47  gegebenen  Theorems. 

5Ü.  Wir  bestimmen  endlich  noch  nnler  derselben  Voraus- 
setzung über  die  Form  der  ('■leichiing  den  K r ü m in ii  ngsr ad i ns 
eines  N o r m a I s c.  h n i 1 1 e s. 

Weil  das  Krüimniingsrentriim  (nr,  ß,  y)  in  der  Normale  liegt, 
so  ist 

(c  — x)  P iy—z)  = u.  [ß  — y]  -+-</(}’-:)  = 0. 

Itann  ist  die  l.änge  des  gesiirhlen  Badiiis  bestimmt  durch 
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-j.  + (y_.)i  = ir-, 

mul  da  dit>sf  lldatinii  für  dri'i  auf  einander  l'olgende  Piinkle  des 
Sflinittes  "ill,  «eldier  diirdi  den  lielradilelen  Kreis  nsrnlierl 
wird,  sn  gellen  zngleirli  die  beiden  Itelalioiicn 

(n  — 0-)  üjr  -|-  iß  — y)  dy  + (y— i)  dz  = 0. 

{a  — x)  d-x  -|-  {ß—yj  d-y  -\-  (y  — z)  d’z  =dx'  + dt/  dz'. 
Wir  erhalten  also  dnrdi  Combinalion  dieser  letzten  mit  den 
vorigen  rileidiungen 

n — .r ß — y y — z /t  r/.r* -f- rf.v*  + 


Durcli  UilTerenliieren  von  dz  = pdx  -f-  "ird  aber 
d'‘z  — jnfx  — ijiPy  ■=  rdx'^  -j-  2sdxdy  -|-  Idy'^, 


also  fl  = + j/(l  + p’  + y’) 


rf*r*  -j-  rfy*  + (pda:  ^rrf//)* 

rrf.r*  -|-  2 sda:dy  -J-  tdy^ 


IU»r  KrOnmmiij'sradius  eines  SchiiiUes,  dessen  Spur  in  der 
Kliein*  xy  zu  y = mx  parallel  isl.  \vii*d  also 


1 0 + P')  + 2p?m  + (1  + v»)m» 

Die  ßedingnngen  für  die  Existenz  eines  Krcispnnkles  erbäll 
man,  indem  man  ausdrnrkt,  dass  dieser  Wertb  von  m tinabbängig 
sei , welches  fordert 

1+ p'  — p?  = L+e 

r * / ■ 


In  Folge  dessen  wird  die  Glciclning  der  Krnmmtingslinieii 
für  einen  solchen  1‘nnkl  unbestimmt.  (Vcrgl.  Art.  ft4  üeisp.  2 
für  X = Y — 0).  Kür  die  Kugel  isl  jeder  ihrer  Punkte  ein 
Kreispnnkl.  (I)eisp.  1.) 

lieisp.  I.  Bestimme  die  Kreispunkte  der  Flüche 
xyz  = 

lind  zeige,  dass  der  Krümmuiigsrailiiis  des  Normalscliiiitts  in  einem 
solchen  der  KiUferiiimg  dessellien  vom  Anfangspiinkl  der  Coonlinalen 
gleich  isl. 

fleisp.  3.  Man  soll  zeigen,  dass  die  ans  dem  Anfangspunkt  der 
(aiordiiiaten  bescliricheiie  Kugel  vom  llallmicsscr  r die  Fläche 

(')■ + (!)■+ (')■=' 

in  den  Kreispiniklen  herfdiit,  wenn 
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JjL  

n — 2 n — 2 n-2  » — 2 

r — a "f"  ^ 


lind  dass  der  KiöinmiingsradUis  der  Flädic  in  diesen  Punkten  == 
ist. 


fieisp.  3.  Eine  andere  nichliing  der  Unlersiiclinng  kann  auf  die 
Destimninng  des  uscnliercndeii  ltolatiiinsclli|>suids  ausgelien.  wclelics 
irgend  einem  Punkte  der  Flädie  ents|iriclit ; ein  osculicrendes  Hota- 
lioiiscllipsuid  unterliegt  und  entspridil  gerade  sechs  l’edingungen  — 


allgemein  rordcii  eine  Iterülining 


„ter 


Ordnung 


1)  (n  + 2) 
«> 


Ite- 


dingungen.  Die  Mittel  dieser  Untersuchung  sind  ini  Früheren  enthalten. 
Für  die  Fläche 


(t«  — l)  + (f?  l)  = c*  + ^ 

entspricht  dem  Schnittpunkte  der  Axe  der  z ein  clliplisches  Paraho- 
loid , welches  in  seinem  Scheitel  mit  ihr  eine  Ilerührung  dritter  Ord' 
ming  hat. 


^almon,  Anal.  cl.  Ratiin«'».  II.  9.  AiiH 
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II.  Kniiit«'!. 

Oowundeno  Curven  und  abwickelbare  Flächen. 

I.  Abschnitt.  Projectivische  Eigenschaften. 

f>7.  Hs  ward  bereits  in  Itd.  I.  ArL  19,  II  bewiesen,  dass 
zwei  Gleichungen  zwischen  den  Raiiincourdiiiatcn  eine  ('.nrve  ini 
Itannie  repräsentieren;  so  z.  11.  die  Gleichungen  U = 0,  l'  = 0 
die  Durchsclinitlscurve  der  Olicrfläcben  U und  f. 

Tie  Ordnung  einer  Gurve  ini  Kaumc  wird  durch  die  Zahl  von 
Punkten  gemessen,  in  welchen  sie  von  irgend  einer  Ebene  geschnit- 
ten vvinl.  Wenn  U und  V respective  von  den  Graden  m und  n 
sind,  so  werden  die  von  ihnen  repräsentierten  Flächen  von  einer 
beliebigen  Ebene  in  Curven  derselben  Ordnungen  gesdinitten,  welche 
mit  einaniher  mn  Schnittpunkte  bcstiniinen;  die  Curvc  U F ist 
somit  von  der  mn*'"  Ordnung. 

Indem  man  nach  einander  je  eine  der  Veränderlichen  zwi- 
schen den  zwei  gegebenen  Gleiehutigen  eliminiert,  erhält  man 
drei  Gleichungen 

<p  {ij.  z)  = 0,  (r,  a:)  = 0,  x {x,  ij)  = 0, 

welche  die  Gleichungen  der  Projectionen  der  Curvc  auf  die  drei 
Coordiuatenebenen  sind.  Jede  einzelne  der  Gleichungen  reprä- 
sentiert ilen  Cylinder  (Hand  I,  Art.  22),  welcher  durch  die  Curve 
gebt,  und  dessen  Erzeugende,  derjenigen  unter  den  Coordinaten- 
axen  parallel  ist,  welche  nicht  zu  ihrer  Ebene  gelnärl.  Die 
Theorie  der  Elimination  zeigt,  dass  die  Gleichung  qp  {y,  z)  = 0, 
welche  durch  Elimination  von  x zwischen  den  gegebenen  Gleich- 
ungen erhalten  wird,  vom  »in''"  Grade  ist.  Es  ist  aber  auch 
geometrisch  evident,  dass  ein  über  einer  (iurve  «‘‘'Ordnung  stehen- 
der Kegel  oder  Cylinder*)  von  der  Ordnung  ist;  denn  wenn 

•)  Ein  Cylinder  ist  offenbar  der  Grenzfall  eines  Kegels,  dessen 
Spitze  in  unendlicher  Entfernung  gelegen  ist. 
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wir  irgend  eine  Ebene  dnrcli  den  Sclicilel  des  Kegels  oder 
parallel  den  Erzengenden  des  Cylinders  legen,  so  schneidet  dieselbe 
den  Kegel  in  n Linien,  nämlich  den  geraden  Verbindungslinien  des 
Scheitels  mit  den  n Punkten,  in  welchen  sie  die  Curve  schneidet. 

58.  Wenn  umgekehrt  eine  Curv(!  im  Itaumc  gegeben  ist  und 
durch  Gleichungen  repräsentiert  werden  soll,  so  haben  wir  nur 
die  drei  ebenen  Curven  durch  solche  auszudrücken,  welche  die 
Projectionen  der  Curve  auf  die  drei  Coordinatenebenen  sind; 
dann  repräsentieren  irgend  zwei  dieser  Gleichungen 
V (y.  = .0  ^ (r,  a:)  = ,0  % (,x,  y)  = (t 

die  gegebene  Curve.  Sie  bilden  jedoch  gewöhnlich  nicht  das  ein- 
fachste System  von  Gleichungen,  durch  welches  dieselbe  ausdrück- 
bar  ist;  denn  wenn  r die  Ordnung  der  Curve  bezeichnet,  so  ist 
auch  jeder  der  projicierenden  Cylinder  von  der  r*™  Ordnung,  und 
irgend  zwei  derselben  diirchschneiden  sich  daher  in  einer  Curve 
von  der  Ordnung  r-,  d.  h.  nicht  allein  in  der  Curve  Ord- 
nung, welche  sie  bestimmen  sollen,  sondern  ausserdem  noch  in 
einer  fremden  Curve  von  der  Ordnung  (r’ — r).  Und  wenn  wir 
ein  System  von  Gleichungen  verlangen,  welches  nicht  nur  für 
die  Punkte  der  gegebenen  Curve  erfüllt  ist,  sondern  auch  alle 
ihr  nicht  angehörigen  Punkte  ausschliesst,  .so  müssen  wir  das 
System  der  drei  Projectionen  festhalten;  denn  die  Projection  der 
erwähnten  fremden  Curve,  in  welcher  sich  die  beiden  ersten  i>ro- 
jicierenden  Cylinder  unserer  Curve  schneiden,  auf  die  dritte  der 
Coordinatenebenen  wird  von  der  entsprechenden  Projection  der 
gegebenen  Curve  verschieden  sein. 

Es  kann  möglich  sein,  durch  die  Combination  der  Gleich- 
ungen der  drei  Projectionen  zu  zwei  Gleichungen  ü—0,  V=0 
zu  gelangen,  welche  durch  die  Punkte  der  Curve  und  durch  keine 
anderen  Punkte  erfüllt  werden;  aber  es  ist  nicht  im  Allgemeinen 
wahr,  dass  jede  Curve  im  Raum  der  vollständige  Durchschnitt 
zweier  Oberflächen  ist.  Betrachten  wir,  um  das  einfachste  Bei- 
spiel zu  wählen,  zwei  Oberflächen  zweiten  Grades,  welche  eine 
gerade  Linie  gemein  haben,  z.  B.  zwei  Kegel  mit  einer  gemein- 
schaftlichen Erzeugenden.  Der  Durchschnitt  dieser  Flächen,  der 
im  Allgemeinen  von  der  vierten  Ordnung ' ist,  muss  aus  dieser 
gemeinschaftiiehen  geraden  Linie  und  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung bestehen.  Und  da  die  einzigen  ganzen  F'aetoren  von  drei 
die  Drei  und  die  Eins  sind,  so  kann  eine  Curve  dritter  Ord- 

5» 
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iiuiig  mir  (l:inn  der  vollstümligc  Diircli.sclmiu  zwrier  Flädien  sein, 
«emi  die  eine  von  ilinen  eine  Kbene  ist.  Die  von  niis  helracli- 
lele  (inrve  driller  Ordnung  kann  ilagegen  keine  diene  Cnrvc*) 
sein,  weil  snnsl  eine  in  ilirer  Klienc  viillkniliili  gezogene  gerade 
Linie  sic  in  drei  Dunklen  sdinciden  ninssle,  vvälirend  doch  eine 
soll  lie  jede  der  beiden  Oberiläcben  mir  in  zwei  Dunklen  sdinei- 
den.  lind  soinil  anrii  niil  ihrer  Dnrrlidringiingsenrve  iiiebt  drei 
1‘niikte  gemein  liabeii  kann. 

r>D.  Wenn  eine  Liirve  der  vollsländige  oder  llieil- 
weisc  Dnrcliscbnill  zweier  Kläciien  C,  / ist,  so  ist  die 
Tangente  dieser  Liirve  in  einem  ilircr  Dunkle  die 
Dnrcliscbnillslinie  der  Tangentenebenen  beider  Flä- 
elieii  in  d c inse I ben  D n ii k le  und  somit  dnrdi  die  Oleidiimgen 

^ f V + y + »•  Vf  = 0, 

ir  r,'  -f-  1/  l Y -f  r D.J  -|-  f 

re|iräseiilierl.  Die  Itirlilniigscosinns  der  Tangente  sind  den  riiTisseii 

iK,  r;  — / f/^,  t v;  — v-i  ?/,,  i\  6V  — f V 

proportional. 

Kill  .\nsnabmerall  trilt  ein,  wenn  die  beiden  Flächen  sich 
berübreii;  in  diesem  F'alle  ist  der  lierrilirnngspnnkt  ein  DoppeJ- 
puiikl  in  der  Dnrrlidringnngscurve,  wie  diess  Alles  in  Dd.  I Art. 
128  auseinander  gesetzt  wurden  ist. 

Als  ein  speeieller  Fall  des  Vorigen  ergiebt  sieb,  dass  die 
Dro  jee  tio  ii  d er  T a n gen  le  ei  ii  e r Ln  r v e d i e e n 1 spr  ec  li  e n d e 
Tangente  ihrer  l*rojection  isl ; wenn  also  die  Liirve  als 
Dnrubsebnilt  der  (iyliiider  y = <p  [;),  ,r  = i/i  (z)  gegeben  isl,  so 
sind  die  LIeirlmngen  der  Tangente 


!/ 


. f/fp  . 


.Man  kann  das  N.ämliclie  aurb  aij.ssprccben  wie  folgt;  Ite- 
Irarbten  wir  irgend  ein  Kleinent  der  Lnrve  d.s,  welebes  auf  die 


•)  Corveii,  welche  nicht  ebene  Curven  sind,  werden  gewübiilieh  als 
„Curveii  von  doppelter  Krümmung“  bezeiclioet.  Wir  werden  im  Fol- 
genden oft,  das  Wort  „Ciirve“  zur  Dezeicloiiing  einer  Ihirvo  im  Kaum 
gebrauchen,  welche  im  Allgemeinen  nicht  eben  ist;  wir  fügen  etwa 
das  Beiwort  ..gewunden“  hinzu,  wenn  wir  die  Ciirvc  aiisdrücklieli  als 
eine  nicht  ebene  hervorzubelien  wünschen. 
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(:oüriliiintcnaxi!ii  in  ilx,  dtj,  dz  prnjicierl  ist,  so  sind  di«  Ricli- 
(imgscnsinus  des  Elcnieiils  ^ und  die  tileirliiingen  der 

Tangente 

X— _ //  — y z — • 

d.v  dy  dz 

dft  dx  dx 

Da  die  Suniinc  der  Muadrate  der  drei  Eosiiins  tier  Einheit 
gleich  ist.  so  hat  inan  ds^  = dx^  -f-  dy-  'l~'- 

Indem  oir  die  Theorie  der  Normalen,  der  Krnnminngsradien, 
etc.,  nherhaupl  Alles  das,  was  die  llelraclitnng  von  melrisrhen 
Verhältnissen,  inshesondere  von  Winkeln  einsehliesst,  einem  spä- 
teren Abselmitt  vorhehallen,  hetradilen  wir  in  dem  gegenwärtigen 
nur  diejenigen  Eigenschaften  der  Cnrven,  welche  als  die,  descrip- 
liveii  oder  die  |>rojeclivischcn  Eigenschaften  derselben 
bezeichnet  werden  können,  d.  i.  diejenigen,  welche  sich  auf  die 
Punkte,  Tangenten,  Oscnlationsehencn,  die  allgemeinen  Singulari- 
täten, die  iieslimmungsstücke  und  deren  Itelation  mit  den  fihrigen 
und  auf  die  Elassificatiou  der  (airven  beziehen. 

60.  Die  Theorie  derEurven  ist  zu  einem  grossen  Theile 
mit  der  Theorie  der  de  ve  I oppa  b ein  Eläcben  identi.sch, 
und  es  ist  deshalb  nothwendig  für  sie,  zugleich  in  diese  letztere 
Theorie  weiter  einzugehen.  In  IM.  I,  Art.  119  ist  gezeigt  wor- 
den, dass  einer  ISeihe  von  Punkten,  welche  eine  (äirve  bilden, 
nach  dem  tlcsetzc  der  llcciprorität  eine  Kcihe  von  Ebenen  ent- 
.sprichl,  welche  eine  abwickelbare  Fläche  umhüllen. 

Die  Punkte  der  Curvc,  als  ein  System  von  Punkten  1,  2, 
etc.  beti'achtet,  geben  einem  System  gerader  Linien,  nämlich  den 
Linien  12,  23,  34,  etc.,  den  iTsprimg,  deren  jede  einen  Punkt 
der  r.urvc  mit  dem  nächstfolgenden  derselben  verbindet,  und 
welche  dahei'  die  Tangenten  der  (Oirve  sind;  die  Punkte  der 
Eurve  bestimmen  auch  ein  System  von  Ebenen,  näudich  die 
Ehcnen  123.  234,  etc.,  deren  jede  drei  auf  einander  folgende 
Punkte  des  Systems  enthält,  und  welche  ilaher  die  oseulieren- 
den  (oder  Schmiegungs-)  Ebenen  der  Eurve  sind.  Von  der 
Eesammtheit  der  geraden  Liniim  des  Systems  wird  eine  Eläche 
gebildet,  deren  Eieichung  gefunden  werden  kann  ans  der  gege- 
benen Eieichung  der  Eurve.  nenn  die  beiden  Eleicinmgen  der 
Tangente.  der  (iurve  enthalten  die  ilrei  Eoordinalen  x',  >/,  z'  des 
iterührungspunktes,  welche  als  selbst  durch  zwei  llelationen  ver- 
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hiindeii  uiif  eitlen  einzigen  Piii'aiiieler  redneierbar  sind;  durch 
die  Kliniinalinn  dieses  Parameters  aus  den  beiden  (jleirluiiigen 
«ler  Taiigante  erhält  man  die  Gleiehimg  der  abwickelbaren  Fläche. 
In  anderen  Worten,  man  muss  zwischen  den  zwei  Gleichungen 
der  Tangente  und  denen  der  Gnrve  die  Grössen  x,  z elimi- 
nieren, um  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Tangen- 
tenfläche zu  erhalten. 

Wir  haben  a.  a.  O.  gesagt,  dass  die  durch  die  Tangenten 
erzeugte  Fläche  eine  abwickelbare  Fläche  sei,  weil  jede  zwei 
auf  einander  folgende  Lagen  der  erzeugimden  Linie  sich  diirch- 
schneiden.  Der  Name  dieser  Art  von  Flächen  ist  von  der  Eigen- 
schaft abgeleitet,  nach  welcher  sie  ohne  L'ebereinanderlagerung 
oder  Zerreissnng  ungelältet  in  eine  Ebene  ausgebreitet  werden 
können.  Denken  wir  eine  Heihe  von  Linien  AA,  BB',  CC,  DD',  etc. 
(für  den  Augenblick  in  endlichen  Entfernungen  von  einander), 
deren  jede  die  darauf  folgende,  in  den  Punkten  Ä , B',  C,  etc. 
respcctirc  durchsehneidet,  und  betrachten  wir  die  Vereinigung 
der  Flächenslreifen  AA'B,  BB'C,  CC D,  etc.  als  eine  Fläche,  so  ist 
es  olTenbar,  dass  eine  solche  F’läche  in  eine  Ebene  entwickelt 
werden  kann;  denn  man  vollzieht  diess,  indem  man  die  Fläche 
A.{ B um  ÄB  als  feste  Axe  dreht,  bis  sie  eine  ForLsetzung  von 
BB'C  bildet;  indem  man  darauf  die  beiden  nun  in  einer  Ebene 
vereinigten  Elemente  um  (fC  dreht,  bis  sie  in  die  Verlängerung 
des  nächsten  Flächenstreifens  fallen,  u.  s.  w.  Wenn  in  der 
Grenze  die  Linien  AÄ , BB',  etc.  einander  unendlich  nahe  sind,  so 
bildet  ihre  Vereinigung  eine  developpable  Fläche,  welche  also 
nach  den  eben  gemachten  Ueberlegungeii  in  eine  Ebene  ausge- 
breitet werden  kann. 

Diejenigen  Beispiele  von  abwickelbaren  Flächen,  mit  denen 
der  Leser  am  meisten  vertraut  ist.  nämlich  der  Kegel  und  der 
(Zylinder,  dienen  auch  am  einfachsten  zur  Erläuterung  dieser  Ver- 
hältnisse. Es  ist  ohne  Schwierigkeit,  ein  Blatt  Papier  in  die  Form 
irgend  einer  solchen  Ohcrlläche  zu  falten  und  es  dann  wieder  in 
eine  Ebene  auszuhreiten.  Aber  man  sicht  leicht,  dass  es  nnniög- 
lich  ist,  ein  Blatt  Papier  in  die  Form  einer  Kugelllächc,  als  einer 
nicht  abwickelbaren  Fläche,  zu  bringen  oder  umgekehrt,  die  bei- 
den Theilc  einer  zerschnittenen  Kugeilläche  in  eine  Ebene  flach 
auszuhreiten. 

61.  Die  zwei  auf  einander  folgende  erzeugende  Linien  ent- 
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lialtviiile  Ehciie  AÄ B ist  oH'enbar  Ihmiii  Gi't’ii2fiiicrguiig  zu  iiiiciid- 
lidi  nalior  Naclibarscliafi  eine  TaiigeiilcnebfMH!  der  abwickel- 
baren Fläche.  Wir  können  die  Fläcbc  selbst  als  dnrrb  die 
Bewegung  der  Fbene  AA' B narb  einem  gewissen  Gesetze  erzeugt 
denken,  in  der  .\rl  nändicb,  dass  die  Knveloppe  dieser  Kbenc  in 
allen  ihren  Lagen  die  abwickelbare  Fläche  ist.  Wenn  wir  die 
abwickelbare  Fläcbc  als  durch  die  Tangenten  einer  läuinlicbcn 
Gurve  erzeugt  ilenkeii,  so  sind  offenbar  die  Gleichungen  der  Tan- 
gente in  einem  Funkt  (x,  y,  z')  Functionen  dieser  Goordinaten, 
und  die  Gleichung  der  Ebene,  welche  eine  Tangente  und  die  auf 
sie  nächstfolgende  enthält,  mit  anderen  Worten  die  Gleichung  der 
Osculatiunsebene  ini  Funkte  {x',  y , z’]  ist  auch  eine  Function  die- 
ser Goordinaten.  Weil  aber  x',  y',  z’  durch  zwei  Relationen,  näm- 
lich die  Gleichungen  der  Gurve,  verbunden  sind,  so  können  wir 
irgend  zwei  derselben  eliminieren  und  gelangen  so  zu  dem  Er- 
gebniss,  dass  eine  abwickelbare  Fläche  die  Enveloppe 
einer  Ebene  ist,  deren  Gleichung  einen  einzigen  ver- 
äiid  er  lieben  Farameter  enthält.  Uni  diese  Ausducksweise 
vollständiger  zu  verdeutlichen,  wollen  wir  eine  wichtige  Differenz 
näher  entwickeln,  welche  zwischen  den  beiilen  Fällen  stattfindet, 
wenn  eine  ebene  Gurve  als  die  Enveloppe  einer  beweg- 
lichen geraden  Linie,  und  wenn  eine  Fläche  ini  Allge- 
meinen als  die  Enveloppe  einer  bewegliche  Ebene  be- 
trachtet wird. 

62.  Die  Gleichung  der  Tangente  einer  ebenen  Gurve  ist  eine 
Function  der  Goordinaten  des  Berrihrungspunktes;  und  da  diese 
beiden  Goordinaten  dnrrb  die  Gieirbnng  der  Gurve  verbunden 
sind,  so  können  wir  entweder  eine  von  ihnen  eliminieren  oder 
auch  beide  in  Gliedern  einer  dritten  Veränderlichen  ausdrücken, 
so  dass  wir  die  Gleichung  der  Tangenle  als  Function  eines  ein- 
zigen veränderlichen  Farameters  erhalten.  Das  umgekehrte  Fro- 
blero,  die  Enveloppe  einer  geraden  Linie  zu  bestimmen,  deren 
Gleichung  einen  veränderlichen  Farameter  einschliesst,  wird  durch 
folgende  Betrachtungen  gelöst. 

Wenn  u = C die  Gleichung  einer  geradlinigen  Tangente 
bezeichnet,  so  ist  u in  Bezug  auf  x und  y vom  ersten  Grade, 
und  die  Constanlen  suid  die  Functionen  eines  Farameters  a.  Dann 
entspricht  dem  Werthe  des  Farameters  («  -j-  /<)  die  gerade 
Linie 
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+ (iti  h , d^u  Ä*  I 4 


iiml  dcrl)iii'cliscliiiitls|iunkl  licideiMuTatleii  ist  diirrli  dii-üloicluiiigeii 

0 


,,  du  I iPu  h , 

" = *’•  :iz  + rfa«  1 . y + 


l)usliinmt.  Keiiii  1,'ebergaiig  zur  (in-nze  ist  dalier  der  Uiirili- 
.srliiiills|miikt  einer  tieraden  mit  der  ihr  nüelist  l>eiiaeliliarten, 
oder  in  anderen  Worten  der  ltelinilirnngs|iiinkt  derselhcn  mit  der 

lüivelupiie,  dnreh  die  Cieiehnngen  k = o,  =o  gegelien.  Und 

wenn  man  ans  diesen  l>eiden  (ileicinmgen  die  Urössc  cc  eliminiert, 
so  erhält  man  die  Gleichnng  l'nr  den  Ort  der  llnrchniltsjinnktc 
der  geraden  Linien  des  Systems  mit  den  jedesmaligen  näuhst- 
lolgenden,  d.  h.  die  Gleichung  der  Knveloppe  aller  geraden  Linien 
des  Systems.  Man  he«  eist  leicht,  dass  das  llesnitat  dieser  Eli- 
mination eine  Curve  repräsentiert,  fnr  «eiche  ii  — 0 eine  Tan- 
gente ist;  denn  «eim  in  n der  Parameter  tc  durch  seinen  Werth 
in  Eimction  von  a-  und  ;/  gesetzt  wird,  wie  er  aus  der  Gleichung 

— 0 hervorgehl,  so  hahen  wir 

da 


du  I du  da  du  i du  da 

dx  \dx  ] ' da  dx*  di/  l rfy  J * da  dy 


wo  Voranssetznng  eines  conslanteii  « 

gehildetcn  Itiirerentiale  von  n sind  ; und  wegen  — 0 ist  dann 


ollenhar,  dass  voti  den  unter  Voranssetznng  eines  con- 

dx  dy  ” 

stauten  a gehihleten  Din'erentialen  niclit  verschieden  sind,  [larans 

folgt  aher,  dass  die  fragliche  Itesultante  eine  von  « = 0 herfdirte 

Gurve  hezeichnel. 

Wenn  verlangt  wäre,  von  einem  heliehigen  Punkte  ans  eine 
Tangente  dieser  Gurve  zu  ziehen,  so  hahen  wir  nur  die  Goordi- 
naten  dieses  Punktes  in  die  Gleichung  u = 0 einzusetzen  und 
« so  zu  hestimnien,  dass  es  der  entstehenden  iiedingungsgleichung 
genügt.  Diese  Anfgahe  hat  eine  hestinnnte  Zahl  ton'  Auflösungen, 
welche  ull'enhar  diu  Zahl  der  Tangenten  hestinnnt,  die  von  einem 
heliehigen  Punkte  an  die  Gurve  gezogen  iverden  können,  d.  h. 
ilie  Klasse  der  Gurve.  So  ist  z.  II.  die  Enveloppe  der  gera- 
den l.inie 


7:5 


n«-*  -f-  :]/(«-  -f"  3f«  -(-  d = 0, 

in  welcher  Cleicimtig  «,  b,  c,  <l  lineare  FuiicUoneii  der  Coordi- 
naten  sind,  eine  Cnrve  der  driltcn  Klasse. 

63.  In  derselben  Art  wollen  wir  nun  niil  einer  Fläche  ver- 
fahren. 

Die  (lleiehung  der  Tangentenehene  einer  Fläche  i.sl  eine 
Function  der  drei  Coordinaten  und  enthält  somit  in  ihrer  ein- 
lächsten  Form,  weil  jene  durch  eine  einzige  Itelation,  nämlich 
die  Cleichung  der  Fläche  seihst  vcrhnndeii  sind,  zwei  veränder- 
liche Farameter.  Das  nmgekehrtc  Frohlem  verlangt  die  iJestim- 
nmng  der  Envelo|i|)e  einer  Fhene,  ileren  Cleichung  u — 0 zwei 
veränderliche  l’arameter  «,  ß enthält.  Die  Cleichnng  einer  an- 
deren Ebene,  die  den  i'aramcterwerlhe(i  (a  -|-  /i),  (ß  -[-  Ar)  ent- 
spricht, ist  sodannn 


lieim  Uehergang  zur  Crenze  bewahren  /i  und  k,  oh  zwar 
unendlich  klein  werdend,  ein  endliches  Verhältniss  zu  einander 
k = X/i.  Wir  sehen  also,  dass  der  Durchschnitt  irgend  einer 
Ebene  mit  einer  darauf  folgenden  nicht  eine  hestimnitc  gerade 
Linie  ist,  sondern  irgend  eine  der  durch  die  Cleichnngen 


0, 


du  I . du 
da  </(} 


0 


für  X als  einen  unhestimmten  Werth  ausgedrückten  Linien. 

Wir  .sehen  auch,  dass  alle  aid'  w = 0 fulgenden  Ebenen  durch 
den  Punkt  gehen,  den  die  coexistierendeii  CIcichungeti  he.stimmen 


0, 


f-=o,';;;  = o. 

da  dp 


Wir  können  zwisdien  diesen  di  ei  Cleichnngen  die  Parameter 
«,  ß eliminieren  und  linden  so  den  Ansdrnck  des  Ortes,  welchem 
alle  die  Punkte  angehüren,  in  welchen  eine  Ebene  des  Systems 
durch  die  lleihe  der  darauf  folgenden  Ebenen  geschnitlen  wird. 
Es  wird  genau  wie  im  letzten  Art.  bewiesen,  dass  die  durch 
jene  Itesultante  dargestellte  Fläche  von  it  = 0 berührt  ist.  Wird 
sodann  verlangt,  eine  Tangentenehene  zu  dieser  Fläche  durch 
irgend  einen  Punkt  zn  legen,  so  hab(*n  wir  nur  die  Coordinaten 
dieses  Punktes  in  die  Cleichnng  « — 0 zu  substituieren  und  ei- 
kenncu,  dass  die  entspringende  Cleichnng,  weil  sie  zwei  Uuhe- 
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stiiniiit);  c(,  ß ciilhält,  ioif  uiiendlicli  viele  Arten  eiTülll  werden 
kann;  oder  dass,  wie  wir  wissen,  durch  einen  gegebenen  Punkt 
uneiidlici)  viele  Tangcnlencbenen  an  eine  Fläche  gelegt  werden 
können,  welche  alle  einen  Kegel  unihnllen. 

Selzen  wir  hingegen  ß als  conslanl  oder  als  eine  bestiniinle 
Function  von  « voraus,  so  enthält  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene in  ihrer  einfachsten  Form  nur  einen  nnhesliinmten  Para- 
meter, nnd  die  Fnveloppe  der  besonderen  Tangentenehenen,  welche 
der  angenommenen  Bedingung  genügen,  ist  eine  abwickelbare 
Fläche.  Anf  demselben  Wege  erkennen  wir  sehr  deutlich  die 
Analogie  zwischen  einer  abwickelbaren  Fläche  und 
einer  gewundenen  Curve.  Wenn  eine  Fläche  als  Ort  einer 
Zahl  von  Punkten  betrachtet  wird,  welche  durch  eine  gegebene 
Helation  verbunden  sind,  so  erhallen  wir  durch  llinzufügung  einer 
zweiten  die  Punkte  verbindenden  Relation  eine  auf  der  gegebenen 
Fläidie  verzeichnete  Curve.  Und  wenn  wir  eine  Fläche  als  En- 
veloppe  einer  Reihe  von  Ebenen  betrachten,  welche  durch  eine 
einzige  Relation  verbunden  sind,  so  erhallen  wir  dureh  Hinzu- 
fügung einer  zweiten  die  Ebenen  verbindenden  Relation  eine  ab- 
wickelbare Fläche,  die  die  gegebene  Fläche  umhüllt.  Diese 
zweite  Bedingung  kann  darin  bestehen,  dass  die  bewegliche  Ebene 
zugleich  auch  eine  zweite  feste  Fläche  stets  berühren  soll. 

Dass  man  dann  an  Stelle  der  beiden  F'lächen  zwei  ebene 
Curven  — Directrixen,  Ouerschnilte  der  abwickelbaren  Fläche  — 
setzen  kann,  leuchtet  ein;  durch  jede  Tangente  der  einen  Curve 
ist  die  Lage  der  sie  enthaltenden  Ebenen  bestimmt,  die  zugleich 
eine  Tangente  der  anderen  Curve  enthalten.  Das  Problem  der 
Beleuchtung  einer  ftberlläche  durch  eine  andere  in  der  darstel- 
lenden Geometrie  veranschaulicht  diese  Entstehung;  die  gemein- 
schaftlich umgeschrichene  Abwickclnugslläche  hestininit  die  Cur- 
ven auf  der  beleuchteten  Fläche,  welche  die  Regionen  der  vollen 
Beleuchtung,  des  Halbschattens  und  des  Vollscbattens  von  einan- 
der trennen. 

65.  Sehen  wir  nun,  welche  Eigenschaften  abwickel- 
barer Flächen  aus  ihrer  Betrachtung  als  Enveloppen  von 
Ebenen  abgeleitet  werden  können,  deren  Gleichungen  einen  ein- 
zigen veränderlichen  Paratfieter  enthalten. 

Es  erhellt  zuerst,  dass  durch  eim  n beliebig  gewählten  Punkt 
nicht  wie  vorher  eine  Unendlichkeit  von  Ebenen  des  Systems  bin- 
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durchgehen,  sondern  nur  eine  hestiinmle  Zahl  solcher  Ebenen. 
So  ist  es  für  die  Eiiveloppe  von  -j-  2 6e- 3 c« -|- d = 0. 
wo  a,  b,  c,  (I  Ebenen  hestiniinen,  olTenhar,  dass  nur  je  drei 
Ebenen  des  Systems  durch  einen  gegebenen  Punkt  geben,  weil 
die  Substitution  der  Coordiuateii  dieses  Punktes  in  die  Gleicbung 
zur  Bestimmung  von  « eine  cubiscbc  Gleichung  liefert.  Ferner 
wird  jede  Eheue  des  Systems  von  der  nächstbenachbarten  in  einer 
bestimmten  geraden  Linie  geschnitten,  nämlich  in  der  durch 

« = 0,  ^ = 0 

da 

gegebenen;  wenn  wir  a zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  eli- 
minieren. so  erhalten  wir  die  von  allen  solchen  Üurchschnitts- 
liuien  erzeugte  Fläche,  welche  die  verlangte  Abwickelungsfläche  ist. 

Es  wird  endlich  wie  in  Art.  62  bewiesen,  dass  die  Ebene 
u = 0 die  abwickelbare  Fläche  in  jedem  den  Gleichungen 

du 


u = 0, 


da 


= 0 


genügenden  Punkte  berührt,  d.  h.  längs  der  ganzen  u entspre- 
chenden geraden  Linie  des  Systems.  In  Bd.  I Art.  107  ward 
bewiesen,  dass  im  Allgemeinen,  wenn  eine  Fläche  eine  gerade 
Linie  enthält,  die  Tangentenebene  in  jedem  anderen  Punkte  der 
geraden  Linie  eine  andere  ist.  In  dem  Falle  der  abwickelbaren 
Flächen  ist  hingegen  die  Tangentenebene  in  allen  Punkten  einer 
ibrer  Geraden  dieselbe.  Ist  x der  Ausdruck  der  Ebene,  welche 
längs  der  Linie  xy  die  Fläche  berührt,  so  kann  ihre  Gleichung 
in  die  Form  xep  -|-  y’i/)  = 0 gebracht  werden.*)  (Siehe  Art. 
107  in  Bd.  I.) 


Eb  erscheint  unnöthig,  des  Weiteren  auf  die  Theorie  der  Enve- 
loppen  im  Allgemeinen  einzugehen,  weil  das  im  Text  Gesagte  gleich- 
mässig  gilt,  wenn  u=0,  anstatt  eine  Ebene  zu  repräsentieren, 'eine  Fläche 
darstellt,  deren  Gleichung  einen  veränderlichen  Parameter  einschliesst. 

Monge  hat  die  Curve  u : 


■ 0,  ^ = 0,  in  welcher  irgend  eine  Fläche 


des  Systems  durch  die  nächstfolgende  durchschnitten  wird,  die  Charac- 
tcristik  der  Enveloppe  genannt  Denn  die  Natur  dieser  Curve  hängt 
nnr  von  der  Art  ab,  in  welcher  die  Veränderlichen  x,  y,  t in  die  lünc- 
tion  u eingehen,  nicht  aber  von  der  Art  der  Abhängigkeit,  in  weicher 
die  Constanten  zum  Parameter  stehen.  Wenn  also  u eine  Ebene  re- 
präsentiert, so  ist  die  Characlerisük  stets  eine  gerade  Linie,  und  die 
Enveloppe  ist  der  Ort  eines  Systems  von  geraden  Linien.  Wenn  u eine 
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Go.  üetraditcn  wir  mm  drei  auf  eiuaiiclrr  folgciidc  Ehencii 
des  Systems,  so  ist  wie  vorlier  gewiss,  dass  ihr  üiirclisclmilts- 
puiikt  den  Gleichungen 


II  = 0, 


l/u  , </*« 

Ja  ~ ’ //ß* 


0 


xugleich  genügt.  Für  jeden  Werth  von  « wird  so  der  Punkt  he- 
slimml,  in  welchem  eine  gerade  Linie  des  Systems  von  der  iiärhst- 
lidgemlcn  gcscimitteii  wird;  der  .Ausdruck  des  Ortes  dieser  Puiikle 
wird  erhallen,  imletn  man  n zwischen  diesen  Gleirhimgmi  elimi- 
niert. Wir  erhalten  so  zwei  Gleirlmiigcu  in  x,  y,  z,  deren  (üue 
die  Gleichung  der  ahwickelharen  Fläche  ist.  Pun  h heidc  Gleich- 
migeii  wird  eine  auf  der  ahwickelharen  Fläche  verzeichnele  Gurvc 
re|iräsenlierl,  und  man  sieht  so,  dass  man  von  der  Derinition 
einer  ahwickelharen  Fläche  als  der  Fnveloitpe  einer  Inoveglichen 
Fhenc  nnmittelhar  zu  ihrer  Erzeugung  als  Ort  der  Tangenten 
einer  Curve  ühergeführl  wird;  ilenn  die  auf  einander  folgenden 
Iturchsclinitte  der  Ehenen  hilden  eine  Iteihe  von  geraden  Linien 
und  die  Durchschnitte  der  auf  einander  folgemlen  Linien  eine 
Iteihe  von  Punkten,  welche  (■ine  Curve  hestimmen,  eieren  Tan- 
genten jene  Linien  sind.  Wir  werden  zeigen,  ilass  diese  Curve 
eine  Cnspidal-  oder  Ilückkehrkanle*)  der  Fläche  ist. 

66.  Vier  auf  einander  folgende  Ehenen  des  Systems  schnei- 
den .sich  nur  dann  in  einem  Punkt,  wenn  dir  vier  liedingungs- 
glcichungen 


<Pu 


, du  (Pu 

« = 0,  T-  = 0,  . , — 0,  , 

da  da’  da 


Kugel  diirstelH,  so  ist  die  Cliaracteristik  als  Durchsehnitt  zweier  auf 
eiuaiider  folgender  Kugeln  ein  Kreis,  und  die  Envcloji))e  ist  der  Ort 
eines  Systems  von  Kreisen.  Enveloppcn  können  also  allgemein  in  Fa- 
milien eingctheilt  werden,  je  nach  der  Natur  der  t'haracteristik. 

♦)  .Monge  hat  sie  die  „arete  de  rehroussement“  der  abwickelbaren 
Fläche  genannt.  Ks,  existiert  in  jeder  Kuveloppe  eine  ähnliche  Curve, 
nämlich  der  Ort  der  Punkte,  in  welchen  jede  Characteristik  von  der 
ihr  nächst  benachbarten  geschnitten  wird.  Der  auf  der  einen  Seite 
dieser  Curve  liegende  Theil  der  CharacterisGk  erzeugt  den  einen  Man- 
tel der  Enveloifpe,  der  auf  der  anderen  Seite  liegende  den  anderen 
Mantel.  Beide  Mäntel  berühren  sich  längs  dieser  Curve,  welche  ihre 
gemeinschaftliche  Oreiize  ist  und  eine  Cuspidalkanto  der  Enveloppe 
heissen  muss.  So  bilden  in  dem  sehr  einfachen  Falle  eines  Kegels  die 
erzeugenden  Linien  auf  entgegengesetzten  Seiten  des  Scheitels  ent- 
gegengesetzte Mäntel  des  Kegels,  und  die  Ciispidalkante  erscheint  auf 
den  einzigen  I’uukt  des  Scheitels  reduciert. 
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gli’ifli/.eilig  tTfülll  sind.  Es  isl  im  Aligfimdnen  mnglicli,  gewisse 
Werthc  von  a zu  linden,  \v(dche  ihnen  enlsprcelien.  nenn  wenn 
wir  X,  y,  r idiininieren,  so  erhalten  wir  die  Itedingung,  iiiiler 
welcher  die  vier  Ebenen,  deren  rdeieiiiingen  so  eben  gcsehriebcn 
worden  sinil,  sieh  in  einem  l'nnktc  schneiden;  diese  Kedingnng 
ist  eine  Fnnclion  von  o,  und  indem  man  sie  mit  Null  vfrgleiehf, 
erliäll  man  im  Allgemeinen  eine  hestimmte  Zahl  von  Werthen 
vi>n  a,  für  welche  die  lledingnng  erfüllt  ist.  Es  gieht  somit  im 
Allgemeinen  eine  gewisse  Zahl  von  Punkten  des  Systems,  dnrcli 
welche  je  vier  Ebenen  des  Systems  hindurch  gehen ; oder  mit 
anderen  Worten,  eine  gewi.sse  Zahl  von  Punkten,  in  deren  jedem 
drei  auf  einander  folgende  Linien  iles  Systems  sieh  durchschnei- 
.den.  Wir  werden  dieselben,  wie  in  der  Theorie  der  höheren 
ebenen  Eurven  geschieht,  die  stationären  Pu  n kte  d es  Systems 
nennen,  weil  in  dem  besprochenen  Falle  der  als  rurchsehnitt 
zweier  auf  einander  folgender  Linien  beslimmte  Punkt  mit  dem 
als  Durchschnitt  des  nnclilfolgendeu  Paares  von  Linien  hestimm- 
ten  Punkt  zusammen  fällt.  * 

Es  entspricht  dem  Vorigen  nach  dem  Oesetze  der  llecipro- 
cität,  dass  es  im  Allgemeinen  eine  gewisse  Anzahl  von  Ehenen 
des  Systems  gieht,  welche  slation.irc  Ebenen  genannt  werden 
dürfen,  als  Ebenen,  welche  vier  auf  einander  folgende  Punkte  des 
Systems  enthalten,  und  für  welche  also  zwei  auf  einander  fol- 
gende Ehenen,  wie  123,  234  zusammen  fallen’'’).  .Mau  nennt  .sic 
auch  die  W en d u n gs he r ü h re  be  n e n der  Eurve. 

t)7.  Wir  zeigen  nun,  wie  naeb  Plücker’s  die  gewöhnlicben 
Singularitäten  der  ehenen  Eurven  verbindenden  Eilcicbungen*) 
Eayley’**)  Elcichungcii  abgeleitet  hat,  welche  zwischen 
den  Zahlen  der  gewöhnlichen  Singularitäten  der  ab- 
wickelbaren Flächen  bestehen. 

Wir  zählen  zuerst  diese  Singularitäten  auf.  Wir  sprechen 

• 

•*)  Diese  Glciohungcn  sind  die  folgenden;  Ist  fi  die  Ordming  einer 
Curve,  V ihre  Klasse,  d die  Ziild  ilirer  Doppelpunkte,  r die  ihrer  Dop- 
peltangcntcn,  * die  Zahl  ihrer  Ciispidal-  oder  Hückkehrpiinkte,  t die 
ihrer  Inllcxionspunkte,  so  ist 

r=  fj(p  — 1)  — 2d  — .Ss;  ft  = vfe— 1)  — 2r  — 3i; 
t = :tfi  (ft  — 2)  — 6d  — 8x ; * = avfv  — 2)  — 6r  — 8i. 

Also  auch 

t — * 3 (» — ft),  2 (r  — d)  = (»  — fl)  (e  -p  ft  — 9). 
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von  ,.1’iinkleii  des  Sysleiiis“,  von  ,,Uiiien  des  Systems“  und  von 
„Khencn  des  Systems“  in  dem  Sinne,  welcher  in  Bd.  I,  Art.  119 
angegeben  ist. 

Sei  ?n  die  .An/.ahl  der  Punkte  des  Systems,  welche  in  irgend 
einer  Eliene  liegen,  oder  in  anderen  Worten,  die  Ordnung  des 
Systems  Amd  der  Curve,  welche  die  nhwickelhare  Fläche  erzeugt. 

Sei  n <lic  Zahl  iler  Ehenen  des  Systems,  welche  durch  einen 
heliebigen  Punkt  gelegt  sind,  eine  Zahl,  von  welcher  im  Art.  G4 
bewiesen  ist,  dass  sie  bestimmt  sein  muss;  wir  werden  diese  Zahl 
die  Klasse  des  Systems  nennen. 

Sei  ferner  r die  Anzahl  von  Linien  des  Systems,  welche  eine 
willkürlich  gewählte  gerade  Linie  schneiden.  Wenn  wir  die  Be- 
dingung bilden , unter  welcher  die  Gerade  des  Systems 

« = 0,  = 0 

da 

und  irgend  eine  angenommene  gerade  Linie  sich  schneiden,  so 
ist  das  Bcsullat  einer  Function  von  a,  welche  mit  Null  verglichen, 
eine  bestimmte  Zahl  von  Werthen  des  a liefert,  die  jener  Be- 
dingung entsprechen.  Die  Zahl  der  Auflösungen  dieser  Gleidiung 
ist  r.  Wir  werden  sie  als  den  Rang  des  Systems  bezeichnen, 
und  es  wird  sich  ergeben,  dass  alle  anderen  Singularitäten  des 
Systems  sich  vermittelst  der  drei  eben  aufgezählten  Charaktere 
bestimmen  lassen. 

Sei  a die  Zahl  der  stationären  Ebenen  und  ß die  Zahl 
der  stationären  Punkte.  {Art.  66.) 

Zwei  nicht  auf  einander  folgende  Linien  des  Systems  können 
sich  durchschneiden;  wenn  dies  geschieht,  so  soll  der  Schnitt- 
jmnkt  als  ein  „Punkt  in  zwei  Linien“  und  die  Ebene  dieser 
Linien  als  eine  „Ebene  durch  zwei  Linien“  bezeichnet  wer- 
den. Sei  X die  Zahl  der  ,, Punkte  in  zwei  Linien“,  welche  in 
einer  gegebenen  Ebene  liegen,  und  y die  Zahl  der  „Ebenen  durch 
zwei  LiniPn“,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 

In  derselben  Art  wollen  wir  die  Verbindungslinie  irgend  zweier 
Punkte  des  Systems  eine  „Linie  durch  zwei  Punkte“  und 
den  Durchschnitt  irgend  zweier  Ebenen  des  Systems  eine  „Linie 
ln  zwei  Ebenen"  nennen.  Sei  y die  Zahl  der  „Linien  in 
zwei  Ebenen“,  welche  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen, 
und  h die  Zahl  der  „ Linien  durch  zwei  Pu  ii  k te“,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen. 
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Uic  abwickelbaren  Flächen  besitzen  andere  Singularitäten, 
welclie  in  einem  folgenden  Kapitel  erürlertwer  den  sollen;  die 
aufgezählten  können  durch  Plückcr's  Gleichungen  bestimmt 
werden. 

G8.  Betrachten  wir  nun  den  Durchschnitt  der  abwickel- 
baren Fläche  mit  irgend  einer  F.hene.  Es  ist  olTenhar, 
dass  die  Punkte  der  Diirchdringungscurre  die  Spuren  oder  Durch- 
gangspunkte der  „Linien  des  Systems“  in  ihrer  Ebene  und  die 
Tangenten  der  Schnittcurvc  die  Spuren  der  „Ebenen  des  Systems“ 
in  derselben  sind.  Die  Ordnung  des  Schnittes  ist  daher  r,  weil 
sie  die  Zahl  der  Punkte  bezeichnet , welche  eine  willkürliche  Ge- 
rade in  der  Ebene  des  Schnittes  mit  demselben  bestimmt,  und 
solche  Punkte  alle  diejenigen  sind,  in  denen  die  gegebene  Gerade 
eine  „Linie  des  Systems"  schneidet.  ■ 

Die  Klasse  der  Scbnittcurve  ist  ofrenbar  durch  n bezeichnet; 
denn  die  Zahl  der  durch  einen  willkürlichen  Punkt  ihrer  Ebene 
gehenden  Tangenten  der  Schnittcurve  ist  nothwendig  dieselbe, 
wie  die  Zahl  der  „Ebenen  des  Systems“,  welche  denselben  Punkt 
enthalten.  Ein  Do]>pelpunkt  der  Schnittcurve  entspringt 
überall  da , wo  zwei  Linien  des  Systems  die  Sebnittebene  in  dem- 
selben Punkte  schneiden:  die  Zahl  solcher  Punkte  ist  nach  den 
vorigen  Bestimmungen  x.  Die  Tangenten  der  Schnittcurvc  in 
einem  solchen  Doppelpunkt  sind  im  Allgemeinen  verschieden  und 
zwar  so  lange,  als  die  zwei  Ebenen  des  Systems,  welche  den  beiden 
sich  in  ihm  schneidenden  Linien  des  Systems  correspondieren, 
selbst  verschieden  sind. 

Die  Zahl  der  Doppcitangenten  der  Schnittcurve  ist 
in  gleicher  Weise  y,  weil  eine  Doppeltangente  überall  da  entsteht, 
wo  zwei  Ebenen  des  Systems  die  Sebnittebene  in  derselben  ge- 
raden Linie  schneiden. 

Die  m Punkte  des  Systems,  welche  der  Schnittebene  ange- 
hören, sind  Cuspidalpunkte  der  Schnittcurve.  Denn  sie 
sind  Doppelpunkte,  weil  jeder  von  ihnen  der  Durchsenitt  zweier 
„Linien  des  Systems“  ist,  und  die  Tangenten  in  diesen  Punkten 
fallen  zusammen,  weil  die  zwei  auf  einander  folgenden  Linien, 
die  sich  in  einem  der  m Punkte  durchschneiden , in  derselben 
Ebene  des  Systems  liegen.  Diess  beweist,  was  früher  schon  aus- 
gesprochen ist,  dass  die  Curve,  deren  Tangenten  die  abwickelbare 
Fläche  erzeugen;  eine  Cuspidal-  oder  Rückkehrkante  dieser  Letz- 
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lerrn  ist;  denn  jedn  IClirm“  sclineidcl  diR  l'läciic  in  einer  Curve, 
welche  die  Pnnkle  zu  (jispidal-  oder  nückkehrpiinktcn  hat,  in 
denen  ihre  Khcnc  jene  (hirvc  schneidet. 

Wir  erhalten  endlich  einen  Inriexinnspiinkl  oder  eine 
stationäre  Tangente  nherall  da,  wo  zwei  auf  einander  fol- 
gende Khenen  des  Systems  ziisanmien  fallen;  die  Zahl  der  Infle- 
xioiispunktc  ist  daher  r. 

Wär  hallen  also  in  die  IM  Ocker 'sehen  tileichnngen  die 
Snhstitntionen  zu  machen: 

p = r,  i’=n,  6 — x,  X (j,  x=-m,  t = a, 
und  erhaltiui  somit 

ti  = r (r  — 1)  — 2a:  — 3»i;  r = n («  — 1)  — 2p  — ,3c<; 

« = 3r  (r — 2)  — Ca:  — 8«i;  w=  3«  (»;  — 2)  — Cp  — 8k; 
oder  auch 

m — « = 3 (r  — n);  2 {x — p)  = (r — n)  (r-j-«  — 9). 

6!).  Kin  anderes  System  von  Gleichungen  wird  gefunden,  in- 
dem inan  den  Kegel  hetrachtel,  dessen  Scheitel  ein  will- 
kürlich gewählter  IMi n k t ist,  und  der  über  der  gege- 
benen Giirve  steht  oder  dieselbe  zur  Leitenrve  hat.  Man 
erkennt  sofort  aiis  der  lletrachtiing  eines  heliehigcn  ebenen  Schnit- 
tes eines  solchen  Kegels,  dass  die  nämlichen  Gleichungen  die 
Zahlen  der  noppelkantcn , Doppeltangentenchenen  etc.  der  Kegel 
verhinden,  welche  zwischen  den  Zahlen  der  Doppelpunkte,  Dop- 
peltangenten etc.  der  ebenen  Gurveii  stattfinden. 

Die  Kanten  des  Kegels,  welchen  wir  jetzt  betrachten,  sind 
die  geraden  Verhinihmgslinicn  seines  Scheitels  mit  allen  Dimkten 
lies  Systems  und  seine  Tangentenehencn  die  von  den  ,,  Linien 
des  Systems"  mit  demselben  Scheitel  bestimmten  Ebenen;  denn  die 
Ebene,  welche  zwei  auf  einander  folgende  Kanten  des  Kegels  ent- 
hält, geht  nothw  endig  durch  zwei  auf  einander  folgende  „Punkte 
des  Systems". 

Die  Ordnung  des  Kegels  ist  die  nämliche  wie  die  Ord- 
nung der  Giirve  und  ist  daher  ==  m. 

Die  Klasse  des  Kegels  ist  die  Zahl  der  Tangentenehenen, 
welche  durch  eine  helichige  den  Scheitel  enthaltende  Gerade  an 
den  Kegel  gelegt  werden  können;  da  aber  jede  Tangentcnehene 
eine  „Linie  iles  Systems"  enthält,  so  existieren  ebenso  viele  Tan- 
gentenebenen unseres  Kegels  durch  die  gedachte  •willkürliche  Ge- 
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rinie.  als  es  „Linien  des  Systems"  ftiebt,  welche  dieselbe  schnei- 
den. Die  gesuchte  Zahl  derselben  ist  daher  r.  ♦) 

Eine  Doppelkanle  des  Kegels  entsteht,  wenn  dieselbe  Kante 
durch  zwei  Punkte  des  Systems  gehl,  oder  es  ist  d = A.  Die 
Tangentenebenen  längs  dieser  Kante  sind  die  Ebenen,  welche  der 
Scheitel  des  Kegels  mit  den  „Linien  des  Systems"  bestimmt, 
welche  jedem  dieser  Punkte  entsprechen. 

Eine  Doppeltaugenten  che  ne  des  Kegels  entsteht,  wenn 
dieselbe  Ebene  durch  den  Scheitel  zwei  „Linien  des  Systems"  ent- 
hält, oder  T >=  y.  Eine  stationäre  oder  eine  Cuspidalkante 
des  Kegels  entspringt  aus  der  Existenz  eines  stationären  Punktes 
im  System,  d.  i.  x = /J. 

Endlich  existiert  eine  stationäre  Tangentcnehene,  wenn 
eine  Ebene,  welche  zwei  auf  einander  folgende  Linien  des  Systems 
enthäit,  durch  den  Scheitel  des  Kegels  geht,  d.  i.  t — n. 

Wir  haben  also 

p = m,  V = r,  5 — h,  z = y,  x = 6,  i = n 
und  erhalten  somit  aus  den  PI  ück  er’schen  Formeln  die  Gleich- 
ungen 

r — m {m  — 1 ) — ‘2/t  — 3^;  m = r {i 1)  — 2y  — 3/i; 

n = 3m  (m  — 2)  — 6A  — 8ß;  ß = 3r  (i — 2)  — 6y  — 8n; 

also  auch 

(n — ß — 3(r  — m)  und  2(y  — A)  = (r  — m)  (r+m  — 9). 

Die  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  ent.sprechenden  des 
vorigen  Art  zeigt  das  Entsprechen  der  beiden  Reihen  von  Grössen 

wj,  r,  «,  g,  h,  a,  ß,  x,  y, 

n,  r,  m,  A,  g,  ß,  a,  y,  x\ 

und  man  darf,  da  dasselbe  Ordnung  und  Klasse,  „Linien  in  zwei 
Ebenen"  in  einer  Ebene  und  „Linien  durch  zwei  Punkte“  aus 
einem  Punkt,  stationäre  Ebenen  und  stationäre  Punkte,  „Punkte 

*)  Man  erkennt  leicht,  dass  die  Klasse  dieses  Kegels  die  nämliche 
ist,  wie  die  Ordnnng  der  abwickelbaren  Fläche,  welche  den  Punkten 
des  gegebenen  Systems  nach  dem  Gesetz  der  ßeciprocität  entspricht. 
Die  Ordnung  der  durch  die  Tangenten  einer  Curve  erzeug- 
ten abwickelbaren  Fläche  ist  somit  dieselbe,  wie  die  Ord- 
nung der  abwickelbaren  Fläche,  welche  die  Reciproke  der 
Punkte  der  Curve  ist.  (Siehe  Bd.  I,  Art.  161,  Note.) 

8 a l m o D , AaaI.  G«om.  d.  Baumes.  11.  3.  Anfl  C 
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in  zwri  Linion"  in  mnor  Kbrne  nnil  „Klicnen  dnrcli  zwei  Uniim“ 
ans  cincin  l’nnkli'  Rfgcn  cinainlor  selzl,  dit-ss  Knls|)rerlMMi  als  ein 
rcci|ir<ikps  lH‘zci(  lincn. 

lind  indcni  inan  diese  r>leirlinngen  inil.  den  iin  lelzlen  Arli- 
kel  gernndenen  eomliinierl,  erlifdl  inan  noch 

e<  — |3  = 2 (h  — m] : .T  — (/  = II  — III ; 

2 f</  — A)  = (ii  — m)  (fl  -(-  m - 7). 

IMnrker’s  rileielningen  erlanlien  uns.  wenn  drei  der  Sin- 
gnlariirilen  einer  ehenen  ('.nrve  gegelien  sind,  alle  rihrigen  zn  he- 
sliniinen.  Nun  sind  die  (irössen  r,  in,  ii  den  lileiclinngen  dieses 
lind  des  lelzlen  Arl.  geineinsani.  Wenn  also  irgend  drei 
der  an  rgezälillen  Si  n gn  I a r i tä  I eii  einer  Cnrvc  im  Mail  ine 
g e g e h e II  s i n d . s o k ö n n e n die  n h r i g e n gef  n n d e ii  w e r den. 

Ausser  den  hier  lielraclitelen  Singiilaritäleii  kann  eine  (inrve 
no(  Ii  iindere  liesilzen.  von  welrlien  wir  hier  zuerst  erwrilinen 
wollen  die  sintionäre  Krzen g en de,  hei  «eieher  drei  atiT  ein- 
ander folgende  l'niikle  des  Sysienis  in  einer  geraden  Linie  liegen. 
Kille  solche  erzeugt  ini  elienen  Oiiersehnill  einen  ltnrkkehr|)iinkt 
lind  im  projicierendeii  Kegel  eine  slalion.äre  Tangenlialehenc ; sind 
also  0 stationäre.  Krzengenden  vorhaiiden,  so  ist  ffir  x im  Art.  (iS 
zn  setzen  «i  -(-  5 und  fnr  i in  .Art.  G!)  it  0.  Daran  sehliesst 
sich  die  doppelte  K rz  engen  de,  welche  zwei  Grnppeii  von 
zwei  auf  einander  folgenden  l'nnkleii  des  Systems  eiith.ält  und 
daher  im  ehenen  Schnitt  einen  Doppelpunkt,  im  projicicreiiden 
Kegel  eine  Do|ipeltangentialeIiene  liervorhriiigt , so  dass  fnr  d dop- 
pelte Krzengende  d in  Art.  GS  durch  x -f-  d und  r in  Art.  (iD 
durch  V ff  zu  ersetzen  ist. 

Auch  kann  die  tinrvc  Doppelpunkte  — setzen  wir  ihre 
/.ahl  l)  — lind  Doppelschmicgnngschenen,  an  Zahl  J,  ent- 
halten; jene  erzeugen  Doppelkanten  des  projicierendeii  Kegels, 
diese  Dnppeltangenten  des  ehenen  Onerschnitts,  d.  h.  es  ist  in 
Arl.  G8  t durch  ;/  d und  in  Arl.  fil)  f5  dnrcli  h I>  zn  ersetzen. 

70.  Zur  Krlänlernng  dieser  Theorie  hetrachten  wir  die  ah- 
wickelharc  Fläche,  welche  die  Knveloppe  der  Khcne 

ot*  -f  AAt*-'  + 

ist,  «enn  t einen  veränderlichen  l’aramcter,  k eine  heliehige  ganze 
Zahl  hezeichnet  nnd  «,  h,  c,  etc.  Khenen  hestimnien. 

Die  Klasse  dieses  Systems  ist  offenhar  k,  nnd  die  Gleichniig 
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«lor  ahwickdii.'imi  l'iricli(;  ist  als  ilie  Disrrimiii.'iiili'  tirr  vorlicr- 
gehumlen  Gleichung  no(ln\cmlig  vom  Grade  '2{k — 1);  man  hat 
somit  r = 2 {k — 1). 

Man  erkennt  auch  leicht,  dass  diese  ahwic kelharc  Fläche 
keine  stationären  Fhenen  hesilzen  kann.  Denn  damit  zwei  Khenen 
identisch  sind,  innssrn  iin  Allgemeinen,  wegen  der  Gleichheit  iler 
t’.neriicienten  in  ihren  Gleirlmngen,  drei  Itedingnngen  eiTrdli  .sein. 
Wenn  wir  aber  / so  zn  bestimmen  .«neben,  dass  irgend  eine  Kliene 
des  Systems  mit  der  darauf  folgenden  zusammen  falle,  so  linden 
wir,  dass  zur  Krfidlnng  von  drei  liedingnngen  mir  eine  Gonstantc 
t zn  unserer  Verfügung  ist. 

Aus  den  AVerthen  ii  — k,  r = 2{k — 1),  « = 0 erlauben  die 
Gleichiingen  der  letzten  zwei  Art.  die  itestiinmnng  der  übrigen 
Singularitäten.  Das  F.rgehniss  ist 


m = 3 (it  — 2)  : ^ = 1 (k  — 3)  : 

.r  = 2 (A-2j(A  -;!):  „ = 2(/.— 1)  {/.— 3): 


Der  grössere  Theil  dieser  Werthe  hätte  auch  direct  bestimmt 
werden  können.  Die  Ordnung  des  Systems  und  seiner  Unckkehr- 
kante  z.  U.  ist  der  Grad  der  Itedingnng,  unter  welcher  die  Gleichung 
«/'•  -f*  — 0 oder  r — 0 

drei  gleiche  AVnrzeln  hat,  d.  h.  es  muss  zugleich  sein 


r = o.  ^ = 0. 


fPT 

Vit* 


Fnd  die  stationären  Punkte  sind  durch  die  lledingung  he- 
zeirlmel,  dass  die  vier  auf  einander  fidgenden  Fhenen 


0, 


dr 

dl 


= 0, 


,PT 

dp 


denselben  Punkt  enthalten;  4 (A- — 3)  entsprieht  dem  Grade  dieser 
Dediugimg.  Wir  sjiaren  ilen  lianm,  welchen  ein  Fiugehen  in 
weitere  Details  fordern  würde. 

71.  Der  im  letzten  Art.'  betrachtete  Fall,  als  derjenige,  in 
welchem  der  veränderliche  Parameter  nur  rational  in  die  Gleichung 
eingeht,  erlaubt  uns,  in  sehr  einfacher  Weise  manche  Figenschaf- 
len  der  abwickelbaren  Flächen  zu  bestätigen. 

Weil  das  System  u ==  0,  **  = 0 offenbar  auf 
• dl 

1,1^- ‘ + (k  — -f  etc.  =0,  />('-'+  (k—  1)  + etc..=0. 

6* 
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uikI  (las  Svslem  « = 0,  ^ = 0,  ^ = 0 auf 
dt  dr 

ai>-t  + (k  — 2)  *<*-3  4-  etc.  = 0 . 6t*-*  + (k  — 2)  c/*-®  + etc.  = 0. 

<./*-*  -|-  _ 2)  (//*-*  + etc.  = 0 

sich  redurierl,  so  folgt,  dass  a selbst  eine  „Ebene  des  Systems“ 
giebl,  nämlich  die  dem  Werthe  t — "X  entsprecbende ; es  ist  «6 
die  entsprechende  Linie  und  abc  der  entsprechende  Punkt.  Wir 
wissen  aber  aus  der  Theorie  der  Uiscriminanlen  (vergl.  „Vor- 
lesungen", Art.  68),  dass  die  Gleichung  der  abwickelbaren  Fläche 
von  der  Form  a<p  -f-  6’gi  = 0 ist,  wo  ip  die  Discriininanle  von  u 
für  den  Werth  o = Ü hezeichuet.  Wir  bewähren  so,  was  iiii 
Art.  64  ausgesprochen  ist,  dass  die  Ebene  a die  abwickelbare 
Fläche  längs  der  ganzen  Erstreckung  der  Linie  ab  berührt.  Ferner 
ist  aber  selbst  von  der  Form  b<p'  -f-  c*tg',  und  wenn  wir  den 
Durcbscbnilt  der  abwickelbaren  Fläche  mit  einer  der  „Ebenen  des 
Systems“  betrachten  — wir  erhalten  ihn,  wenn  wir  in  der  Gleichung 
der  abwickelbaren  Fläche  a — 0 machen,  — so  besteht  derselbe 
aus  der  zweifach  zu  zählenden  Linie  o6  und  einer  Curve  von  der 
Ordnung  (r — 2),  und  diese  Curve  berührt,  wie  die  Form  der 
Gleichung  zeigt,  die  Linien  ab  im  Punkte  abc  und  schneidet  sie 
folglich  in  fr  — 4)  anderen  Punkten;  diese  alle  sind  „Punkte  in 
zwei  Linien“,  als  die  Punkte,  in  welchen  die  Linie  ab  andere 
,, Linien  des  Systems"  schneidet. 

Und  es  ist  allgemein  wahr,  dass,  wenn  r der  Rang  einer 
abwickelbaren  Fläche  ist,  jede  „Linie  des  Systems“ 
r — 4 andere  Linien  des  Systems  durchschneidet.  Der 
Ort  dieser  Punkte  ist  eine  Doppelcurve  der  abwickelbaren 
Fläche,  deren  Ordnung  x ist,  und  deren  übrige  Eigenschaften 
in  einem  folgenden  Kapitel  gegeben  werden  sollen,  wo  wir  auch 
gewis.se  andere  Singularitäten  der  abwickelbaren  Fläche  bestim- 
men wollen. 

Wir  fügen  eine  Tafel  der  Singularitäten  einiger  specieller 
Schnitte  der  abwickelbaren  Fläche  hinzu.  Der  Leser,  welcher 
(len  Gegenstand  weiter  untersuchen  will,  wird  keine  Schwierigkeit 
darin  finden,  sic  vollständig  zu  begründen;*)*’)  einige  Andeutungen 
werden  genügen. 


*)  Vergl.  „Cambridge  and  Dublin  MathematicalJournal“  Vol.V,p.24. 
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1.  Schnitt  durch  eine  „Ebene  iles  Systems": 

ft  = r — 2,  V = n — 1,  i a,  x = m — 3,  ^ = g — n-)-2. 
5 = X — 2r  -|-  8. 

Denn  jede  Ebene  des  Systems  berührt  die  Fläche  längs  einer 
Linie  und  schneidet  sie  dalier  in  einer  Cnrve  (; — 2)‘”  Ordnung; 
immer  fällt  eine  der  durch  einen  Punkt  des  Schniltes  gehenden 
Ebenen  des  Systems  mit  der  Schiiittebenc  ziisatnmen;  die  Zahl 
der  Intlexiuns|mnkte  hieihi  als  von  der  Zahl  der  stationären  Ebe- 
nen abhängig  ungeändert;  die  Zahl  der  Spitzen  als  Zahl  der 
Schnittpunkte  mit  der  Curve  des  Systems  vermindert  sich  um  3; 
die  gerade  Linie  des  Systems  in  der  Srhnittebene  schneidet  die 
Curve  von  der  Ordnung  (r — 2),  da  sie  sic  berührl,  noch  in 
(r — 4)  Punkten,  deren  jeder  für  zwei  Doppelpunkte  der  Schnitt- 
flgur  zu  zählen  ist. 

2.  Kegel,  dessen  Scheitel  ein„Punkt  desSystems“ 

ist: 

II  = m — 1,  v = r — 2,  t = /i  — 3,  x = ß,  r=y  — 2r-f-8, 
d = A — m -f-  2. 

Die  Zahl  der  Cuspidalkanten  des  Kegels  ist  die  Zahl  der 
stationären  Punkte  des  Systems;  die  Ordnung  desselben  ist  die 
Zahl  der  Erzeugenden,  welche  eine  durch  die  Spitze  gehende 
Ebene  bestimmt,  also  {m  — 1).  Die  Klasse  ist  (r  — 2),  weil  sie  die 
Zahl  der  Linien  des  Systems  ist,  die  eine  Gerade  durch  die  Spilze 
schneiden,  durch  welche  selbst  bereits  zwei  dieser  Linien  gehen; 
die  Zahl  der  stationären  Tangentenebenen  ist  {n  — 3)  als  die  Zahl 
der  Ebenen  des  Systems  durch  den  Scheitel,  der  selbst  dreien 
solchen  angehört. 

3.  Schnitt  durch  eine  Ebene,  welche  eine  „Linie 
des  Systems"  enthält: 

H = r — 1,  V = n,  t = a-|-l,  x = m — 2,  v = <7  — 1, 

S = X — r -|-  4. 

Die  Zahl  der  Inflexionspunkle  wächst  um  Eins,  weil  eine 
„Linie  in  zwei  Ebenen“  in  der  Schnittebene  mit  der  gegebenen 
Linie  des  Systems  zusammen  fällt;  darin  liegt  zugleich  der  Grund 
für  die  entsprechende  Verminderung  der  Zahl  der  Doppellan- 
genten. 

4.  Kegel,  dessen  Scheitel  in  einer  „Linie  des  Sy- 
stems“ liegt: 
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fl  = m,  i>  = r — 1,  i = ti  — 2,  X ~ ß I , r — if  — r + 1, 

6 = /,  — l. 

5.  Scliiiill  inil  einer  ..Libeiie  diireli  zwei  Linien“: 
m — r — 2 , V ==  n,  i — o -)-  2,  x = m — 4 , i = y — "2, 
.5  = a;  — 2 r + 

(!.  Kegel,  dessen  Srlieilel  ein  „l'nnkt  in  zwei  Li- 
nien" ist: 

fl  = wi,  — r — 2,  i = n — 4,  x = ß 2\  i — y — 2 r !t, 

(5  = A — 2. 

7.  Selinitl  diircii  eine  „slalioniire  Lliene“: 

fl  = r — V — n — 2,  I = « — 1,  x ==  i;i  — 4, 
t — (J  — 2«  -(-  (!,  d = ,r  — 3 r -f-  12. 

8.  Kcgei,  liessen  Selieilel  ein  „slalioniirer  rnnkl“ 

ist: 

fl  = m — 2,  p = r — 3,  i — ii  — 1,  x = ß — 1, 

X = y — 3 r 1 1 , A — h — 2 m -f-  (1. 
nie  Grössen  fi,  e,  i,  x sind  nni  eine  Linlie.il  kleiner  als  in 
lieii  beiden  erslcii  Lällen  dieser  /.nsannnenslelinng  nach  der  Natur 
der  slatiuniiren  LIeinenle. 


II.  Abschnitt.  Classification  der  Gurven. 

72.  Die  folgende  Darlegung  bernlil  ani  dem  IVineip,  dass 
eine  ('.iirve  der  Ordnung  r eineFläelie  /d’-”’'  Ordnung  in 
ftr  l’nnklen  dnrclisclineidet.  Die  Gölligkeil  desselben  ist 
ulTenbnr,  wenn  die  Gurve  iler  vnllsländige  Dnrcb.sdinilt  zweier 
Oberflächen  von  den  respecliven  Ordnungen  m und  n ist.  Denn 
wir  haben  dann  r — m n,  und  die  drei  Oberflärben  dnrrliscbneiden 
sirli  in  mnp  l’nnkten.  Das  l’iincip  ist  natb  der  Deflnilion  ebenso 
nnniitlclbar  wahr,  wenn  die  Lläcbe  in  p Lbenen  zerfällt.  Wir 
betraebten  nacli  dem  Gesetz  der  Gonliniiilät  dicss  Princip  als  all- 
gemein wahr. 

Ebenso  sprechen  wir  aus,  dass  eine  abwickelbare  F I ,ä  che 
der  Klasse  n mit  einer  Fläche  der  Klasse  q Semein- 
schaflliche  Tangenlenchencn  in  der  Zahl  nq  hat. 
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Der  (Iel»r;iucli,  wflclien  wir  von  dem  I*riiiei|)  ma<'lieii  werden, 
ist  dieser.  Angenüinincn,  dass  in  einer  Cnrve  von  der  ((rdming  r so 
viel  l’niikte  gewillill  werden,  als  znr  Itestinmniiig  einer  Mäelic 
von  der  Ordiinng  />  liinreiclieiid  sind,  so  muss,  wenn  die  Zahl 
der  so  gewälillen  l’nnkte  grösser  als  pr  ist,  die  duieli  dieselhen 
hesclirieheno  l'lärhe  die  (airve.  vidlständig  enthalten;  wäre  diess 
nicht  der  l'all.  so  erschiene  das  l’rinci|i  verlet/t.  Und  amlerer- 
seils  muss  eine  ahwiekelharc  l''lärhe  n*''''  Klasse  einer  Fläche 
</*''  Klasse  iniige.schriehen  sein,  wenn  sie  mehr  als  ny  Taitgeuten- 
ehenen  mit  derselhen  gemein  hat. 

Wir  setzten  dahei  voraus,  dass  die  Cnrve  eine  eigentliche 
(äirve  der  r‘‘"  Ordnung  ist;  denn  wenn  wir  zwei  (äirven  von  tien 
Ctrdnnngen  m und  n angenommen  hätten,  wo  m = r ist,  so 
kömilen  dieselhen  in  ilner  Vereinignng  als  eine  cumple.xc  Durve 
von  der  Ordnung  r hetrachtet  werden,  mul  wenn  jede  ganz  in  irgend 
einer  Fläche  von  der  Ordnung  p enthalten  wäre,  so  könnten  wir 
folglich  in  dieser  (äirve  eine  heliehige  Zahl  von  Ihmkten  wählen, 
welche  der  täirve  und  der  Fläche  gemein  wären.  Alles  das  wird 
hinreichend  erläutert  werden  durch  die  hdgenden  Beis|)iele. 

73.  Es  existiert  keine  Linie  des  ersten  Orades 
ausser  der  geraden  Linie.  Denn  durch  irgend  zwei  Pniikle 
einer  Linie  des  ersten  Lrades  und  einen  dritten  willkürlich  an- 
genommenen Punkt  können  wir  eine  Ehene  beschreiben,  welche 
die  Linie  ganz  enthalten  muss,  weil  wir  sonst  eine  Linie  vom 
ersten  Grade  haben  würden,  welche  die  Ebene  in  mehr  als  einem 
Punkte  dnrchschnittc.  In  derselben  .Art  können  wir  eine  zweite 
Ebene  bestimmen,  welche  die  l.inic  ganz  enthält;  die  Linie  ersten 
Grades  muss  daher  der  Dnrcbsclmitl  zweier  Ehcnen,  d.  h.  eine 
gerade  Liine  sein. 

Es  existiert  keine  eigentliche  Linie  des  zweiten 
Gravies  ausser  den  Kegelschnitten.  Denn  durch  irgend 
drei  Punkte  einer  solchen  länie  können  wir  eine  Ebene  legen, 
welche  ans  den.selhcn  Gründen  wie  vorher  die  Linie  ganz  ent- 
halten muss.  Dieselhc  muss  eine  ebene  Cnrve  zweiten  Grades 
sein.  Die  am  Ende  des  letzten  Art.  Iiezeichnete  Ansnahme  tritt 
hier  ein,  wenn  die  Linie  des  zweiten  Grades  ans  zwei  geraden 
Linien  besteht,  die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen;  denn  dann 
entbält  die  Ebene  durch  drei  Punkte  des  Systems  nur  eine  der 
geraijen  Linien.  Wir  hallen  es  für  nnnöling,  in  dem  Folgenden 
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die  Fälle  dieser  Art  aiisdrücklir.li  zu  erwaliiieii,  und  werden  nur  > 
von  den  eigenllirlieu  Curven  ihrer  resperliveii  Ordnungen  spretluni. 

74.  Fine  Cnrve  d r i l ler  Or  d nii  ng  ist  entweder  eine 
ebene  Cnrve  von  der  dritten  Ordnung  oder  der  theil- 
weise  Durchschnitt  zweier  Flächen  zweiten  Grades, 
welclie  eine  gerade  Linie  gemein  iiahen.’'*) 

Deiiti  wird  durch  siehe.n  Punkte  der  Cnrve  und  durch  zwei 
ausser  ihr  willkürlich  gewählte  Punkte  eine  Fläclie  zweiten  Gra- 
des bestimmt,  so  muss  dieselbe,  wie  vorher,  die  Cnrve  ganz 
enthalten.  Wenn  die  Fläche  zweiten  Grades  in  zwei  Ebenen 
zerfällt,  so  kann  die  Cnrve  eine  ebene  Cnrve  sein,  die  in  einer 
dieser  Ebenen  enthalten  ist.  Da  wir  olfenbar  ebene  Curven  jeder 
Ordnung  in  analoger  Weise  erhalten  können,  so  halten  wir  es  für 
unnüthig,  diess  in  späteren  Fällen  besonders  hervorzuliehen. 

Vorausgesetzt,  dass  die  Fläche  zweiten  Grades  nicht  in  zwei 
Ebenen  zerfalle,  so  können  wir  eine  zweite  Fläche  zweiten  Gra- 
des durch  die  sieben  Punkte  legen,  und  die  gegebene  Curve  ist 
dann  uothw endig  ein  Theil  der  Durclischnittslinie  beider  Flächen. 
Der  vollständige  Durchsclinitt  muss,  als  von  der  vierten  Ordnung, 
ausser  ilir  noch  eine  gerade  Linie  enthalten.  Es  ist  somit  be- 
wiesen, dass  die  einzige  nicht  ebene  Curve  von  der  dritten  Ord- 
nung die  im  Art.  58  erwähnte  ist. 

75.  Der  Kegel,  welcher  einer  Curve  m**'  Ordnung  enthält,  und 
dessen  Scheitels  ein  Punkt  derselben  ist,  ist  vom  Grade  (m  — 1), 
somit  ist  der  projicicrende  Kegel,  eine  Curve  dritter  Ordnung 
aus  einem  Punkte  derselben  vom  zweiten  Grade. 

Wir  können  somit  eine  Curve  dritter  Ordnung  im 
Raume  durch  sechs  gegebene  Punkte  beschreiben. 
Denn  wir  können  einen  Kegel  zweiten  Grades  beschreiben,  für 
welchen  der  Scheitel  und  fünf  seiner  Kanten  gegeben  sind,  weil 
offenbar  so  fünf  Punkte  des  Schnittes  gegeben  sind,  welchen  eine 
Ebene  mit  diesem  Kegel  bestimmt.  fVenn  nun  sechs  Punkte 
-1,  B,  C,  J),  E,  F gegeben  werden,  so  können  wir  aus  dem  Punkte 
A als  Scheitel  einen  Kegel  beschreiben,  welcher  die  Linien  AB, 
AC,  AD,  AE,  AF  zu  Kanten  hat,  und  in  gleicher  Art  aus  dem  Punkte 
als  Scheitel  einen  Kegel,  fürwelchen  die  Linien  .9-4,  BC,BD,  BE, BF 
die  Kanten  sind.  Der  Durchschnitt  dieser  Kegel  besteht  aus  der 
gemeinschaftlichen  Kante  AB  und  einer  Curve  dritter  Ordnung, 
welche  dis  verlangte,  durch  die  sechs  Punkte  gehende  isL 
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Die  ConKtruelion  der  Ciirve  durrli  andere  Bedingungen  er- 
forderl  die  Kennlniss  anilerer  Eigensrliarieil ; dnrili  drei  Pnnkle 
und  drei  gerade  Linien  durch  zwei  Pnnkle  des  Systems  ist  tlie 
Curve  heslimnit,  weil  jene  Punkte  mit  je  zweien  der  Tieraden  ein 
Hyperholoid  bestimmen;  durch  zwei  Punkte  und  vier  Linien  durch 
zwei  Punkte,  weil  diese  mit  den  Geraden  zwei  projectivische 
Bündel  bestimmen,  Art.  80  etc. 

Der  Satz,  nach  welchem  die  geraden  Linien,  welche  sechs 
Punkte  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  siebenten  Punkte 
derselben  Curve  verbinden,  Kanten  eines  Kegels  vom  zweiten 
Grade  sind,  führt  vermittelst  des  Pascal’schen  Satzes  zu  dem  fol- 
genden: Die  Durchschnittlinien  der  Ebenen  712,  745; 
723,756;  734,  761  liege n in  einer  Ebene.  Cremona  fügt 
hinzu,  dass  wenn  sechs  Punkte  als  fest  und  ein  siebenter  als 
veränderlich  angenommen  sind,  diese  Ebene  durch  eine  feste 
Sehne  der  Curve  dritter  Ordnung  geht. 

Wenn  das  erste  Gesetz  für  zwei  Ecken  eines  Siebenecks 
erfüllt  ist,  so  muss  cs  auch  für  alle  übrigen  gelten ; denn  dann 
sind  diese  beiden  Ecken  die  Scheitel  von  Kegeln  des  zweiten 
Grades,  welche  die  übrigen  Eckpunkte  enthalten,  und  diese  müssen 
daher  in  der  Curve  dritter  Ordnung  liegen,  weiche  der  Dureb- 
schnitl  der  Kegel  ist. 

76.  Eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  auf  einem 
einfachen  Hyperboloid  verzeichnet  ist,  schneidet  alle 
Erzeugenden  des  einen  Systems  einfach  und  alle  Er- 
zeugenden des  anderen  Systems  zweifach. 

Jede  Erzeugende  einer  Fläche  zweiten  Grades  schneidet  ihre 
Durchscbnittscurve  mit  einer  anderen  Fläche  zweiten  Grades  in 
zwei  Punkten,  nämlich  in  denjenigen,  in  welchen  sie  diese  an- 
dere Fläche  schneidet;  wenn  nun  die  Durchschnittscurve  aus  einer 
geraden  Linie  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  besteht,  so  ist 
oflenbar,  dass  die  Erzeugenden  der  Fläche,  welche  mit  der  ge- 
raden Linie  von  demselben  System  sind,  da  sie  diese  eben  des- 
halb nicht  schneiden  können,  die  cubische  Curvo  in  zwei  Punk- 
ten schneiden  müssen,  während  die  Erzeugenden  der  Fläche, 
welche  dem  anderen  System  angehören,  weil  sie  jene  gerade 
Linie  in  je  einem  Punkte  schneiden,  die  cubische  Curve  nur  in 
einem  Punkte  schneiden  können. 

Umgekehrt  können  wir  ein  System  von  Hyperboloiden  durch 
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eine  Curve  driUcr  Ordnung  und  eine  beliebige  ilirer  Seimen 
(welche  sie  zweimal  schneidet)  beschreiben,  nenn  wenn  wir 
.sieben  l'nnklc  in  der  (lurve  und  einen  achten  in  der  irgend  zwei 
von  ihnen  verbindenden  Sehne  annehnien,  so  können  durch  diese 
acht  Punkte  unendlich  viele  Flächen  zweiten  tirades  bestimmt 
werden.  Weil  aber  drei  von  diesen  Punkten  in  einer  geraden 
Linie  liegen,  so  mn.ss  dieselbe  allen  so  zu  bestimmenden  Flächen 
geineiuscharilicli  sein,  ebenso  wie  auch  die  cubische  Lurvc,  wel- 
cher die  sieben  Punkte  angehören. 

77.  Die  Aufgabe,  die  Fnvelo|i|ie  von  «<’ — — d=0 
zu  bestimmen,  wo  «,  0,  c,  <l  Kbenen  rejiräsentieren  und  I ein 
veränderlicher  Parameter  ist,  erkennen  wir  als  einen  s|>eciellcn 
Fall  der  im  Art.  70  disciilierteii  allgemeineren.  Wir  haben 
r = 4,  m = n = 3,  a ß — O,  a;  — i/  = 0,  y = h = 
Dasdnrcii  die  llleichnng  dargeslellle  System  ist 
also  von  der  nämlichen  Natur,  wie  das  nach  dem  be- 
setz d e r ft eci proci tä t entsj)rechendc  System,  und  alle 
a n f dasselbe  bez  üg li  r. h en  S ä t z e sind  f o Igl i ch  z w c i fac h. 

Als  ein  System  des  dritten  tirades  muss  cs  von  der  Art  sein, 
die  wir  eben  beli'arhten,  und  diess  geht  auch  aus  der  lilsichnng 
iler  Fnveloppe  {<ul  — öc)^  =•  4 (fc’  — ne)  (c’  — bd)  hervor;  denn 
sie  zeigt  sofort,  dass  irgend  ein  Paar  der  Flächen 

ad  — bc  = 0,  b^  — ac  = O,  — bd  ==  0 
eine  gerade  Linie  gemeinschaftlich  haben,  während  die  Lnrve 
dritter  Ordnung  ihnen  allen  zugleich  gemeinschaftlich  und  somit 
eine  Ooppelliiiie  der  Knveloppe  ist; 

Itetrachtet  man  die  Kegel  ac  = Ip , bd  = c'^,  für  welche 
l,  = 0,  c = 0 die  Tangentenebenen  nach  ihrer  "(mieinsrhaftlichen 
Kante  und  n = 0,  d ~ die  Tangenlenebencn  der  zweiten 
Hiirrlischtiitlskanlen  dieser  Fbenen  sind,  so  ist  für  einen  Punkt 
der  räumlichen  (airve  dritter  Ordnung 

a : b : r : (I  — m'-'  •.  b>- : CO  : 1 

— den  Scheiteln  der  Kegel  euLsprechen  die  l'aramelerwerihe 
Cd  = oo,  (0  = 0.  Hie  Linie  durch  zwei  Punkte  to,,  ist 
n — ((d|  -f- “2) 6 0),  (OjC  = 0,  b — (o),  -}-  co.^f  c-j-  (d|  (o.jd—0, 
lind  die  Ebene  durch  drei  Punkte  cO|,  co^,  ca^ 
a — (co,  -|-  ca.^-f-Oj)/;-)-  (aj|COj-|-  ca.,(B., cd.|(0|)  c — co^co.,co^d  ==().*) 

*)  Vergl.  „Kegelschnitte“  Art.  30.'». 
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Kille  Linie  des  Systems  ist  dalier 

a — 2 6)  1)  ^ W'  c = 0.  b — 2 me  -f-  ard  = 0, 
und  eine  Kbcne  dessellieii 

« — 3mc  -(-  = O. 

Die  (ileieliung  der  Knveloppe  entstellt  wie  vorher  ans  der 
Klimiiialiiin  des  I’araineters  zwiselieii  den  (ileiehnngen  einer  Linie 
des  Systems.  Darin  liegen  die  Grundlagen  der  rein  analytischen 
llehaildlung  dieser  Theorie. 

,\us  der  oheii  gegebenen  Tafel  erkennt  man,  dass  jede  Khene 
einer  „Linie  in  zwei  Khenen“  enthält,  oder  dass  der  Schnitt  der 
ahwickelharen  Klächc  mit  einer  heliehigen  Khene  eine  D<i|j|iellan- 
genle  besitzt;  während  recijirok  cnts|irerhend  durch  jeden  1‘nnkt 
eine  Linie  gezogen  werden  kann,  welche  die  cnhische  Gairve  zwei- 
mal schneidet,  so  dass  der  Kegel,  welcher  diesen  l’nnkt  znm 
Scheitel  hat  und  fiher  der  täirve  steht,  nothwendig  eine  Doppel- 
kante  besitzt.  In  anderen  Worten  giebt  dicss  den  Salz:  Kine 
Kurve  dritter  Ordniing  im  Haiiine  hat  zn  i hrer  Projec- 
t i o n auf  irgend  e i n e K h e ii  e e i n e G n r v e d r i 1 1 e r O r d n u n g 
mit  einem  Dop|ielpiinkt. 

Die  drei  Inllexionspiinkte  einer  ebenen  Kurve  dritter  Ordnung 
sind  in  einer  geraden  Linie.  Da  nun  im  Art.  69  liewiesen  ward, 
dass  die  liiflcxionspunkte  den  drei  Khenen  des  Systems  eiit- 
sprcclien,  die  durch  den  Scheitel  des  Kegels  gehen,  so  schliessen 
wir,  dass  die  drei  Punkte  des  Systems,  welche  den 
drei  durch  irgend  einen  Punkt  0 gehenden  Khenen 
desselben  entsprechen,  in  einer  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Kbcne  liegen. 

Dieser  Doppelpunkt  ist  der  harinonische  Pol  der  Verbindungs- 
linie der  Inllexionspiinkte  in  Bezug  auf  das  Dreieck  der  Inllexion.s- 
langeiiteii;  daber  ist  die  Kbeiie  der.  stationären  oder  iiillexions- 
kanten  des  über  der  Kurve  stehenden  Kegels  die  harinonische 
Polarehene  der  Doppelkante  des  Kegels  in  Bezug  auf  die  von  den 
stationären  Tangcntencben  des  Kegels  gebildete  dreiseitige  Kcke. 
Jene  stationären  Taiigentenebencn  sind  aber  die  durch  den  Punkt 
des  Baumes  gehenden  Khenen  des  Systems  und  die  Doppelkante 
ist  die  ihn  enthaltende  üiiie  durch  zwei  Punkte,  die  Khene  dt‘r 
Innexioiiskantcii  aber  die  Khene  der  zugehörigen  drei  Punkte  des 
Systems. 
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AtuleriTseils  bildet  die  Doppellangeiile  einer  Ciirve  dritter 
Ordnung  mit  drei  Itückkelirpunkten , deren  Tangenten  sieh  in 
einem  Pniikte  dnrrlisriineiden,  die  liarmonisclie  l'olare  dieses 
Ibirclischnittspnnktes  in  Bezug  auf  tias  Dreieck  der  Bürkkehr- 
punkte.  Datier  ist  die  einzige  „Linie  in  zwei  Ebenen“, 
weiche  eine  Ebene  enltiätl,  die  ti  armuni  sc  he  Potare 
desjenigen  i ti rer  I‘ unkte  in  Bezug  auf  lias  Dreieck  der 
ihr  angeiiörigen  Punkte  des  Systems,  in  weictiem  sich 
die  entspreciieniien  Ebenen  des  Systems  d.  ii.  die  be- 
z ii  g t i c ti  e n T a n g e n t c n d e r S c h n i 1 1 c u r V e d 11  r c ti  .s  c h n e i (t  e n. 

Ferner  ist  bekannt,  dass  wenn  eine  ebene  Curve  dritter  Ord- 
nung einen  conjugierten  Punkt  tial,  itire  drei  Inilexionspunkte 
reelt  sind,  dass  aber,  wenn  sie  einen  Dop|>eipunkt  besitzt,  dessen 
'l'angeiiten  reetl  sind,  zwei  der  Inflexionspunkte  imaginär  sind. 
Wenn  aiso  die  Seime,  weiciie  durcii  einen  Punkt  0 geiegt  wer- 
den kann,  die  Ciirve  dritter  Ordnung  im  Raume  in  zwei  reetlen 
Punkten  schneidet,  so  sind  zwei  der  Ebenen  des  Systems,  weiche 
dureil  diesen  Punkt  gehen,  imaginär.  Und  reciprok,  wenn  durch 
eine  gegebene  Gerade  zwei  reette  Ebenen  des  Systems  gelegt 
werden  können,  so  .schneidet  jede  durch  diese  Gerade  gehende 
Ebene  die  Curve  in  zwei  imaginären  Punkten  und  nur  in  einem 
reellen  Punkte’®). 

78.  Diese  Sätze  können  auch  leicht  algebraisch  begründet 
werden.  Denn  für  die  Ebene  «i®  — 36<’-|-3c<  — d—0  kann  der 
Berührungspunkt  als  durch  die  Gleicbuiigen  at  = b,  bt=  c,  ct  = d 
gegeben,  durch  die  Coordinaten  a = 1,  ft  = <,  c = <’,  d = be- 
zeiclinet  werdeu. 

Da  nun  die  drei  Werthe  von  t,  welche  den  drei  durch  irgend 
einen  Punkt  gehenden  Ebenen  des  Systems  entsprechen,  durch 
die  cubische  Gleichung  afi  — 3A't’  -f-  3c't  — d = 0 bestimmt 
werden,  so  ist  aus  den  eben  gefundenen  Werthen  offenbar,  dass 
die  Berührungspunkte  in  der  Ebene  ad — 3ft’e-|-3c'ft  — «^<1  = 0 
liegen,  welche  ihrerseits  den  gegebenen  Punkt  enthält:  Der 
Durchschnittspiinkt  von  drei  Ebenen  des  Systems  liegt 
in  der  Ebene  der  entsprechenden  Punkte  des  Systems. 

Da  die  eben  geschriebene  Gleichung  durch  eine  Verlausrliung 
der  accentuierten  mit  den  nicht  accentuierten  Buchstaben  unge- 
ändert  bleibt,  so  schlies.sen  wir:  Wenn  ein  Punkt  A in  der 
dem  Punkte  B entsprechenden  Ebene  liegt,  so  liegt 
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auch  B in  der  dem  I'uiikle  A entsprechenden  Ebene. 
Und  ferner:  Die  Ebenen,  welrhc  allen  l'nnkten  einer  g'Taden 
Linie  AB  entsprechen,  gehen  durch  eine  feste  gerade  Linie,  näm- 
lich durch  die  Durchschniltslinie  der  den  Punkten  A und  B ent- 
sprechenden Ebenen.  Die  Relation  zwischen  diesen  geraden  Linien 
ist  olTunhar  reciprok.  Jeder  Ebene  des  Systems  entspricht  in 
diesem  Sinne  der  correspondierende  Punkt  des  Systems,  und  einer 
Linie  in  zwei  Ebenen  entspriebt  eine  Seltne,  welche  zwei  Punkte 
verbindet. 

Ueberhaupt:  Das  System  dritter  Ordnung  ist  sich  selbst  re- 
ciprok, es  ist  hinsichtlicb  der  Theorie  der  Reriprocität  dass  voll- 
stiändige  räumliche  Analogon  der  Kegelschnittslinien  in  der  Ebene. 

Die  drei  Punkte,  in  denen  die  Ebene  Aa-\-Bb-\-Cc-\-Dd=X) 
die  Curve  schneidet,  entsprechen  den  Werthen  des  Parameters  t, 
welche  durch  die  cubische  Gleichung  Ci^  Bl  A = 0 

hestimmt  sind,  und  wenn  diese  ein  vollkommener  Cubus  ist,  so 
ist  die  Ebene  eine  „Ebene  des  Systems“.  Daraus  folgt  sogleicb, 
wie  es  Joachimsthal  bemerkt  hat,  das  jede  durcli  den  Durch- 
schnitt zweier  reellen  Ebenen  des  Systems  gelegte  Ebene  die 
Gurve  nur  in  einem  reellen  Punkte  sebneidet.  Denn  in  solchem 
Falle  wird  die  eiten  geschriebene  cubische  Gleicbung  die  Summe 
zweier  Guben  und  hat  daher  nur  einen  reellen  Factor. 

79.  Wir  haben  in  Art.  124,  Bd.  i gesehen,  dass  eine  doitpelt- 
gekrümmte  Curve  dritter  Ordnung  der  Ort  der  Pole  einer  festen 
Ebene  in  Bczitg  auf  alle  Flächen  zweiten  Grades  ist,  die  eine 
gemeinschaftliche  Durchschnittscurve  haben. 

.Allgemeiner  wird  eine  derartige  Curve  durch  das  Resultat 
der  Elimination  von  1 zwischen  dem  System  der  Gleichungen 
ku  — a , kb  = b , kc  = c 

ausgedrnckt.  Da  nun  das  Doppelschnittsverhältniss  von  vier  Ehe- 
nen,  deren  Gleichungen  von  der  Form  ka  = a,  A'a  = <i'  etc. 
sind,  nur  von  den  Coäfficienten  A,  k\  etc.  abhäitgt*),  so  kann  diese 
Entslchiingsart  der  Gleichuitg  der  Curve  dritter  Orditung  folgender- 
rnassen  interpretiert  werden:  Wenn  ein  System  von  Ebenen 
durch  eine  gerade  Linie  aa  gegeben  ist  und  durch 
eine  andere  Linie  bb',  sowie  durch  eilte  dritte  cc 


*)  Vgl.  ..Kegelschnitte“  Art.  58. 
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r c s |i (■  c t i V 0 K li  e II i“  II  s j'  s t ('  m e " r;  1 p g l w c r (1  c II , w r 1 c li  e j p ii  c in 
prstPii  pIiiüpIii  pro  jcr  li  V i SP  Ii  siiitl,  so  ist  iIpp  Ort  dps 
II II  IT. Iisp li  II  i I ls|iii  II k t PS  von  j p d r pi  p n I sp  ppp  li ciid  cii  F]  lip- 
iiPii  der  Syslpiiip  piiio  dnp|ip||  gpkrninintp  (’, nrve  drit- 
Ipr  Ordnung.  Iüp  goradpii  l.inion  nn\  hl>',  rc  sind  nlTpiibar 
„l.inipii  diirrli  zwri  l'nnkip“  odpp  SpIiiipii  iIpp  (iiirvp.  Fis  gilt 
alipr  anrli  drr  iprijirokp  Salz:  Wpiiii  drpi  gprado  Linien 

prnjpplivisrii  gpllieill  sind,  so  ninlinlll  dieFiliPiie  von 
irgend  drei  e n t sp r er li en d eii  l’niiklPii  die  dnrcli  eine 
doppellgekriMiinilp  (inrve  driller  Ordnung  erzeiigle 
a I)  w irk  pl  harc  F'läclie,  und  die  drei  g cg  ehe  neu  ge- 
raden liinieii  sind  ,, Linien  in  znei  Fibeiien"  in  dein 
Sysleni. 

nie  Vcrbiildiiiigslinic  je  zweier  eiitsprerbender  Piiiiklc  von 
zwei  projrclivisrb  gellieilteii  licrndpii  nnibrilll  einen  KegelscliniU, 
«eiin  jene  Geraden  in  einer  Fibene  liegen,  und  erzeiigl  ein  ein- 
faelies  Hyperboloid,  wenn  sie  es  iiirlil  tiniii.  Wenn  also  eine 
Iteibe  von  I’niikleii  in  gerader  Linie  und  eine  ihr  projerlivisehe 
Iteilie  entweder  von  Tangenleii  eines  Kegel.srliniUs  oder  von  Er- 
zengendeii  eines  Hyperboloids  gegeben  sind,  so  iinilifillt  die  Fibene, 
weirbc  jeden  l’nnkt  mit  der  eiitsprepbendcn  (ieraden  verbindet, 
eine  abvvirkclbare  F’lärlie,  wie  sie  vorlicr  bezeichnet  ist. 

Heisp.  Wenn  die  vier  F'lüclicii  eines  Tetraeders  durch 
feste  gerade  Linien  gehen  und  drei  seiner  Ficken  sich  Tn 
festen  geraden  Linien  bewegen,  so  i s l d er  ü iT  d er  le Iz t cii 
Ficke  eine  d o [ipe  1 1 gek  r ü in  in  te  (inive  dritter  Ordiinng. 

Eine  hcliehige  Anzahl  von  Lagen  der  Ftasi.s  bildet  ein  Itnschel  von 
Ebenen,  welche  die  drei  geraden  Linien  projeclivisch  theilen,  in  denen 
die  llasisecken  sieh  bewegen;  daraus  folgt,  dass  die,  drei  Ebenen,  die  sich 
in  der  Spitze  durchschnciden,  die  entsprechenden  Ebenen  von  drei  projee- 
livischen  Riischcln  sind. 

80.  Ans  den  Srdzeii  des  lelzleii  Art.  folgt  iimgekebri,  dass 
die  Fibciien,  wclclie  vier  feste  „I* unkte  des  Systems“ 
mit  einer  ve, rändcrl  ielicn  „Linie  diircli  zwei  Punkte,“ 
verbinden,  ein  constantes  Hoppclverliältniss  bcstiiii- 
III eil,  lind  dass  vier  feste  „Ebenen  des  Systems“  irgend 
eine, .Linie  in  zwei  F^benen"  in  ennstantem  Doppelver- 
liältiiiss  theilen. 

F]s  ist  sehr  leirlil,  diese  Sfilze  iinabb.äiigig  zu  beweisen.  So 
wis.sen  wir,  dass  der  Hiirrhsrlmilt  der  abwirkelbareii  F'läclie  diin  li 
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«>itie  KIh'iip  A des  Systems  aus  tlor  (lo|)|u-lt  zu  zählcndni  i-iil- 
s|)rrrlieiideu  Linie  n des  Systems  iii  Vei  idudung  udt  einem  Kegel- 
selmilt  liesiclil,  welrlieii  alle  amleren  Klieiieti  des  Systems  lau- 
gieren. Hie  |iinjertirische  Itelalion  der  Tangenten  eines  Kegel 
srIinilLs  zeigt  dann  sogleirli,  dass  vier  Llieiien  des  Systems  irgend 
zwei  Linien  in  zwei  Klienen  AI!.  AL  naeli  demsellien  |tnp|iel- 
srhnittverhrdtniss  sriineiden,  und  elieiiso,  dass  AL.  narli  demsel- 
ben Verbrdtiuss  getlieill  wird  wie  Ll>. 

Lin  bemerkenswerllier  sperieller  Fall  dieser  S.älze  ergiebt  sieb 
aus  dem  l'iiistande,  dass  die  „l.inien  des  Systems“  gleirbzeilig 
..l.inien  in  zwei  Kbenen  und  „l.inien  diirrb  zwei  l’iinkle“  sind: 
Vier  feste  „Kbenen  des  S y st e ms“ scli iiei d e n alle  „Linien 
des  Systems“  nar.li  demselben  rinppelverbältniss;  und 
die  Kbenen,  welr.be  vier  feste  „l’iinkte  des  Systems“ 
mit  allen  „Linien  des  Systems“  verbinden,  bilden 
Itüsrhel  von  r o ns  ta n te m l)n  p pe I v e r b ä 1 1 n i ss. 

.Manrbe  sperielle  Krkenntnisse  können  ans  diesen  Sätzen 
ebenso  ersridnssen  werden,  wie  es  in  Art.  Ä)5  f.  der  ,,Kegel- 
srhnitte  gesrbeben  ist. 

Üetrarbten  wir  z.  I!.  vier  Funkte  des  Systems  H,  C.  I> 
iiml  ilrückcn  au.«,  dass  die  Kbenen,  welche  sie  mit  den  l.inien 
n,  h und  Aß  verbinden,  die  Linie  Cf)  prnjertiviscli  llieiien; 
nelimen  wir  au,  die  Kbenen  A,  I!  srbneiden  Cf)  in  den  l’imk- 
ten  T,  T,  die  Kbenen.  welche  die  l.inie  a mit  ß und  die  l.inie 
li  mit  A verbinden,  srbneiden  C f>  in  den  l‘unkten  A",  ft",  so 
haben  wir 

[7AX7t}  = fk’fcn}  = / A'AV.’AiJ. 

Wenn  die  Funkte  7',  A"  zusammen  fallen,  so  folgt  aus  der 
erstell  Lleicliiiiig,  d.ass  auch  die  Funkte  A',  T"  sich  decken  und 
aus  der  zweiten,  dass  die  Funkle  7',  T',  (’,  ß ein  barmnnisriies 
System  bilden.  So  erhalten  wir  den  S.alz  von  Lremoiia,  dass, 
wenn  eine  fleibe  von  Scliiieii  die  Du  re  li  sr,  b n i t tsi  i nie 
einer  Kbcnc  A mit  der  Kbene,  die  den  correspondic- 
renden  Funkt  A mit  einer  Linie  A des  Systems  verbin- 
det, diirclisclineiden,  sie  auch  die  Diircbscliniltslinie 
der  Ebene  B mit  der  Kbene  sch  neiden,  die  der  Funkt  7? 
mit  der  Linie  n bestimmt;  dass  sic  überdiess  in  den 
Sc b ni ttp II  n k t e n mit  diesen  zw  ei  Linien  und  in  ihren 
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nurchscliniltspunklen  mit  der  Curve  harmonisch  ge- 
theill  werden. 

Der  Leser  wird  ohne  Schwierigkeit  zu  dem  Falle  übergehen, 
wo  eine  dieser  l.inien  in  unendlicher  Knirernung  liegt,  und  wo 
daher  die  andere  Linie  ein  Durchmesser  wird. 

81.  Wir  hahen  gesehen,  dass  die  Schnitte  der  ahwirkelharen 
Fläche  durch  die  Ebenen  des  Systems  Kegelschnitte  sind.  Ihre 
Punkte  sind  die  Durchschnittspuiikte  der  Linien,  ihre  Tangenten 
die  Schnittlinien  der  Ebenen  dos  Systems  mit  der  bezüglichen 
Ebene,  und  die  Durchschnittslinic  zweier  Ebenen  des  Systems  ist 
eine  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden  entsprechenden  Kegel- 
schnitte. Daher:  Die  Ebenen,  welche  zwei  Kegelschnitte 
berühren,  die  die  D u r c h s c h n i 1 1 s I i n i e ihrer  Ebenen  zur 
gemcinschartlichen  Tangente  haben,  sind  Oseuiations- 
ebenen  einer  Haumeurve  dritter  Ordnung  und  vierter 
Klasse  und  Tangentenebenen  einer  abwickelbaren 
Fläche  vierter  Ordnung  und  dritter  Klasse. 

Wir  können  den  Ort  derEentra  aller  solcher  Kegel- 
schnitte untersuchen,  oder  allgemeiner  den  Ort  der  in  Bezug 
auf  sie  genommenen  Pole  der  Durchschnittslinien  ihrer 
Ebenen  mit  einer  festen  Ebene.  Da  wir  in  jeder  Ebene 
eine  Linie  in  zwei  Ebenen  ziehen  können,  so  dürfen  wir  voraus- 
setzen, dass  die  feste  Ebene  durch  den  Durchschnitt  zweier  Ebe- 
nen des  Systems  A,  I!  gehe. 

Betrachten  wir  nun  den  Schnitt,  den  irgend  eine  andere 
Ebene  E bestimmt,  so  sind  die  Spuren  der  Ebenen  A und  B in 
ihr  Tangenten  des  Schnittes  und  der  Pol  irgend  einer  durch  ihren 
Durchschnitt  gehenden  Linie  in  Bezug  auf  denselben  liegt  in  ihrer 
Berührungssehne,  d.  b.  in  der  geraden  Verbindungslinie  ilcr  Punkte, 
in  denen  die  Linien  des  Systems  n,  b die  Ebene  E durchschneiden. 
Da  aber  alle  Ebenen  des  Systems  die  Linien  a,  b projeclivisch 
schneiden,  so  bilden  jene  Verbindungslinien  ein  einfaches  Hyper- 
boloid, von  welchem  die  Linien  a,  b Erzeugende  sind.  Wenn 
also  die  Ebene  durch  die  Linie  AB  gelegt  wird,  so  ist  der  Ort 
der  Pole  eben  dieses  Hyperboloid.  Es  ist  aber  ferner  offenbar, 
dass  der  Pol  einer  durch  die  Gerade  A B gehenden  Ebene  in  der 
Ebene  liegt,  welche  ihre  harmonisch  conjugierte  in  Bezug  auf  jene 
Tangentenebenen  ist.  Der  von  uns  gesuchte  Ort  ist  somit  ein 
ebener  Kegelschnitt.  Es  ist  auch  aus  der  Eonstruction  oHen- 
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bar,  dass  so  wie  die  Pole  in  Bezug  auf  eine  feste  Ebene  A + ilB«=0 
iii  einem  Kegelschnitt  in  der  Ebene  A — iB=0  liegen,  auch  um- 
gekehrt der  Ort  der  Pole  in  Bezug  auf  die  letztere  als  feste  Polar- 
ehene  ein  in  der  ersteren  Ebene  enthaltener  Kegelschnitt  ist. 

82.  Es  ist  endlich  oiTenbar  genug,  dass  die  betrachteten 
Curven  dritter  Ordnung  in  vier  Species  zerfallen,  je 
nach  der  verschiedenen  Art,  in  welcher  die  Curve  durch  die 
Ebene  der  unendlich  entfernten  Punkte  geschnitten  wird.  Dieselbe 
kann  die  Curve  entweder  in  drei  reellen  Punkten  schneiden,  oder 
in  einem  reellen  Punkte  und  zwei  imaginären,  oder  in  einem 
reellen  und  zwei  zusammenfallenden  Punkten , so  dass  eine  „Linie 
des  Systems“  in  unendlicher  Entfernung  liegt,  oder  endlich  in 
drei  zusammenfallenden  Punkten,  so  dass  eine  Ebene  des  Systems 
mit  der  unendlich  entfernten  Ebene  zusammenfällt.  Diese  Species 
sind  als  cubische  Hyperbel,  cubisebe  Ellipse,  cubisch- 
h yperbolische  Parabel  und  cubische  Parabel  benannt 
worden  **). 

OiTenbar  bat  die  Curve,  wenn  sie  reelle  Punkte  in  unend- 
licher Entfernung  besitzt,  zum  Unendlichen  fortschreitende  Zweige, 
und  die  „Linien  des  Systems“,  welche  den  unendlich  entfernten 
Punkten  entsprechen,  sind  Asymptoten  der  Curve.  Wenn  aber,  wie 
im  dritten  und  vierten  Falle,  eine  Linie  des  Systems  selbst  im 
Unendlichen  ist,  so  sind  die  Zweige  der  Curve  von  parabolischer 
Form,  zum  Unendlichen  fortschreitend,  ohne  einer  angebbaren 
Asymptote  unbegrenzt  sich  zu  nähern.  Da  die  Kegel  zweiten  Gra- 
des, welche  die  Curve  enthalten,  zu  Cylindern  werden,  wenn  ihre 
Scheitel  in  unendliche  Entfernung  hinaus  rücken,  so  ist  es  mög- 
lich, drei  Cylinder  zweiten  Grades  zu  beschreiben,  welche  die 
Curve  enthalten,  und  deren  Erzeugende  den  Asymptoten  derselben 
respective  parallel  sind.  In  dem  Falle  der  cubischen  Ellipse  sind 
zwei  dieser  Cylinder  imaginär,  in  dem  Falle  der  hyperbolischen 
Parabel  existieren  nur  zwei  Cylinder,  deren  einer  parabolisch  ist, 
und  in  dem  Falle  der  cubischen  Parabel  lässt  sich  nur  ein  para- 
boliseJier  Cylinder  durch  die  Curve  legen. 

Es  folgt  aus  dem  Art.  77,  dass  in  dem  Falle  der  cubischen 
Ellipse  die  unendlich  entfernte  Ebene  eine  reelle  ,, Linie  in  zwei 
Ebenen“  enthält,  dass  diese  aber  in  dem  Falle  der  cubischen 
Hyperbel  imaginär  ist;  mit  anderen  Worten,  in  dem  ersten  Falle, 
aber  nicht  im  zweiten,  existieren  zwei  parallele  „Ebenen  des 
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Systems".  Aus  der  l'rojeclivitälseigenscliafi,  wclrhe  im  Art.  80 
entwickelt  wurde,  crkcimen  wir,  dass  in  dem  Fall  der  cubischen 
Parabel  irgend  drei  feste  ,,Fbenen  des  Systems"  alle  ,, Linien  des 
Systems“  nach  gleichem  Verbrdtniss  tbeilen.  In  Folge  dessen 
schneiden  alle  Ebenen  des  Systems  die  abwickelbare  Fläche  in 
Parahein.  Das  System  kann  betrachtet  werden  als  die  Enveloppe 
von  xt^  — — d = 0,  wo  d eine  Constante  ist.  Für 

weitere  Details  verweisen  wir  auf  die  Abhandinng  vonCremona. 

Man  kann  nach  den  Lim  drehungshy  per  holoiden  fragen, 
welche  durch  eine  gegebene  (inrve  dritter  Ordnung 
gehen.  Wenn  S,  S’  S"  die  drei  unendlich  entfernten  Punkte  der 
Curve  sind,  so  schneidet  ihre  Ebene  das  sic  enthaltende  (Jm- 
drehungshyperboloid  in  einem  dem  Dreieck  SS'S’  umgeschriebe- 
nen  Kegelschnitt,  welcher  mit  dem  imaginären  Kreis  Af  dieser 
Ebene  eine  doppelte  Berulirung  hat;  die  lierührungssehne  bezeich- 
net die  Stellung  der  cyclischen  oder  Parallelkreisebenen  dieser 
Fläche.  Die  Untersuchung  dieser  Frage  geht  daher  auf  ein  ein- 
faches planimetrisches  Prohlem  zurück , für  welches  die  Ilaupt- 
griindlage  der  Lösung  in  dem  Satze  liegt,  dass  jede  Sehne  eines 
Büschels  von  Kegelschnitten,  welche  in  zwei  festen  Punkten  ein- 
ander do|>pelt  herühren , mit  denselben  eine  Involution  bestimmt, 
die  in  der  Berührungssehne  einen  Doppelpunkt  hat;  und  wobei 
man  findet,  dass  vier  dem  Dreieck  SS'S"  umgeschriebene  Kegel- 
schnitte einen  gegebenen  Kegelschnitt  doppelt  berühren,  und  dass 
die  Beridiriingsschnen  ein  vollständiges  Viereck  bilden,  welches 
die  Linien  SS',  S'S",  S"S  zu  Diagonalen  hat.  Also;  Durch  die 
cubische  lly|)erbel  gehen  vier  reelle  ümdrehungs- 
hypcrholoide;  wenn  man  durch  einen  Punkt  die  sechs 
lialhicrungslinicn  der  von  deti  drei  Asymptoten  der 
Uurve  bestimmten  Winkel  legt,  so  sind  dieselben  zu 
dreien  in  vier  b e n e n enthalten,  welche  die  S t e 1 ku  n g e n 
der  Kreisschnittc  dieser  Hyperboloide  bezeichnen. 
Der  hyperholischen  Parabel  entsprechen  wie  der  Ellipse  zwei  reelle 
Umdrehungshyperholoide,  und  der  Parabel  ein  einziges. 

83.  Wir  schreiten  nun  zur  Classification  iler  Curven 
höherer  Ordnungen  vor.  Wir  haben  im  Art,  72  bewiesen, 
dass  durch  irgend  eine  Curve  zwei  Flächen  beschrieben  werden 
können,  für  welche  in  jedem  Falle  die  niedrigsten  Werthe  ihrer 
Ordnungen  leicht  zu  bestimmen  sind. 
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Wenn  wir  mit  den  einraclislcn  Werllien  von  fi  nnil  v be- 
ginnen und  alle  die  verschiedenen  F.'dle  des  UurchscIiniUs  zweier 
Fläclicn  von  den  Ordnungen  (i  und  v untersuchen , so  schliesscn 
wir  nothwendig  alle  möglichen  Curven  bis  zur  r‘™  Ordnung  hinauf 
ein,  wo  der  Werth  dieser  Grenze  r in  jedem  Falle  leiclit  zu 
finden  ist,  wenn  ft  und  v gegeben  sind.  Wir  beginnen  mit  dein 
Hinblick  auf  eine  sulche  Discussion,  indem  wir  die  Characteri- 
stica  der  D urchsch  ni  ttscurve  zweier  Flächen  unter- 
suchen. 

Offenbar  ist  m - fiv,  und  wenn  die  Flächen  sich  nicht  he- 
rfihren,  wie  wir  diess  zunächst  vorausselzen,  so  hat  ihre  Durch- 
schnittsrurve  keine  vielfachen  Funkle  (Kd.  I,  Art.  128)  und  es  ist 
daher  jS  = 0.  Um  die  Charactere  des  Systems  vollständig  zu  be- 
stimmen, ist  es  nölhig,  von  ihren  Singularitäten  noch  eine  wei- 
tere zu  kennen,  und  wir  wählen  r,  die  Ordnung  der  durch  die 
Tangenten  erzeugten  abwickelbaren  Fläche,  zur  Bestimmung.  Nun 
wird  die  Gleichung  dieser  abwickelbaren  Fläche  durch  Elimina- 
tion von  x'|,  .r'j,  x'j  zwischen  den  vier  Gleichungen 

V*  = 0,  “j"  Uj  X2  “I”  “f"  U4  0 

V - (),  FjXj  ”f"  ~h  FjX|  = 0 

erhalten,  in  welcher  U,,  Uj»  '^1®-  ei'slen  Diirerentialcoefficien- 
len  der  Folynome  der  Flächengleichungcn  sind.  Diese  Gleichungen 
sind  offenbar  von  den  Graden  ft,  v,  (ft— 1),  (v — 1)  respcctive, 
und  da  nur  die  zwei  letzten  von  ihnen  X|,  Xj,  Xj  enthalten,  so 
gehen  diese  Variahein  in  dem  Grade 

ftv  (e  — 1)  -f  fti;  {ft  — 1)  = fte  (ft  -f  i>  — 2) 
in  das  Resnitat  ein. 

Oder  auch  so:  Die  Bedingung,  unter  welcher  eine  „Linie 
des  Systems“  die  willkürliche  Linie 

«,x,  + (ijXj  -f  <13X3  -f  a,.Xj  = 0,  6,x,  + bjXj  + 63X3  -f  //,x,  = 0 

schneidet,  ist 


«, , 

H • 

"4 

*2. 

*3, 

*1 

= 0. 

Uf, 

U2, 

Ü2. 

f'V 

V2, 

»3. 

^■3 

i 

und  dieselbe  ist  olfenhar  vom  Grade  (ft  -j-  e — 2).  Diese  Resul- 
tante bezeichnet  eine  Fläche,  welche  der  Ort  derjenigen  Punkte 
ist,  für  welche  der  Durchschnitt  ihrer  Folarehcnen  bezüglich  der 

7* 
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Flächen  V und  V die  gegebene  gerade  Linie  scimeidel.  Und  die 
Punkte,  in  welclien  dieser  Ort  die  Ciirve  OV  schneidet,  sind 
diejenigen  Punkte,  für  welche  die  Tangenten  der  Curve  jene  Ge- 
rade schneiden. 

Aus  m = ß = 0,  r = iiv  {fl  V — 2)  finden  wir  dann 
nacli  Art.  69 

n—Su  V (ft  -|-  V — 3) ; n = 2 ftv (3 /» -(-  3 v — 10)  ;2h<=(iv (ft  — 1 ]{v — 1) ; 

2ff  = ^e{f.e(3^  + 3e  - _ 22  (f. -f  v)  + 71 } ; 

2x  = (ft  + V —2)*  — 4 (fl  + e)  -f  8^; 

2y  = fiv{fiv  (ft  -f  e — 2)*  — 10  (ft  -f  v)  + 28}. 

Wenn  die  Flächen  in  D Punkten  eine  einfache  und  in  K 
Punkten  eine  stationäre  Berührung  hätten,  so  geht  auch  die  Fläche 
von  der  Ordnung  (ft4"»' — 2)  durch  diese  und  die  übrigen  Schnitt- 
punkte beslinimcn  r = ftv  (ft  -|-  v — 2)  — 2Z)  — SA",  auch  ist 
ß = K,  und  somit  folgen  die  übrigen. 


Man  erhall 

l für 

fi  = V = 

II 

N 

II 

2,  V 

= 

die 

respectiven 

Werthgruppen 

m 

= 4,  y. 

6; 

ri  = 12, 

81,  36; 

o = 16, 

144, 

60: 

ß 

= 0,  0, 

0: 

<7=38, 

3006,  531 ; 

A=  2, 

18, 

6: 

X 

= 16,  576, 

126: 

y = 8, 

504,  96; 

r=  8, 

36, 

18. 

84.  Wir  bestätigen  diese  Resultate  durch  die  unabhängige 
Besliininung  der  Zahl  h der  ,, Linien  durch  zwei  Punkte“,  welche 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen  können,  d.  h.  der  Zahl  von 
Linien,  welche  durch  einen  gegebenen  Punkt  so  gelegt  werden 
können,  dass  sic  je  durch  zwei  Punkte  der  Durchschnittslinie  von 
V und  r gehen.  Dazu  ist  es  nöthig,  an  die  Methode  zu  erinnern, 
welche  in  Bd.  I,  Art.  117,  Beisp.  12  angewcndel  worden  ist,  um 
die  Gleichung  eines  Kegels  zu  finden,  dessen  Scheitel  ein  belie- 
biger Punkt  ist,  und  welcher  durch  die  DurchschnitLslinie  zweier 
Flächen  U und  V geht.  Wir  setzen  voraus,  der  Scheitel  des 
Kegels  sei  in  der  Curve  geuomineii,  so  dass  wir  ebensowohl  U=0 
als  F =3  0 für  seine  Coordinateu  haben.  Dann  erhellt  aus  der 
citierten  Stelle,  dass  die  Gleichung  des  Kegels  das  Resultat  der 
Fliminatiun  von  1 zwischen  den  Gleichungen 

äU+^^S‘U+  <53  y + etc.  = 0, 
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ist.  Diese  Gleichungen  sind  in  1 von  den  Graden  (,u — 1),  (e — 1); 
&U,  d’P,  etc.  enthalten  die  Coordinaten  x,  y,  z ■,  x,y,  z in  den 
Graden  (ft — 1),  1,  (ft  — 2),  2,  etc.  Die  Form  der  Glieder  der 
Resultante  zeigt  das  Glied  (d  ü)'“*  Man  erkennt  somit, 

dass  dieselbe  die  Variabein  x,  y,  z in  dem  Grade  v — l-t-v(ft — 1) 
= ftv  — 1 enthält,  während  sie  x',  y,  z'  im  Grade  (ft — l)(v — 1) 
enthält.  Jede  Kante  ilieses  Kegels  vom  Grade  (ftv — 1),  dessen 
Scheitel  ein  Punkt  der  Ciirve  ist,  ist  nothweudig  eine  „Linie 
durch  zwei  Punkte".  Wenn  wir  nun  die  Coordinaten  eines 
Punktes  x,  y,  z au!  dieser  Kegeldächc  als  bekannt  betrachten 
und  x',  y,  z'  als  gesucht,  so  bestimmt  die  Gleichung  vom  Grade 
(ft  — 1)  (v  — 1)  durch  ihre  Conibination  mit  den  Gleichungen 
(j  = Q und  V = 0 die  Punkte,  welche  den  durch  den  ange- 
nommenen Punkt  gehenden  „Linien  durch  zwei  Punkte“  ent- 
sprechen. Die  Gesamrotzahl  solcher  Punkte  ist  daher  gleich 
ftv(ft — 1)  (v — 1),  und  die  Anzahl  der  Linien  durch  zwei  Punkte 
ist  natürlich  die  Hälfte  von  ihr. 

Die  in  diesem  Art.  bestimmte  Zahl  werde  ich  die  Zahl  der 
scheinbaren  Doppelpunkte  in  der  Diirchschnittsciirve 
zweier  Flächen  nennen;  denn  einem  in  irgend  einem  Punkte 
gedachten  Auge  scheinen  sich  zwei  Zweige  einer  Curvc  zu  durch- 
schneiden,  wenn  irgend  eine  von  ihm  ausgehende  gerade  Linie 
jene  beiden  Zweige  schneidet. 

85.  Wir  betrachten  nun  den  Fall,  wenn  die  Curve  OV  auch 
wirkliche  Doppelpunkte  besitzt,  d.  h.  wenn  die  beiden 
Flächen  sich  in  einem  Punkte  oder  in  mehreren  Punkten  berüh- 
ren. In  diesem  Falle  bleibt  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte genau  dieselbe,  wie  im  letzten  Art.,  und  der  Kegel, 
welcher  über  der  Durchschnittscurve  steht  und  einen  beliebigen 
Punkt  des  Raumes  zum  Scheitel  hat,  hat  die  Verhitidungslinien 
des  Scheitels  mit  den  Berührungspunkten  und  mit  den  schein- 
baren Doppelpunkten  überdiess  als  Doppelkanten.  Denn  cs  ist 
leicht  zu  zeigen,  dass  die  Untersuchung  des  letzten  Art.  die  Ver- 
bindungslinien eines  willkürlichen  Punktes  mit  den  Berührungs- 
punkten nicht  umfasst.  Sie  bestimmt  die  Anzahl  derjenigen  Fälle, 
in  denen  der  Radius  vector  von  irgend  einem  Punkte  aus  zwei 
verschiedene  den  beiden  Flächen  gemeinschaftliche  Werthe  hat; 
der  Radius  vcctor  eines  Berührungspunktes  hat  dagegen  nur  einen 
für  beide  Flächen  zugleich  geltenden  Werth,  weil  der  Berührungs- 
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|iiiiikl  in  kf.iiier  ilor  Kl;"irlieii  fiii  |)np|iel|iiiiikl  ist.  Jeder  Heriili- 
niii"sj)Uiikl  fiigl  somit  zur  Zahl  der  Llu|)|ielkatiten  des  Kegels  ^ 
eine  länheil  hinzu  und  vermindert  .somit  tleii  (Irad  der  ahwirkcl- 
haren  Fläclie  um  zwei  Kinhcilen.  Uiess  könnte  auch  aus  .Art.  83 
abgeleitet  werden,  weil  die  von  den  Tangenten  der  nurchschnitts- 
curve  erzeugte  Fläche  die  Tangentenehene  in  einem  Iterührungs- 
punkl  als  einen  Factor  einschlicssen  muss,  da  jede  Taiigeiitcnlinie 
in  dieser  Kbene  die  Uurchscbnittscurve  berfdirt. 

Wenn  die  Flächen  in  irgend  einem  Funkt  eine  stationäre 
llerührung  haben  (s.  Hd.  I,  Art.  129),  so  ist  die  Verbindungs- 
linie dieses  l’unkles  mit  dem  Scheitel  des  Kegels  eine  Cuspidal- 
kante  dieses  Letzteren.  Wenn  die  Flächen  in  t Funkten  einrache 
Iteridirmig  und  in  ß Funkten  stationäre  Iternhrung  haben,  so 
gelten  die  Formeln 

m = pe;  ß = ß\  '2/t  = fiv  (p  — 1)  (e  — 1)  2Z; 

r = p e (p  » — 2)  — 2 t — 3 ß, 
lind  cs  ist  leicht  zn  berechnen,  wie  die  fdirigen  Zahlen  «les  Art. 
83  mndiliciert  werden. 

Wir  können  so  eine  G re  nzc  der  Zahl  von  Funkten  er- 
halten, in  welchen  zwei  Flächen  sich  berühren  kön- 
nen, wenn  ihre  llurchschni ttscurvc  nicht  in  Curven 
niedrigerer  Ordnungen  zerfällt;  denn  wir  haben  nur  die 
Zahl  scheinbarer  Doppelpunkte  von  der  Maximalzabl  der  Doppel- 
punkte zu  subtrahieren,  welche  eine  ebene  Ciirve  vom  Grade  uv 

haben  kann.  Der  Rest  ist  ^ i. 

86.  Wir  wollen  nun  zeigen,  dass  wenn  die  Durch- 
sebn i 1 1 s c u r v e z w e i e r F 1 ä c h e n i n z w e i e i n f a c h e r c G n r v e n 
zerfällt,  die  Characteristica  dieser  Curven  so  verbun- 
den sind,  dass  aus  den  bekannten  der  einen  die  der 
anderen  gefunden  werden  können. 

Es  ward  im  Art.  84  bewiesen,  dass  die  Funkte  der  Durcli- 
schnittscurvc , welche  zu  den  durch  einen  gegehenen  Funkt 
gehenden  „I.inien  durch  zwei  Funkte"  gehören,  den  Durchschnitt 
dieser  Curve  UV  mit  einer  Fläche  von  der  Ordnung  (p — l)(v — 1) 
bilden.  Setzen  wir  voraus,  dass  die  Durchschnittscurve  in  zwei 
Curven  von  den  Ordnungen  m und  m zerfällt,  so  dass  m-(-m'=pv 
ist,  so  müssen  die  zwei  Funkte  in  irgend  einer  von  jenen  ünien 
entweder  beide  der  Curve  wi  oder  beide  der  Curve  m,  oder  es 
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imiss  (liT  eine  jener,  der  andere  dieser  angeliüren.  Sei  die  Zahl 
der  Linien  durch  zwei  l‘nnkte  in  der  ersten  Lurve  ä.  in  der 
zweiten  h' , und  bezeichne  H die  Zahl  der  Linien,  welche  je^ 
einen  Pnnkl  in  jeder  der  Curven  hahen,  iiiler  mit  anderni  Ans- 
druck <lie  Zahl  der  sch  ein  hären  I>nrchsrhnitts|innkte 
beider  Lnrven.  Indem  wir  daun  die  Punkte  betrachten,  in  denen 
jede  der  beiden  Curven  ilie  Kl.ärhe  von  der  Ordnung  (ft — 1)  (r — 1) 
schneidet,  erhalten  wir  ofTenhar  die  Cleichnugen 

m (ft  — 1)  (v  — 1)  = 2/i  + H.  m (ft  — 1)  (e  — 1)  = 2/t'  + //; 
also  2 (A  — h')  — (m  — m ) (fi  — 1)  (•'  — I)- 

Wenn  also  »i  und  A liekannl  sind,  so  können  m'  und  A' 
gernnden  werden,  l.'m  ein  lleis|iiel  zu  nehmen,  welches  wir 
früher  discutiert  hahen,  denken  wir  ilen  Dnrchschnill  zweier 
Flächen  zweiten  Grades  ans  einer  geraden  Linie,  für  welche 
m' = 1,  A' = 0 ist,  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  bestehen, 
also  m = 3,  und  finileii  aus  der  vorher  geschriebenen  Gleich- 
ung A = 1. 

87.  ln  gleicher  Art  ward  im  Art.  83  bewiesen,  dass  der 
Ort  der  Punkte,  für  welche  die  Durchschuitlslinie  der  in  Ueziig 
auf  U und  V genommenen  Polarebenen  eine  willkürlich  gewählte 
Linie  schneidet,  eine  Fläche  von  der  Ordnung  (ft  -(-  e — 2)  ist. 
Die  erste  Curve  schneidet  diese  Fläche  in  den  t Punkten,  in  wel- 
chen die  Curven  m und  m sich  dnrchschnciden,  weil  V unil  F 
sich  in  diesen  Punkten  berühren , und  in  den  r Punkten,  für 
welche  die  Tangenten  der  Curve  die  gegebene  Linie  schneiden. 
Man  hat  dann 

»I  (ft  — 2)  = r -(-  i,  m'  (ft  -{-  r — 2)  — / -j-  I, 
also  (m  — m')  (ft  -(-  V — 2)  = r — r, 

eine  Gleichung,  weiche  leicht  aus  der  des  letzten  Art.  abgeleitet 
werden  kann. 

Der  Durchschnitt  der  concentrischen  Kegel,  welche  über  den 
Curven  m,  m'  stehen,  wird  gebildet  von  den  I Linien  nach  den 
wirklichen  Dnrchschnittspunkten  der  Curven  und  den  //  Linien, 
die  den  scheinbaren  Durchschnittspunkten  eiiLsprechen;  und  die 
Gleichung  H t = mm’  wird  leicht  durch  die  Werthe  bestätigt, 
die  eben  für  JI  und  l gefunden  worden  sind,  indem  man  erinnert, 
dass  auch  die  Hclationen  gelten  m'=^v — m,r=m{m  — 1)  — 2A. 

88.  Nachdem  nun  die  zur  Anwendung  kommenden  Principien 
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begründet  sind,  wenden  wir  uns  zur  Aurzälilung  der  verschiede- 
nen Species  von  Curvcn  der  vierten  Ordnung. 

Jede  doppelt  gekrümmte  Ciirve  vierter  Ordnung 
liegt  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades.  Denn  die  durch 
neun  Punkte  der  Curve  hestimmte  Fläche  zweiten  (irades  muss 
nach  Art.  72  die  Gurve  vollständig  enthalten.  Aber  es  ist  nicht 
allgemein  wahr,  dass  durch  eine  solche  Curve  eine  zweite  Fläche 
zweiten  Grades  beschrichen  werden  kann.  Es  giebt  daher  zwei 
Haiiptfamilien  von  Curvcn  vierten  Grades,  nämlich  die- 
jenigen, w eiche  Durch  sc  hnittscurven  zweier  Flächen 
zweiten  Grades  sind,  und  die  andern,  durch  welche 
nur  eine  Fläche  zweiten  Grades  gelegt  werden  kann.”) 

Wir  beginnen  die  Betrachtung  mit  den  Curvcn  der  ersten 
Familie.  Die  Charactere  der  Durchschnitlscurve  zweier 
Flächen  zw  eilen  Grades,  die  sich  nicht  berühren,  sind 
nach  Art.  83 

m = 4,  n = 12,  r=  8.  a = 16,  ß = 0,  x — 16, 
y = 8,  y = 38,  A = 2. 

Mehrere  von  diesen  Itesultaten  können  unabhängig  begründet 
werden.  So  haben  wir  im  Art.  160  Od.  I die  Gleichung  der 
abwickelbaren  Fläche  gegeben,  welche  durch  die  Tangenten  der 
Curve  gebildet  wird,  und  die  vom  achten  Grade  ist;  eben  dort 
ist  auch  bewiesen,  dass  die  abwickelbare  Fläche  in  jeder  der 
vier  Flächen  des  gcmeinschartlichen  sich  selbst  conjugierten 
Tetraeders  eine  Doppellinie  von  der  vierten  Ordnung  hat;  in 
Folge  dessen  ist  x = 16.*)  Jede  von  diesen  Curven  vierter 
Ordnung  geht  durch  die  vier  Punkte  der  Raumeurve,  in  denen 
sie  von  Erzeugenden  desjenigen  diu  Curve  enthaltenden  Kegels 
zweiten  Grades  berührt  wird,  dessen  Spitze  der  Pul  ihrer  Ebene 
ist.  Die  entsprechenden  Berührungsebenen  desselben  sind  die 
stationären  Oscnlationsehenen  der  Curve.  Ferner  in  Art.  160 
Bd.  I gezeigt  worden,  dass  die  Gleichung  der  Osculationsehenc 
von  der  Form  S"«  = Sw  ist,  wenn  u und  v die  Tangenlenebenen 
zu  O und  y in  dem  Punkte  bezeichnen;  sie  enthält  die  Courdi- 


*)  Es  hätte  auch  ausgesprochen  worden  mögen,  dass  die  zweien 
Flächen  zweiten  Grades  gemeinschaftlich  umschriebene  abwickelbare 
Fläche  einen  Kegelschnitt  in  jeder  der  Hauptebenen  als  Doppellinio 
bat;  siehe  Bd.  I,  Art.  158.  Die  Zahl  y = 8 gebt  daraus  hervor. 
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nalcu  des  Berüliruiigs|mnkles  im  drillen  Grade.  Wenn  dann  ge- 
forderl  wird,  durch  irgend  einen  aiigenomnienen  l'unkl  eine 
Usculalionscbene  zu  legen,  su  sind  die  Berührungspunkle  durch 
die  Diirchschnillc  der  Curve  U f’  mil  einer  Fläclie  vom  drillen 
Grade  beslimml,  und  die  Aufgabe  nimml  daher  zwölf  Auflösungen 
an,  d.  i.  man  hal  n = 12.  Endlich  isl  oiTcnbar  jede  gerade 
Erzeugende  einer  die  Curve  enlhallendcn  Fläche  zvvcilen  Grades 
eine  ,, Linie  durch  zwei  Funkle“  (Art  715);  und  da  wir  durch 
einen  beliebigen  Funkl  eine  Fläche  zweiten  Grades  von  der 
Familie  U XV  = 0 beschreiben  können,  so  sind  die  beiden 
durch  diesen  Punkt  gehenden  geradlinigen  Erzeugenden  derselben 
zwei  „Linien  durch  zwei  Punkte“,  d.  i.  h — 2.  Die  , .Linien 
ilurch  zwei  Punkte“  können  überdiess  durch  folgende  Conslruc- 
lion  gefunden  werden,  deren  Begründung  leicht  zu  erkennen  isl: 
Man  legi  durch  den  gewählten  Punkt  0 und  durch  die  Durch- 
schnitlslinie  seiner  Polarebeneii  in  Bezug  auf  die  beiden  Flächen 
zweiten  Grades  eine  Ebene;  sie  beslimml  luil  der  Curve  vierter 
Ordnung  vier  Punkte,  welche  in  zwei  sich  in  0 durchschneiden- 
den geraden  Linien  liegen.  Eine  Curve  dieser  Art  wird  nach 
Bd.  1,  Art.  120  durch  acht  Punkte  bestimmt. 

89.  Wenn  zweitens  die  beiden  F'lächen  zweiten  Gra- 
des sich  berühren,  so  besitzt  nach  Art  85  der  über  der 
Curve  stehende  Kegel  eine  Doppelkanle  mehr  als  im  ersten  Falle 
und  die  abwickelbare  Fläche  isl  von  einem  um  zwei  Einheiten 
niedrigerem  Grade.  Also  hal  man 

m = 4,  n = 6,  r = 6,  5 = 6,  h = 3,  a ■=  4, 

^ = 0,  X = 6,  y = 4. 

Die  Üoppelcurve  sechster  Ordnung  wird  von  zwei  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  gebildet,  die  in  den  Polarebenen  der 
Spitzen  der  beiden  Kegel  zweiten  Grades  liegen,  welche  die  Curve 
enthalten  — abgesehen  von  demjenigen,  welcher  aus  dem  Doppel- 
punkt beschrieben  isl,  und  dessen  Polarebene  natürlich  durch 
diesen  seihst  geht;  jede  derselben  begegnet  der  Curve  in  zwei 
Punkten,  denen  als  zugehörige  Tangentenebenen  des  Kegels  sta- 
tionäre Ebenen  entsprechen. 

Drittens  können  sich  die  Flächen  zweiten  Grades 
in  einem  stationären  Punkt  berühren,  und  wir  haben 
m = 4,  n ==  4,  r = 3,  y = 2,  A = 2,  « = 1, 
ß = 1,  X = 2,  y = 2. 
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Die  h)l>fiic  des  DoppelkegelschnUls  ist  die  I’olaiebcne  des 
St'iieiteis  von  dem  einzigen  Kegel  zweilcn  Drades,  der,  ausser 
dem  vom  ltnekkehrpiinkl  bestimmten,  die  Ctirve  enthält;  der 
Kegelschnitt  schneidet  die  Curve  in  dem  der  stationären  Ebene 
entsprechenden  Punkte. 

Diess  System  kann  als  die  Enveloppe  von 

-|-  fiet*  -|-  4rft  -f-  c = 0 

angesehen  werden,  wo  i einen  veränderlichen  Parameter  bezeich- 
net.*) Die  Enveloppe  ist 

(oc  -)-  3c*)^  ==  27  («ce  — «rf*  — 
welche  in  ent«ickeller  Form  den  allen  (iliedern  gemeinschaft- 
lichen Factor  a anszuscheiden  gestattet  und  sich  so  auf  den  fünf- 
ten Crad  reduciert.  Die  Cuspidalkante  ist  der  Durchschnitt  von 
«c  3c^  = 0 mit  Ic«  — Sd^  0.  Die  Curve  und  die  deve- 
loppahle  Fläche  derselben  sind  reciproke  Gebilde  und  erlauben 
darum,  ein  System  geometrischer  Verwandtschaft  im  Itaume  zu 
hegrüiiden^');  fünf  Punkte  bestimmen  die  Curve,  fünf  El)cnen 
desgleichen  die  developpable  P'läche;  daher  sind  alle  Curven  die- 
ser Art  und  ihre  developpabeln  Flächen  collinear  und  reciprok 
zu  einander. 3^) 

Weil  ein  Kegel  vom  vierten  Grade  nicht  mehr  als  drei  Dop- 
pclkanten  haben  kann,  so  können  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
sich  nicht  in  mehr  als  einem  Punkte  berühren,  ohne  dass  ihre 
Diirchscbnittscurve  in  einfachere  Curven  zerfällt.  (V'ergl.  Art.  85). 
Wenn  sie  sich  in  zwei  Punkten  derselben  geraden  Erzeugenden 
berühren,  so  ist  dieselbe  nothwendig  den  Flächen  gemeinschaft- 
lich, und  der  Durchschnitt  zerfällt  in  eine  gerade  Linie  und  eine 
Curve  dritter  Ordnung.  Wenn  sie  sich  in  zwei  Punkten  berühren, 
die  nicht  derselben  Erzeugenden  angehören,  so  zerfällt  die  Durrh- 
sclinittscurve  in  zwei  ebene  Kegelschnitte,  deren  Ebenen  sich  in 
der  geraden  Verbindungslinie  jener  Punkte  durchsebneiden. 

90.  Wenn  eine  Curve  vierter  Ordnung  nicht  der  Durchschnitt 
zweier  Flächen  vom  zweiten  Grade  ist,  so  muss  sie  der  theil- 
weise  Durchschnitt  einer  Fläche  zweiter  und  einer 
Fläche  dritter  Ordnung  sein.  Wir  haben  bereits  gesehen, 
dass  sich  eine  Fläche  zweiten  Grades  immer  durch  die  Curve 

*)  Diese  Uemerkunf;  verdankt  der  Autor  A.  Cayloy. 
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It'gen  lasst;  wuiiti  wir  alsdann  durch  dreizelin  l‘unklK  in  ihr  und 
durch  sechs  andere,  welche  nicht  in  der  nämlichen  Ehern;  liegen 
dürfen,*)  eine  Eläche  dritter  Ordnung  heschreiben,  so  muss  die- 
selbe die  gegebene  Cnrve  vollständig  enihalten.  Der  Ihirchschnitl 
dieser  cubischen  mit  der  vorher  bestimmteti  (|uadratischen  Fläche 
muss  die  C.urve  vierter  Ordnung  in  Verbindung  mit  einer  Linie 
zweiten  Grades  sein,  und  die  scheinbaren  Doppelininkte  der  bei- 
den Gurven  sind  durch  die  Itelation  h — A'  = 2 verbunden,  wie 
man  durch  Einsetzung  der  Werthe  m = 4,  in  — 2, = 3,  v — 2 
in  die  Formeln  des  Art.  86  erkennt.  Wenn  die  Linie  zweiten 
Grades  eine  ebene  Curve  ist,  d.  h.  ein  Kegelschnitt  oder  ein 
Paar  sich  schneidende  gerade  Linien,  so  ist  h'  = 0 und  daher 
A = 2;  die  Gnrve  vierter  Ordnung  ist  somit  eine  von  der  vorher 
besprochenen  Art,  welche  zwei  scheinbare  Doppelpunkte  besitzt. 
1'^  ist  ausserdem  leicht  zu  erkennen,  dass  immer,  wenn  eine 
cuhischo  und  quadratische  Fläche  eine  ebene  Gurre  gemein 
haben,  durch  den  Rest  der  Durchschnitlscurve  eine  zweite  (|ua- 
dratische  Fläche  gelegt  werden  kann;  denn  die  Gleichungen  der 
Flächen  sind  rcspective  von  den  Formen  zw  = zvj  = u^x-, 
sic  durchscheiden  sich  also  in  — xtv. 

Wenn  dagegen  die  (luadratische  und  die  cuhische 
Fläche  zwei  gerade  Linien  gemein  haben,  die  nicht 
in  derselben  Ebene  liegen,  so  bilden  diese  ein  System  mit 
einem  scheinbaren  Doppelpunkt,  weil  durch  jeden  Punkt  eine 
beiden  Geraden  gemeinschaftliche  Transversale  gezogen  werden 
kann.  Weil  somit  A' = 1,  so  ist  A = 3,  d.  h.  diese  Gurven 
vierter  Ordnung  haben  drei  scheinbare  Doppelpunkte 
und  sind  daher  wesentlich  von  den  vorher  disentierten  verschie- 
den; welche  deren  nicht  mehr  als  zwei  haben  können. 

Die  numerischen  Gharactere  dieser  Gurven  sind  genau  die 
nändichen,  wie  die  der  ersten  Species  in  Art.  89,  da  der  über 
einer  solchen  Curve  stehende  Kegel  drei  Doppelkantcn  besitzt, 
und  der  Unterschied  besteht  nur  darin,  dass  eine  der  Doppei- 


*)  DieBO  Einschränkung  ist  deshalb  uothwendig,  weil  sonst  dio 
Fläche  dritter  Ordnung  aus  einer  Ebene  und  einer  Flache  zweiten  Gra- 
des bestehen  kiiniitc.  So  kann,  wenn  eine  .Curve  fünfter  Ordnung 
in  einer  Fläche  vom  zweiten  Gnade  liegt,  nicht  bewiesen  werden,  dass 
eine  von  jener  verschiedene  Fläche  dritter  Ordnung  die  gegebene  Curve 
enthalten  könne. 
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kaiiluii  in  dem  einen  Falle  aus  einem  wirklichen  Ituppelpunkle 
hervorgelil,  wahrend  sie,  im  anderen  ebenso  wie  die  übrigen  aus 
einem  scheinbaren  Doppelpunkte  entspringt. 

Dicss  System  von  Curven  vierter  Ordnung  ist  das  reciproke 
von  dem  durch  die  Enveloppe  von 

at'  + \bl'  -f-  6c<^  + 4d<  + c = 0 
gegebenen.  Diess  letztere  System  bat  ausser  seiner  Cuspidalcurve 
der  sechsten  Ordnung  noch  eine  .Nodalcurve  oder  Knotenlinie  der 
vierten  Ordnung,  welche  von  der  jetzt  behandelten  Art  ist.  Um- 
gekehrt ist  die  Uop]ielcurve  unseres  Systems  von  der  Ordnung 
sechs.  Sie  bestimmt  in  der  Itückkehrkante  die  vier  Punkte, 
denen  stationäre  Ebenen  entsprechen;  ausser  diesen  existieren 
vier  Schnittpunkte  beider  Curven,  welche  für  die  Doppelcurve 
stationär  sind. 

Es  wird  wie  im  Art.  76  bewiesen,  dass  diese  Curven  vier- 
ter Ordnung  durch  alle  diejenigen  Erzeugenden  der  durch  sie 
möglichen  quadratLschen  Fläche  in  drei  Punkten  geschnitten  wer- 
den, welche  mit  den  beiden  Flächen  gemeinsamen  geraden  Linien 
von  demselben  System  sind;  dass  sie  aber  von  den  Erz.eugendeii 
des  jedesmaligen  andern  Systems  immer  in  Jiur  einem  Punkte 
geschnitten  werden.  Daraus  folgt,  dass  das  Doppeiverhält- 
niss  von  vier  Ebenen,  welche  durch  vier  Punkte  der 
Curve  und  eine  jener  sie  dreifach  schneidenden  Er- 
zeugenden bestimmt  sind,  von  der  Lage  dieser  letzteren 
unabhängig  ist. 

Der  über  der  Curve  stehende  Kegel,  welclier  zugleich  einen 
ihrer  Punkte  zum  Scheitel  hat,  ist  dann  ein  Kegel  dritten  Grades  , 
mit  einer  Doppelkante,  welche  eine  der  beiden  durch  den  Scheitel 
gehenden  Erzeugenden  der  quadratischen  Fläche  ist,  die  durch 
die  Curve  gelegt  werden  kann. 

Während  so  eine  beliebige  Curve  dritter  Ordnung  aU  die 
Projection  des  Durchschnitts  zweier  quadratischen  P'lächen  ange- 
sehen werden  kann,  können  Curven  vierter  Ordnung,  welche 
dieser  zweiten  Familie  angehüren,  nur  in  Curven  dritter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt  projiciert  werden.  Die  Fläche  zweiten 
Grades  kann  als  die  Fläche  betrachtet  werden  welche  durch  die 
sämmtlichen  ,, Linien  durch  drei  Punkte"  der  Curve  erzeugt  wird. 

Da  die  Linien  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  drei  In- 
nexions])unkte  in  einer  Geraden  haben,  welche  die  harmonische 
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Polare  des  Doppelpunktes  in  Bezug  auf  das  Dreieck  der  Inflexions- 
tnngcnlen  ist  (Art.  77),  so  gehen  durch  einen  heliebigen 
Punkt  unserer  Ciirve.  drei  Ebenen  ihres  Systems, 
deren  Berührungspunkte  mit  dem  gegebenen  in  d tM'- 
selben  Ebene  liegen,  welche  die  harmonische  Polare 
der  durch  den  gegebenen  Punkt  gehenden  dreifach 
Erzeugenden  in  Bezug  auf  die  dreiseitige  Ecke  jener 
Ebenen  des  Systems  ist. 

Aus  dem  Gesagten  ist  endlich  olTcnbar,  dass  jede  Curve 
vierter  Ordnung,  welche  drei  scheinbare  Doppel- 
punkte hat,  als  der  Durchschnitt  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  mit  einem  Kegel  dritten  Grades  betrachtet 
werden  kann,  für  welchen  eine  der  Erzeugenden  der 
Fläche  zweiten  Grades  eine  Doppelkante  ist. 

91.  Cayley  hat  bemerkt,  dass  es  möglich  ist,  durch 
acht  Punkte  eine  Curve  vierter  Ordnung  von  dieser 
zweiten  Familie  zu  beschreiben.  Das  Problem  erfordert, 
dass  wir  durch  die  acht  Punkte  einen  Kegel  dritten  Grades  legen, 
welcher  einen  von  ihnen  zum  Scheitel  hat  und  eine  Doppelkante 
besitzt,  welche  zugleich  eine  Erzeugende  einer  durch  diese  acht 
Punkte  gehenden  Fläche  zweiten  Grades  ist.  Nun  ward  in  Art. 
88  bewiesen,  dass  wenn  ein  System  von  Flächen  zweiten  Grades 
durch  acht  Punkte  gelegt  wird,  alle  durch  irgend  einen  dieser 
Punkte  gehenden  Erzeugenden  seiner  Flächen  in  einem  Kegel 
dritten  Grades  liegen , welcher  durch  die  von  denselben  acht 
Punkten  bestimmte  Curve  vierter  Ordnung  von  der  ersten  Familie 
hindurchgeht.  Wenn  sodann  S=0,  S"=0,  S"=0  drei  cubische 
Kegel  sind,  welche  den  nämlichen  Scheitel  besitzen  und  durch 
sieben  andere  Punkte  gehen,  so  ist  AS  -(-  (iS"  -|-  eS"  = 0 der 
allgemeine  Ausdruck  für  einen  dieselben  Bedingungen  erfüllenden 
Kegel,  und  wenn  derselbe  eine  Doppelkante  haben  soll,  so  geht 
ASj -f"  (“'S,' -f"  *'®i"  = 0 durch  diese  Kante.  Wenn  man  daher 
A,  (i,  V zwischen  den  drei  Differentialen  eliminiert,  so  ist  der 
Ort  der  Doppelkanten  der  Kegel  vom  sechsten  Grade 

s,  (s;  s"-  s"  Sj')  -f  s,(s/  s,"  - s,"  s/j + s,  (s/  s/'-s,"s.;)=o. 

Der  Durchschnitt  dieses  Kegels  vom  sechsten  Grade  mit  dem 
andern  vom  dritten  Grade  bestimmt  gerade  Linien,  durch  deren 
jede  eine  Kegelflächc  zweiten  und  eine  Kcgelllächc  dritten  Grades 
beschrieben  werden  können,  welche  die  vorgeschriebenen  Be- 
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(lingiiiigcn  erfüllen.  .Man  wird  bemerken,  dass  die  geraden  Linien, 
welche  den  angenommenen  Scheitel  mit  den  sieben  andern  Punk- 
ten verbinden,  einfache  Kauten  eines  dieser  Kegel  und  Doppel- 
kanten  des  andern  sind,  und  dass  sie,  mit  vierzehn  üurchschnitts- 
linien  gleichwcrthig,  der  Auflösung  des  Problems  fremd  sind.  In 
Folge  dessen  können  vier  Curven  vierter  Ordnung 
von  der  zweiten  Familie  durch  die  gegebenen  Punkte 
beschrieben  werden.*®) 

92.  Cayley  hat  meine  Aufmerksamkeit  auch  auf  einen  spe- 
cicllen  Fall  von  dieser  zweiten  Familie  von  Curven  vierter  Ord- 
nung gelenkt,  den  ich  zu  bemerken  unterlassen.  Die  Curve  kann 
eine  .stationäre  Tangente  oder  lineare  Intlexiou  haben,  d.  b.  es 
können  <lrei  einanderfolgende  Punkte  derselben  in  einer  Geraden 
liegen.  Diess  kann  nicht  bei  Curven  vierter  Ordnung  erster  Art 
stattfinden , weil  dann  diese  Erzeugende  den  Developpabeln  eine 
Erzeugende  beider  Flächen  zweiten  Grades  sein,  und  folglich  der 
Durchschnitt  derselben  zerfallen  müsste  in  diese  Gerade  und  eine 
Curve  dritter  Ordnung.  Untersuchen  wir  also,  in  welchem  Falle 
drei  aufeinanderfolgende  Ebenen  des  Systems  von  der  Gleichung 
a<*-|-4ft/*-|-6ct*-|-4rft-)-e=0  durch  dieselbe  Gerade  gehen.  In 
einem  sulchen  Falle  können  wir  die  Gleichung  so  transformieren,  das 
der  fragliche  singuläre  Punkt  dem  Werlhet  = oo  entspricht,  dass  also 
die  drei  Ebenen  a,  b,  c durch  dieselbe  Gerade  gehen,  oder  dass 
die  Gleichung  der  letzteren  von  der  Form  Aa  + f‘*  = 0 ist. 
Transformieren  wir  dann  die  Gleichung  ferner  durch  Einführung 
von  t -\-S  für  /,  so  kann  9 so  bestimmt  werden , dass  die 
mit  b multiplicierte  Grösse  im  Coefficienten  von  t*  verschwindet. 
Dann  ist  das  System  die  Enveloppe  der  Ebene  von  der  Gleichung 
o<*-|-4l»<*-)-6/l(7t*-j-4dt-|-e=0.  Dem  Verschwinden  von  A entspricht 
ein  noch  .speciellerer  Fall,  ot'-f-4fct*-)-4d/-|-e=0;  cs  existieren  dann 
zwei  Punkte  linearer  Inllexion,  welche  den  VVerthen  t = oo  und 
1 1=  0 entsprechen.  Die  developpable  Fläche  wird  im  letztem 
Fall  durch  {ae  — 4ftrf)*  = 27  {a<P  -f-  c6*)*  dargeslellt,  und  ihre 
Itückkehrkante  ist  die  Durchschnittscurve  von  ae  — ibd  =0 
mit  ad*-|-e6*  = 0,  welche  aus  einer  Curve  vierter  Ordnung 
und  den  Geraden  ab,  de  besieht.  Diess  System  ist  eines  von 
denen,  welche  sich  selbst  reciprok  sind,  denn  man  bat  m=n—i, 
g = h = 3,  ac  = y = 4,  a = ß = 0,  r = 6.  Der  Schnitt  einer 
Ebene  mit  der  Developpabeln  hat  sechs  Spitzen,  nämlich  ausser 
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(lenen  in  vier  Punkten  der  Rfickkelircnrve  in  den  beiden  stationären 
Ozeugenden  ab,  de.  In  dem  voransbezeichneten  Falle,  wo  e 
nicht  verschwindet,  aber  gleich  Aot  ist,  existiert  nur  ein  Punkt 
linearer  Inllexion;  die  fragliche  Enveloppe  ist  dann  die  Reciproke 
eines  Systems,  für  welches  m — i,  n = 6,  r = 6,  h = ‘i,  g =4, 
a:  = 5,  y ==  4 ist. 

Ein  anderer  Specialfall  wäre  der,  wo  die  Curve  eine  Doppel- 
tangente besitzt,  die  dann  auch  eine  Doppellinie  der  develop|)abein 
Fläche  ist;  aber  diess  kann  bei  Curven  vierter  Ordnung  niclit 
Vorkommen.  Zur  Vervollständigung  wäre  es  nüthig,  nach  der 
Anzahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  geordnet,  die  uneigent- 
lichen oder  complexen  Systeme  von  Linien  vierter  und  ebenso 
geringerer  Ordnung  anfzuzählen.  Für  m = 2 , A = 1 zw  ei 
Gerade,  die  nicht  in  derselben  Ebene  liegen;  m = 3,  A = 1, 
ein  Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  die  ihn  einfacli  schneidet; 
m = 3,  h = 2,  ein  Kegelschnitt  und  eine  ihn  nicht  schneidende 
(icrade;  m = 3,  h — 3,  drei  windschiefe  Gerade;  dann  m =-  4. 
A = 2,  eine  ebene  Curvc  dritter  Ordnung  und  eine  ihn  einfach 
schneidende  Gerade  oder  eine  Haumeurve  dritter  Ordnung  und 
eine  Sehne  derselben  oder  zwei  Kegelschnitte,  die  zwei  Punkte 
gemein  haben;  m = 4,  A = 3,  eine  ebene  Curve  dritter  Ordnung 
und  eine  Gerade,  die  sie  nicht  schneidet,  oder  eine  Kaumeurve 
dritter  Ordnung  und  eine  sie  einfach  schneidende  Gerade,  oder 
zwei  Kegelschnitte,  die  einen  Punkt  gemein  haben;  m=4,A>=4, 
eine  Raumeurve  dritter  Ordnung  und  eine  sie  nicht  schneidende 
Gerade,  oder  zwei  sicli  nicht  schneidende  Kegelschnitte;  m = 4, 
A = 5,  ein  Kegelschnitt  und  zwei  weder  diesen  noch  einander 
schneidende  Gerade;  m = 4,  A = 6,  vier  windschiefe  Gerade. 

93.  In  der  Fortsetzung  dieser  Aufzählung  auf  Curven  höherer 
Ordnungen  liegt  keine  Schwierigkeit,  und  es  ist  in  Bezug  auf 
Curven  der  fünften  Ordnung  geschehen.  Ausser  den  ebenen 
Curven  fünfter  Ordnung  existieren:  I.  Curven  füiiRer  Ordnung, 
welche  den  partiellen  Durchschnitt  einer  Fläclie  zweiter  mit 
einer  Fläche  dritter  Ordnung  bilden,  die  eine  gerade  Linie 
gemein  haben;  dieselben  haben  je  vier  scheinbare  Doppel- 
punkte und  können  ausserdem  zwei  wirkliche  Doppelpunkte  oder 
Spitzen  haben.  II.  Curven  fünfter  Ordnung  mit  fünf  schein- 
baren Doppelpunkten , die  ausserdem  noch  einen  wirklichen 
oder  Rückkehrpunkt  haben;  solche  sind  Durchschnitte  von  zwei 
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Flächen  ilriUcr  Ordnung,  die  ausserdem  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung von  der  zweiten  Art  gemeinsam  haben.  111.  Curven  riinfter 
Ordnung  mit  seclis  scheinbaren  Doppelpunkten,  die  der  partielle 
Durchschnitt  von  zwei  Flächen  dritter  Ordnung  sind,  welche  über- 
diess  eine  uneigentliche  Curve  vierter  Ordnung  mit  vier  schein- 
baren Doppelpunkten  gemein  haben.  IV.  Curven  fünfter  Ord- 
nung mit  sechs  scheinbaren  Doppelpunkten,  welche  den  partiellen 
Durchschnitt  einer  Fläche  zweiter  mit  einer  Fläche  vierter  Ord- 
nung bilden,  während  der  Rest  aus  drei  windschiefen  Geraden 
besteht. 

94.  Wir  haben  die  Curven  nach  ihren  verschiedenen  Ordnungs- 
zahlen aufgezählt,  hätten  aber  ebenso  die  Discussiou  nach  der  Ord- 
nung der  durch  ihre  Tangenten  erzeugten  Developpabeln  anordnen, 
d.  h.  die  verschiedenen  Arten  von  developpabeln  Flächen  der 
vierten,  fünften,  etc.  Ordnung  aufzählen  können.  So  hat  Chasles 
die  Aufzählung  der  Species  der  developpabeln  bis  zur  sechsten  und 
H.  A.  Schwarz  bis  zur  siebenten  Ordnung  durchgeführt.^)  In  der 
Abhandlung  des  Letztem  ist  aber  zugleich  auf  eine  von  Cayley 
aufgeworfene  Frage  eine  Antwort  gegeben,  die  einen  neuen  und 
wichtigen  allgemeinen  Gesichtspunkt  bezeichnet:  Die  im  Art.  70 
betrachtete  Gleichung  welche  den  Parameter  rational  enthält,  reprä- 
sentiert eine  einfache  Ebene,  deren  Enveloppe  eine  Classe  von  deve- 
loppabeln Flächen  ist,  die  Cayley  planare  genannt  hat,  und  es  ist 
wesentlich  für  jede  zu  untersuchende  Developpable,  ob  sie  planar  in 
diesem  Sinne  ist  oder  nicht.  II.  A.  Schwarz  hat  diese  Frage  für 
die  developpabeln  Flächen  der  ersten  sieben  Ordnungen  dahin 
beantwortet,  dass  .sie  sämmtlich  planar  sind.  Er  legte  dabei  das 
von  Riemann  begründete  und  von  Clebsch  zuerst  auf  die  Geo- 
metrie angewandte  Priucip  zu  Grunde,  wornacb  die  Coordinaten 
einer  ebenen  Curve  rational  als  Functionen  einer  einzigen  Vari- 
abein ausgedrückt  werden  können,  wenn  dieselbe  die  .Maximal- 
zahl von  Doppelpunkten  besitzt,  die  ihre  Ordnung  gestattet,  d.  h. 
wenn  ^ (ft  — 1)  (fi  — 2)  — (x  ^ = 0 ist.  Ist  diese  Zahl  = 1, 
so  können  die  Coordinaten  rational  als  elliptische  Functionen  einer 
Variabein  d.  h.  rational  mit  Hilfe  einer  Variabein  und  der 
Quadratwurzel  aus  einer  ganzen  Function  dritten  oder  vierten 
Grades  in  dieser  Variabein  dargestellt  werden.  Uud  allgemein 
hangt  von  dieser  Zahl  p = ^ (ft  — 1)  (p  — 2)  — (x  -f-  d)  der 
Grad  von  Einfachheit  ab,  welchen  der  Ausdruck  der  Coordinaten 
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in  Function  einer  Varialieln  gestaltet.  Hurcli  Detraclilnng  des 
ebenen  Scliniltes  der  nevelopjiabelti  zeigte  II.  A.  Seliwarz,  dass  eine 
solcheFläciie  fnr  ^{r — 1)  (r  — 2)  — (m-|-a')=  0 planar  ist.  Cleliseli 
sprach  das  Kiemann’srhe  Prineip  in  der  geometrischen  auch 
liierhcr  treffenden  Form  ans:  Wenn  ans  einer  gegebenen  Cnrve 
eine  andere  so  abgeleitet  wird,  dass  jedem  Punkte  oder  jeder 
Tangente  der  einen  Cnrve  im  Allgemeinen  immer  nur  ein  einziger 
Punkt  oder  eine  einzige  Tangente  der  andern  entspricht,  so  ffili- 
ren  beide  Cnrven  auf  dieselben  Aberseben  Integrale,  gehören  also 
demselben  Geschlecht  an  und  besitzen  dasselbe  p.  In  der  Thal 
kann  iler  Beweis  der  Unveränderlichkeit  des  Geschlechts  oder  der 
Zahl  p = — 1)  (f*  — 2) — (x-(-d)fnr  ebene  Cnrven,  die  einander 

Punkt  für  Punkt  oder  Tangente  für  Tangente  eindeutig  entsprechen, 
und  welche  also  durch  biralionalc  Transformationen  in  einander 
fibergeführt  werden  können,  leicht  geometrisch  geführt  und  damit 
die  Ausdehnung  der  Geschlechter -Eintheilung  auf  developpable 
Flächen  — wie  wir  weiterhin  sehen  auch  auf  Regelllächen  — 
begründet  werden.  Die  Snbstilnlionen  der  Art.  68,  69  gehen  dann 

V = i('— 1)  ('•—2)  — (m  + ar)  = -ilr— 1)  — {r  — 2)  (n  + j/) 

= i("‘— 1)  ('«  — ^)  — («  + ft  = i(n  — 1)  — (n  — 2)  (</  + o). 

Die  Kcnnlniss  des  Geschlechts  einer  Cnrve  liefert  also  eine 
weitere  zu  den  Gleichungen  der  Art.  68,  69,  so  dass  mit  zweien 
der  neuen  Grössen  m,  n,  r,  ...  die  übrigen  bestimmbar  sind. 
Für  die  Durchschniltscnrve  zweier  Flächen  von  den  Ordnungen 
fl  und  V mit  D einfachen  und  K stationären  Berührungen  in 
Art.  83  ist  das  Geschlecht  p==^ftv(ft-|-v  — 4)  — (^ -(-*)+  1 
in  Uebereinstimmung  mit  der  Schlnssbemerknng  über  die  Zahl 
der  möglichen  Berührungen  in  Art.  85. 

95.  Die  Discussion  ilcr  möglichen  Charakteristiken  einer  deve- 
loppabeln  Fläche  von  gegebener  Ordnung  r hängt  von  dem  Prin- 
cip  ab  (s.  die  Uebersicht  in  Art.  71),  dass  der  Querschnitt  der 
Developpabeln  mit  einer  Ebene  des  Systems  eine  Curve  von  der 
Ordnung  r — 2 mit  m — .3  Spitzen  ist.  Wenn  also  die  Devclop- 
pablc  von  der  Ordnung  fünf  ist,  so  jst  der  ebene  Schnitt  eine 
Curve  dritter  Ordnung,  und  da  eine  solche  nur  eine  Spitze  haben 
kann,  die  Rückkehrkante  höchstens  von  der  Ordnung  vier.  Sie 
kann  auch  nicht  von  minderer  Ordnung  seiu,  weil  die  cubischeii 
Raumciirven  nur  developpable  Flächen  vierter  Ordnung  bilden. 

Salmon,  Anal. Otvom.  d.  Ranmot.  II.  2.  Aufl.  8 


Digitized  by 


114 


l>ie  in  All.  S'J  uiiUt  drilU’ns  bclrailiU'lc  isl  also  ilio  cinzigo  Art 
(Irr  Devoloppabvln  von  der  rüiiflen  Onliiuiig. 

Ebenso  ist  der  Scbnill  einer  [)evelo|j|iabeln  sechster  Ordnung 
■nil  einer  Ebene  des  Systems  eine  Cnrve  \icrler  Ordnung,  welclie 
eine  Spitze,  zwei  oder  drei  Spitzen  haben  kann;  es  ist  also 
m = 4,  5 oder  G.  um!  in  gleicher  Weise  ist  ri  in  dieselben  Gren- 
zen elngesclilossen,  so  dass  der  Schnitt  mit  der  Ebene  des  Systems 
höchstens  von  der  rüni'len  ('.lasse  ist.  Nun  muss  eine  Curve  vier- 
ter Ordnung  mit  einer  Spitze  noch  zwei  weitere  Doppeipnnklc 
haben,  um  von  der  fünrien  Glasse  zu  sein;  sic  hat  also  stets  drei 
no|ipclpunkle,  und  die  Developpahle  ist  somit  planar.  Dieser  Fall, 
wo  also  m = 4 ist,  ward  früher  helraclilel;  die  Uückkehrkanle 
hat  einen  Doppelpunkt,  und  das  System  ist  das  Ilcciproke  von 
dem,  welches  a/'-|-46(^-|-6c(’-l-4d<-}“^‘'=0  umhüllt,  für  l—O 
und  < = oo  als  die  einer  Doppclehene  des  Systems  entsprechen- 
den I'arameterwerlhc. 

Hat  ferner  die  Curve  vierter  Ordnung  in  der  Ebene  des 
Systems  drfei  Spitzen,  so  ist  sie  von  der  dritten  Classc  und  somit 
für  die  Developpahle  n = 4.  Dicss  ist  der  in  Art.  90  bereits  dis- 
culierte  Fall,  und  die  bezügliche  l'arametcrgleichung  ist  dort  auch 
gegeben. 

W'enn  endlich  die  Curve  vierter  Ordnung  in  der  Ebene  des 
Systems  zwei  Spitzen  besitzt,  so  muss  sie,  wie  wir  sahen,  auch 
einen  Doppelpunkt  haben  und  also  von  der  vierten  Classe,  somit 
n = 6 sein.  Die  übrigen  Charaktere  sind  dann  y = h ~ A, 
a- = y = 5 und  a — ß = 2,  und  wenn  wir  die  beiden  .statio- 
nären Ebenen  den  Werthen  I = oo,  t = 0 cnlspreeheii  lassen, 
so  ist  das  System  die  Enveloppe  von 

aC-  -}-  5A«('  + lOc/3  -f  lOd/’  -f  byft  -[-/■=  0. 

11.  A.  Schwarz  hat  bemerkt,  dass  die  stationären  Tangential- 
ebenen durch  eine  dreifache  Tangentialebene  ersetzt  werden  kön- 
nen, so  dass  das  System  die  Enveloppe  ist  von 

«/=■  + bXal'  -f-  10p«/5  + \0dt‘  -f  -f-  /■=  0. 

Ich  habe  die  Wirkungen  dreifacher  Punkte  in  der  Durch- 
schnillscurve  von  zwei  Klächen  auf  die  Zahl  ihrer  scheinbaren 
Doppelpunkte  nicht  näher  nntcrsiicht;  aber  wenn  man  den  Fall 
verschwindender  X,  p in  der  letzten  Gleichung  betrachtet  und  also 
in  den  Gleichungen  ö = c — 0 setzt,  die  ich  früher^®)  für  die 
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Itückkelirkanlu  der  Developpalielii  gegeben  habe,  welche  als  die 
Envelopfie  einer  (■leicbuiig  vom  riinrien  Crade  erzeugt  wird,  so 
ergiebt  sich  dieselbe  als  llurcbscbnill  von  2e'^ — Silf—0  mit 
af' — 12rf’e  = 0.  Und  dieser  Durcbscbnill  ist  gebildet  von  der 
geraden  Linie  ef  mit  einer  Cnrve  fünfter  Ordnung,  die  den  Punkt 
(lef  zum  dreifacben  Punkte  hat;  denn  da  derselbe  in  jeder  der 
Flächen  ein  Doppelpunkt  ist,  so  gebörl  er  ihrer  Durchdringung 
als  vierfacher  Punkt  an,  der  Cnrve  fünfter  Ordnung  also  drei- 
fach, weil  die  Gerade  ihn  auch  enthält.  Eine  solche  Curve  fünfter 
Ordnung  mit  dreifachem  Punkte  ist  rational  oder  vom  Geschlechte  0, 
und  ihre  Charactere  sind  nach  Art.  70  r — 8,  « = 9;  y — 2U, 
Ä = 6;  X'  = 16,  y = 12;  o = ö,  ß — 0.  Ein  Beispiel  dafür 
giebt  die  Curve,  welche  der  Ort  von  Punkten  ist,  für  die  von 
dem  Tripel  gemeinsamer  conjugierter  Durchmesser  der  beiden  von 
einem  Punkte  ausgehenden  Tangentenkegel  zweier  festen  Flächen 
zweiten  Grades  einer  durch  einen  gegebenen  festen  Punkt  geht 
— die  verallgemeinerte  fucal  ü nocud  von  Quetelet.  Sie  liegt  auf 
einem  Kegel  zweiten  Grades  mit  dem  festen  Punkte  als  Spilze 
nud  durch  die  Ecken  iles  gemeinsamen  Pohpiadrupels  der  Flächen. 
Eine  der  Kanten  des  besagten  Kegels  nach  den  Pnnkten  des 
Ouadrupels  liegt  auch  auf  der  Fläche  dritter  Oidnung,  welche 
die  Curve  noch  enthält,  und  die  den  festen  Punkt  zum  Doppel- 
punkt hat.-*") 

Für  r=7  ergeben  sich  die  Charakteristiken  wie  folgt 
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96.  Wir  werden  aber  diesen  Abschnitt  schliessen,  indem  wir 
einige  der  vorher  erhaltenen  Resultate  zur  Auflüsniig  einer  Auf- 
gabe verwenden,  welche  sich  gelegentlich  derselben  darbietel. 

Drei  Flächen  von  den  respectiven  Ordnungen  fi,v,p 
haben  eine  gewisse  C u r v e g e ln  e i n s c h a f 1 1 i c h ; wieviele 
ihrer  pi'p  Durchschnittspunkte  werden  von  dieser 
Curve  absorbiert,  oder  nut  anderen  Worten,  in  wie  vielen 
Punkten  durchschneiden  sich  diese  drei  Flächen  noch  ausser  der 
gemeinschaftlichen  Curve? 

Nehmen  wir  an , die  beiden  ersten  Flächen  durchschneiden 

8* 
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sich  in  der  allen  dreien  geineinsainen  C.nrve  von  der  Ordnung m und 
in  einer  anderen  ergänzenden  Curvo  von  der  Ordnung  (fiv  — m),  so 
sind  die  Durclischnillspnnkte  aller  drei  Flächen,  welche  nicht  der 
crsleren  Curve  angehören,  nolhwcndig  in  den  {ftv — »1)9  Durch- 
srhnillspnnkten  der  letzteren  mit  der  dritten  Fläche  mit  inhegrif- 
fen.  Einige  der  gemeinschaRlichen  l’nnklc  aber  liegen  in  der 
Curve  m,  v\eil  im  Art.  87  bewiesen  ward,  dass  die  letztere  Curve 
die  Ergäiizungsrurve  in  m {fi  -|-  v — 2)  — r Punkten  schneiilct. 
Indem  wir  diese  Zahl  von  {itv  — m)  q abziehen,  finden  wir,  dass 
die  <lrci  Flächen  sich  in 

fu'9  — m (fi  + >'  + 9 — 2)  4-  r 

Punkten  schneiden,  welche  der  Curve  m nicht  angehören;  oder 
dass  die  geincinschartliche  Curve 

»I  (ft  -f"  *'  4*  P — 2)  — r 
Durchschnittspiinkte  absorbiert. 

Auf  demselben  Wege  lösen  wir  die  entsprechende  Aufglihe, 
wenn  die  g e m e i n s c h a f 1 1 i c h e Curve  insbesondere  in 
der  Fläche  p eine  Hoppelen rve  ist.  Wir  haben  dann  von 
der  Zahl  (pv — m)  9 die  Zahl  von  2 |m  (ft4-v  — 2)  — rj.  Punkten 
zu  subtrahieren  und  finden,  dass  die  gemeinschaitliche  Curve  die 
Zahl  der  Durchschnittspunkte  um 

m (9  4“  2 fl  4"  2 »'  — 4)  — 2 r 

vermindert. 

Diese  Zahlen  mit  liiirc  der  Anzahl  der  scheinbaren  Doppel- 
punkte der  Curve  m ausgedrückt,  sind  respective 
m(ft4-v4-p  — m — l)4"2/(  und  m (9-|-2ft4-2v  — 2m  — 2)-f-4/i. 

97.  Der  letzte  Art.  erlaubt  uns,  die  Frage  zu  beantworten; 
Wenn  der  eine  Thcil  des  Durchschnitts  zweier  Flächen 
eine  Curve  der  m‘”"  Ordnung  ist,  welche  eine  Doppel- 
curvc  in  einer  dieser  Flächen  ist,  in  wie  viel  Punkten 
durchschneidet  sie  den  andern  Theil  der  Durch- 
dringungscu  rve? 

So  schneiden  sich  in  dem  zuletzt  betrachteten  Deisjiiel  die 
Flächen  fi.  9 in  einer  Doppelcnrve  »1  und  einer  complcmenlären 
Curve  (ft9  — 2m),  und  die  Zahl  der  DurchschnitLspunktc  der  drei 
Flächen  wird  erhalten,  indem  man  von  (hq  — 2 m)  i<  die  Zahl  der 
Durchschnittspunkte  abzieht,  welche  die  Doppelcnrve  mit  der  coin- 
plementären  Curve  hestimml.  Also  ist 
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Ifig  - — 2m)  y — i = ^VQ  — m (p  -j-  2u  -(-  2v  — 1)  -(-  2r, 
und 

« = (p  2(«  — 1 — 2r. 

Wir  küniieii  div^ie  Funiiel  |)rriri‘ii,  indem  wir  .intieliinen,  die 
C.iirve  m sei  der  vullständi^'e  Piirchselinitt  zweier  Fläclieii  U und  F 
von  den  respecliven  Ordnun^’eu  k und  /.  Alsdann  ist  p von  der 
Furni  AU"^  -j-  HUi’  -\-  wo  A voiii  (Irade  (p  — 24-)  ist,  etc.; 
und  p ist  von  der  Form  DU  EV,  wo  D vom  (Irade  (ft — 4-)  i.sl. 

Die  iHirclisclinille  der  Doppelcurve  mit  der  complemcntären 
Curve  sind  die  Punkte,  für  welche  eine  ilcr  Tangentenehenen  der 
einen  von  den  Flächen  in  einem  Punkt  der  Doppelcurve  mit  der 
Tangentenchene  der  anderen  Fläche  ziisaniinenrälll;  sie  sind  daher 
die  DurchschnitI.spunkle  der  Curve  U f mit  der  Fläche 
AE"-  — DDE  -f  CD  ', 

welche  von  ilcr  Ordnung  p -)- 2,u  — 2(4--f-/)  ist.  Die  Zahl  dei' 
Durchschniltspnnkle  ist  somit  kl  |p  + -f*  — 2 (4r  + /)|,  welches 
mit  der  vorher  erhaltenen  Formel  nbereinstinimt',  indem  man 
darin  setzt 

kl  = m,  kl  (4  + / — 2)  = r. 

98.  Aus  dem  vorigen  Art.  künnen  wir  endlich  ahleiten,  in 
w elcher  Weise  die  Singularitäten  einer  Curve,  die  den 
theilweisen  Durchschnitt  zweier  Flächen  hildet  und 
in  der  einen  von  ihnen  eine  Doppelcurve  ist,  mit  den 
Singularitäten  der  complemcntären  Curve  verhun- 
d en  sind. 

Die  erste  Cleichung  des  Art.  87  hört  auf,  anwendhar  zu  sein, 
weil  die  Fläche  p -f-  e — 2 die  Doppelcurve  ganz  enthält;  aber 
die  zweite  Gleichnng  giebt  uns 

m'  (ft  ~ 2)  = 2 i -|-  r'  = r'  2 m (fl  -)-  2 V — 4)  — 4r, 

also  4r  — r”  = (2  m — m')  (fi  -(-  e — 2)  -f"  2 m [v  — 2). 

In  gleicher  Weise  finden  wir,  dass  die  Anzahlen  der  schein- 
baren Doppelpunkte  beider  Ciirven  durch  die  llclation 

8/i  — 2 A = (2 m — m)  (fi  — 1)  (v  — 1)  — im  {v  — 1) 
verbunden  sind. 

Wenn  z.  D.  eine  Fläche  zweiten  Crades  durch  einen  Doppel- 
linie einer  cnhischen  Fläche  geht,  so  ist  der  übrig  bleibende 
Durchschnitt  von  der  vierten  Ordnung,  vom  Ilatigc  sechs  und  hat 
drei  schcitd)are  Do|ipelpunkle. ") 
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III.  Abschnitt.  Nicht -projectivische  Eigenschaften  der  Gorven. 

98.  Da  wir  in  dicseiii  Absclinill  wicdcrliolt  Anlass  lialicn 
wi'rdon,  grradc  Linien  zu  hetracliten,  welche  einander  unendlich 
nahe  sind,  so  erscheint  es  passend , dass  wir  damit  heginnen  zu 
zeigen,  wie  einige  der  ini  ersten  Kapitel  des  ersten  Dandes  ge- 
rundenen  Furnieln  durch  die  Voraussetzung  der  unendlichen  An- 
näherung modificiert  werden.  Wir  bewiesen  (Art.  13),  dass  der 
Neigungswinkel  zweier  Linien  durch  die  Formel 

sin^O  = (cos|3  cos/  — cosjä’  cos/^  -f-  (cosy  cos«'  — cos/  cos«)- 
+ (cos«  cos^'  — cos«'  cos^)^ 

gegeben  ist.  Wenn  die  Linien  einander  unendlich  nahe  sind,  so 
können  wir  l'fir  cos  n'  substituieren  (cos  « -f-  d cos  «),  etc.  und 
haben  sin 5 — <55,  erhalten  also 

dO=(cos/J  dcosy  — cosy  S cosßf  -(-  (cosy  <5  cos«  — cos«  S cosy)^ 
-)-  (cosndcos/3  — cos /J (5 cos«)'. 

Wenn  diellichtungscosinus  einer  geraden  Linie  respective  durch 
ausgedrückt  sind,  wo  -j-  = r-  ist,  so  giebt 

die  vorige  Formel 

= {mdn  — -f-  {»dl  — löiiY  -j-  (iSm  — <nd/)’. 

Aus  den  llclationen 

cos^«  -f-  cos'^  -["  cos’y  = 1, 
cos«  d cos«  -|-  cosjS  d cos  ß -(-  cosy  d cosy  — 0 

ergiebt  sich  durch  Quadrieren  der  letzteren  Gleichung  und  Addi- 
tion derselben  zu  dem  für  d4-  gelündenen  Ausdruck  die  nützliche 
Formel 

= (d  cos  «)*  -(-  (d  coaß)^  (d  cos  y)^. 

Ks  ward  in  Art.  14B<I.  I bewiesen,  das  cos /S  cosy'  — cos  jJ'  cosy  etc. 
den  Richtungsr.osinus  der  Senkrechten  zur  Kbene  zweier  Linien 
proportional  sind;  wir  folgern  jetzt  daraus,  dass  <lie  Itirhtnngs- 
cosinus  der  Senkrechten  zur  Kbene  zweier  auf  einander  folgenden 
Linien,  wie  sic  eben  betrachtet  wurden,  zu 

män  — «dm,  «d/  — td«,  /dm  — md/ 

proportional  sind,  w<dti‘i  der  gemeinschaftliche  Divisor  = r-d5  ist. 
Kndlich  ist  in  Art,  43  Itd,  I bewiesen,  dass  die  Ilichtungscosinus 
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der  Linie,  welche  den  von  zwei  geraden  Linien  gebildeten  stnin- 
pfen  Winkel  halbiert,  pro|)ortional  sind  zn 

cos  (t  — ros  a',  cos  ß — cos  ß',  cos  y — cos  y',  etc. 

Wenn  also  zwei  Linien  einander  nncndlich  nahe  sind,  so 
sind  die  Richlimgseosinns  einer  Geraden  in  ihrer  Ebene  und 
senkrecht  zu  ihrer  gemeinschaftlichen  Ilichtung  proportional  zu 
d cos  n,  drosß,  d cos  y mit  dem  cnt.sprechenden  gemeinschaft- 
lichen Divisor  dO. 

93.  W’ir  bewiesen  in  Art.  dieses  Randes,  dass  die  Rich- 
Inngscosinus  der  Tangente  einer  Ciirvc  respeclivc  gleich 
(ix  df/  fl  z 
rfj’  fis*  ä» 

sind,  weil  dieselben,  wenn  die  Giirve  als  Durchschnittsliniu  zweier 
Flächen  gegeben  ist,  den  Wertheii 

PjfTj—  O'jifj.  f/jfT,  — U^V^  — fTiifj 

proportional  sind,  wo  ü,,  U^,  etc.,  die  ersten  Differentialcoefficien- 
ten  bezeichnen. 

In  jedem  Punkte  einer  Gurve  können  zu  ihr  unendlich  viele 
Normalen  gelegt  werden.  Zwei  von  ihnen  sind  durcli  spccielle 
Namen  unterschieden  und  hervorgehohen  worden;  nämlich  die  in 
der  Osciilationsebene  gelegene  Normale,  welche  gewöhnlich  die 
llauptnormale  genannt  wird,  und  die  zu  dieser  Ebene  senk- 
rechte Normale,  welche  als  normal  zu  zwei  auf  einander  folgen- 
den Elementen  der  Gurve  von  de  Saint- Vena  nt  die  Ri  nor- 
male genannt  wurden  ist. 

Alle  Normalen  liegen  in  der  zur  Tangente  senkrechten  Ebene 
(x  — x)  (Ix  + (y  — !/')  dij  -f  (i  — t)  dz  = 0, 
nach  der  einen  und 

(üjfT;,  - Ü-,U^)  (x  - X)  + {U^U\  - U\U^)  (y  - y') 

in  der  anderen  Rezeichnung. 

Bdsp.  1.  Kinde  die  Gleicimngcn  der  Tangente  von 


ßvisp.  2.  Ebenso  diejenigen  der  Tangente  von 

y*  = (IX  — x^,  z*  = — (IX. 

ßeisp.  3,  Hie  t^uonlinaten  des  Kusspunktes  der  vom  Anfang  der  Co- 
ordinaten  auf  eine  Tangente  der  Gurve  in  (a:,  y,  z)  gcLilltcn  Normale  siml 
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, / ri.r  , 'in  I . <l£\ 

^ - T.\^  T.-^  ’J  ,u^  ' 'i^y 

y ='J-  Ts  Ts  + Ts  * .is)' 

y + z ~Y 

* <ls  y ils'-'  Ils  dsj 

Wiu  btslimml  ni;m  ilcn  Orl  dieser  Fiissimiiklc  fCir  eine  gegebene 


C.urve'! 

1(K).  Itetrachteii  wir  nun  die  ('ileicliung  der  Osculalions- 
ebene.  Weil  sie  zwei  auf  einander  folgende  Tangenten  der 
(’.nrve  eniliäll,  so  sind  ihre  Uichtungscosinus  (Art.  8t»)  propor- 

lional  zu  ■ 

_ dzdhj,  dz'pK  — dxd'^z.  dxdhj  — dy,r-x. 

Grössen,  welche  wir  zur  Abkürzung  durch  -V,  Y,  Z bezeichnen 
wollen.  Pie  Gleichung  tier  osculierenden  Khene  ist  daher 
X {x  — a:')  + T (y  — I/')  + 2 (i  — I ) = 0. 

Dieselbe  Gleichung  würde  nach  Art.  2G  Bd.  I erhalten  worden 
sein,  indem  man  die  Gleichung  der  Ebene  bildete,  welche  die  drei 
auf  einander  folgenden  I'unktc 

[x,  y,  z) ; {x  4"  ’ ’J  + ‘ ''' 

(.t'  -|-  2dx'  -j-  (fx\  y -j-  2dy  -f“  d'i/ , z 2dz  -|"  j 

enthält. 

Bei  Anwendung  dieser  Formeln  kann  man  eine  Vereinfachung 
erreichen,  indem  man  willkürlich  eine  der  Goordinalen  als  unab- 
hängige Veränderliche  wählt  und  so  dPx,  <Py  oder  d‘‘z  = 0 macht. 

Die  Verbindung  dieser  Gieichung  der  Osculationsebcne  mit 
der  der  Normalcbcne  liefert  die  Gleichung  der  llauptnormale. 

101.  lim  im  Stande  zn  sein,  durch  ein  Beispiel  die  Anwen- 
dung der  Formeln  dieses  Abschnittes  zu  erläutern,  ist  cs  passend, 
hier  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  oder  Helix,  der 
durch  die  Schärfe  einer  Schraube  gebildeten  Gurvc , aufzustellen 
und  einige  der  Eigenschaften  dieser  Gurvc  zu  entwirkelri. 

Die  Helix  kann  als  die  von  einer  geraden  Linie  in  einer  Ebene 
angenommene  Form  definiert  werden,  wenn  diese  Ebene  um  die 
Fläche  eines  geraden  Cylinders  aufgcwickelt  wird.*) 


*)  Umgekehrt  verwandelt  sieb  die  Helix  in  eine  gerade  Linie,  wenn 
der  Cylinder,  auf  welchen  eie  gezeichnet  ist,  in  eine  Ebene  abgewickelt 
wird,  «ic  ist  daher  eine  geodätische  Linie  des  Cylinders  (Art.  51). 
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Nach  dieser  Delinilioii  werden  die  Gleicliungeii  <ler  Giirvc 
leiclil  gcruiideii.  Die  Gleichung  einer  geraden  Linie  tj  — mx 
drückt  aus,  dass  die  Ordinate  der  von  ihrem  Fuss|iunkt  in  der 
Axe  der  x hezeichnelcn  Ahschnitt  proportional  ist.  Denken  wir 
die  Ebene  der  geraden  Linie  um  einen  geraden  Cylinder  so  anf- 
gevvickelt,  dass  die  Axe  der  x mit  der  kreisförmigen  üasis  zu- 
sammen rrdit,  so  wird  die  gerade  Linie  zur  Schranhenlinie,  und 
die  Ordinale  irgend  eines  Punkles  der  Curve  ist  dem  längs  des 
Kreises  gemessenen  Ahschnitt  proportional,  welchen,  von  einem 
festen  Punkte  aus  gerechnet,  seine  Ordinate  in  der  kreisförmigen 
Basis  macht.  Somit  sind  die  Coordinaten  der  Projection  irgend 
eines  Punktes  der  %hraubenlinie  auf  die  Ebene  der  Basis  von 
der  Form 

X = « ros  ff,  y = a sin  ff, 

wenn  « der  Badiiis  der  kreisförmigen  Basis  ist.  Die  Höhe  z ist 
aber  als  proportional  dem  Bogen  5 gezeigt  worden.  Die  Gleicliun- 
gen  der  Scbraubeniinic  sind  daher 

a;  =•  n cos  y = a sin  also  auch  .-c*  tß  = o*. 

Wir  erhalten  olTenhar  dieselben  Werthe  für  x und  y,  wenn 
der  Bogen  um  2 re  oder  wenn  z um  ‘inh  wächst;  d.  h.  das  Inter- 
vall zwischen  den  Gängen  der  Schranhenlinie  ist  2n.h,  Weil 
wir  haben 


rfx=  — X si“  X — f dy  = T 'OS  4 d*  = r dJ, 

n n n h ft  h 


so  haben  wir  anci) 


' ff 


dz^. 


Es  folgt  daraus,  dass  ^ constant  ist,  oder  dass  der  von  der 
Tangente  der  Schraubenlinie  mit  der  Axe  der  z,  d.  i.  mit 
der  Richtung  der  Erzeugenden  des  Cylinders,  gebildete  Winkel 
unveränderlich  ist.  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  diess  derselbe 
W'inkel  ist,  wie  der,  welchen  die  Erzeugenden  mit  der  geraden 
Linie  machen,  in  die  durch  die  Abwickelung  des  Cylinders  in 
eine  Ebene  die  Schraubenlinie  sich  verwandelt. 

Die  Länge  des  Curvenbogens  ist  offenbar  in  einem  constan- 
len  Verhältniss  zu  der  Steighöhe,  die  demselben  entspricht. 

Die  Gleichungen  der  Tangente  sind  (Art.  59) 


I 
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•r— _ V—y  _ - — 

~y  ^ * 

Wenn  iilsdnnn  x nml  y die  ('nnrdin;ilcn  des  l‘nnklcs  sind, 
in  neltliein  die  Tangente  die  Khene  der  Uasis  sclineidi-t,  so  hahen 
wir  aus  den  vorigen  Gleiclinngen 

(a;  — x'f  + {y  — y')*  = [x'^  + tp)  = o* 

oder  die.  Entfernung  /.wisehen  dent  Fusspnnkt  der  Tangente  und 
der  Projcction  des  l)eridirungs|iunkles  ist  dem  Hogen  gleich,  wel- 
clier  längs  des  Kreises  von  dieser  l’rojection  Ins  zum  Anfangs- 
piinkt  gemessen  wird.  Diess  kann  auch  geometrisch  bewiesen 
werden;  denn  wenn  wir  den  Cylinder  in  die  Tangentenehene  ah- 
gewickclt  denken,  so  fällt  die  Schraidienlinic  mit  der  Tangente 
zusammen,  und  <lie  Verhindnngslitde  des  I'nsspnnktes  der  Tangente 
mit  der  l’rojcctimi  des  Ueridirnngspunktes  ist  der  in  eine  gerade 
Liine  ahgewickelte  Itogen  des  Kreises.  Somit  ist  der  Ort  der 
I’ unkte,  in  w elchen  die  Tangente  die  Kasis  schneidet, 
die  Involnle  oder  Evolvente  des  Kreises. 

Die  r.leichnng  der  Nonnalehene  ist 

y'x  — x'y  — h [z  — z). 

Um  die  Gleichutig  der  osculierenden  Ebene  zu  linden,  haben  w ir 
(l‘x  = — pa:d;’,  ä-y  — ~ py<fc'^  <f‘z  — 0, 
so  dass  diese  Gleichung  ist 

/i  [y'x  — x'y)  = <i‘  (c'  — z). 

Die  Form  der  Gleichung  zeigt,  dass  die  oscnlierende  Ebene 
mit  der  Ebene  <les  Grundkreises  einen  constanten  Winkel  bildet. 

Wir  überlassen  es  dem  Leser  als  eine  Uebnng,  die  Tangente, 
die  Nonnalehene  und  oscnlierende  Ebene  der  Durchschnittsenrve 


zweier  centrischen  Flächen  zyveilen  Grades  zu  bestimmen. 
Beisp.  1.  Die  sp liä ri.s clic  Ellijisc  bat  die  lilciclningen 


"I  + r’  + ^ = 1-  + r + 


Wenn  man  zw'i.sclicn  lieidcii  ('•Icicliungcn  eliminiert  und  a*,,  y, 
als  zwei  entsprechende  Wcrilie  von  x und  y lictraclitet,  so  liat  man 

(a  - i)  + ’J’  {?  -/!•)-  e - * 


% 
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iinil  ilülicr 

gi*  _ I*  — ii* 

6*(f»— a»)  c*(a*-i»)’ 

eine  syinnielrisclie  der  Gleirlaing  der  Geraden  analoge  Gleiclningsrorin. 
IMc  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  x',  y' , z sind 

j)  yiy—y)  — ;) 

„1)  i»(<J_a«)  ~ c*(a‘— *•)’ 

oder 

XX— _jyy'—yx*  _£LrL*i*_. 

a«  (*« — c« j 6«  (c« — o»)  c»  (a‘ — i')  ’ 

die  der  Normalehene 

a}  {Ip  — c*)  “H  (*'*  — ^ “t"  "y  ~ 0 

— sic  gellt  also  durch  das  Centruni  der  Kugel;  für 

n*  (ft^  — c^)  = 6*  (c'^  — n^)  = B,  (n*  — yf)  = C 

Cyi  — Bz^  = Cy,’  - ßr,2  = L, 

Az^  — Cx^  = Az^^  — Cx,’  = M, 

Bx^  — At/  = Bx(^  — Ay^^  = N 
ist  die  Gleichung  der  osculiercnden  Ehcnc 

x^  (x  — a:)  + ^ if  iy'  — y)  + ^ [z  — ;)  = 0.  . 

Beisp.  2.  Itie  (ileichung  der  Usciilationschcnc  der  Schrauhenliniu 
crlauht  die  V'crtauschung  von  x',  y,  z'  mit  x,  y,  r,  ohne  sich  zu 
ändern.  Sind  dann  x',  y , z die  Coordiuaten  irgend  eines  Punktes  P 
im  Kaum,  so  ist  sic  die  Gleichung  einer  durch  P gehenden  ihm  zu- 
geordiictcn  Ebene  l|,  und  die  Vertauschharkeit  .sagt  aus:  Wenn  ein  Punkt 
sich  in  einer  Ebene  P hcwcgi,  so  dreht  sich  die  ihm  zugcordnctc  Ebene 
um  den  zu  P zngeordneten  Punkt.  Heu  Ebenen  eines  Düschels  sind 
dabei  zugeordnet  die  Punkte  einer  Geraden.  Wenn  der  hcwcgiichc 
Punkt  die  Schraubenlinie  trilfl,  so  wird  die  zugcordnetc  Ebene  zu 
seiner  Schmiegungschcnc.  Also  gilt  der  Satz ; Die  Schmiegungsehenen 
aller  Punkte  der  Schraubenlinie,  welche  in  einer  Ebene  P liegen,  schnei- 
den sich  in  einem  und  demselben  Punkte  P von  P;  wenn  die  Ebene  P 
ein  Ilüschcl  heschreUit,  so  rückt  der  zugehörige  Punkt  P in  einer  Ge- 
raden fort.  Alic  Schraubenlinien  auf  Oylindern  von  cincrici  Axe  und 
mit  demseihen  Verhältniss  von  h \ r*  führen  auf  dasselbe  System 
dic.scr  Art. ''''*) 

102.  Wir  können  die  Gleichung  der  osculiercnden 
oder  Scliniiegungsehene  in  einer  mehr  praktisclien  Form 
geben,  iiideni  wir  die  Curvc  als  Durchsclinitl  von  zwei  Fläclien 
U = 0,  P = 0 von  den  Ordnungen  m und  n gegeben  betraclitcn. 
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Weil  diu  Si-Iiniicgiin"scl)eiiu  diu  Tanguatu  enlhalt,  so  ist  ihn; 
Cluiuhiing  nulhwundig  von  der  Form 

A(r/,.T,  + f;.^a:.^+if3X3+{/.,.T,)=fi(r,a:,+  IV3+  ^'1^1). 

in  vvuldiur  nacli  Art.  5!)  die  uingeklainniurtun  Polynome  die  linken 
Seilen  der  Gleicliungcn  der  beiden  TangeiUialebcnun  bezeiclincn. 
l)ic  Koordinaten  eines  den  Flädien  geniuinsamen  Punktes  und  des 
iiini  nädistrolgendun  crrfdlun  diese  Gleidning  identiscli;  substi- 
Iniercn  wir  aber  die  Coordinaten  eines  zweilnädisirolgenden  Punk- 
tes, so  erbaltun  wir 

ft  = -f-  U. 2 (1^X2  -j-  -f-  {/^({'‘Xf, 

k—  r,rfxi  -f-  -j-  Fj'/'ar, /'id’a:,. 

Durdi  Dill'erentialion  der  Gleichung 

-f-  üjttej  -|-  U^dx^-j-  l/,i/xi  — 0 

folgt 

f/,  -1-  V^iPx^  -j-  UfiPx^  = — (J7,| 

+ + {/j3d.rj(/X3-|-2£/3,rf.r3(/x,  -f-'iüijrte,  tlXj 

-f  2 ü, , rf.r , rf.i-4  + 2 t/j , dx-2  dx,  + 2 Ü3,  rfxj  dx^). 

Nun  genügen  dx,  etr.  den  Gleicbnngen 

U^  dXf  -f-  U2  dxj  -j-  63  dx-2  -j-  fix 2 — 0, 
r,rf.T,+  PjrfXj-f  f 3</X3-f-  F,rfx,  = 0, 
und  da  wir  bei  den  Cartesisdiun  Coordinaten  eine  der  Grössen  x,- 
als  constant  oder  allgeincincr  eine  lineare  Function  dieser  Coor- 
dinaten constant  setzen  dürfen,  so  ist  zu  den  vorigen  Gleichungen 
die  fernere  zu  fügen 

«I  rf.r,  -)-  Oj  dx-2  -|-  «3  dxj  -(-  dx^  =r=  0. 

Wenn  man  aber  in  eine  quadratische  Gleichung  — die  ans 
den  zweiten  Differentialen  gebildete  rechte  Seite  der  vorigen  llaiipt- 
gleichung  — die  Coordinaten  des  Srhnitlpnnktes  von  drei  Ebenen 
(die  Auflösungen  der  drei  letzten  linearen  Gleichungen)  substituiert, 
so  ist  das  Resultat  zu  der  Determinante  proportional  (s.  Art.  86, 
Rd.  I ) 


Vt,. 

t’l2! 

^135 

t'.l. 

t'i. 

"1 

P|2, 

V2,, 

V-2, 

J 2’ 

«2 

V,v 

^33> 

^30 

Vv 

>3. 

"3 

V^v 

ü,,. 

V,- 

«i 

u, , 

Ü2. 

Ü2  , 

L\  , 

0 , 

0 , 

0 

. 

0 . 

0 , 

0 

“1  . 

Clfj  , 

f‘3  > 

“1  4 

0 , 

0 . 

0 

12;') 


riic-so  nclcnniiianic  wird  rpducifrt,  indem  man  von  der  mit 
(»I — 1)  rmilliplicierlen  rünften  Verticalreilie  die  Summe  der  mit 
X,,  x^,  OTj,  X4  respeclive  mullipiicierlcn  vier  ersten  Rcilien  sulj- 
Iraldert;  denn  damit  verschwinden  alle  Elemente  der  fünften  Ver- 
ticalreihc  ndt  Ausnalimc  des  siebenten , welches  ühergeht  in 
— (o,  X| +“3 3^3  + <V4X^).  Ebenso  können  wir  dann  von 
der  mit  (m — 1)  mnlti|)licierten  fünften  Horizontalreihe  die  Summe 
der  mit  x,,  Xj,  a-j.  x^  respective  multiplicierten  ersten  vier  ah- 
ziehen,  und  cs  verschwinden  alle  Elemente  derselben  bis  zum 
letzten,  welches  wird  — (“ix,  -(-  «jXj  -|-  «3X3  -|"  "4ä;4).  Sn  redii- 
ciert  sich  die  Determinante  auf 


“|X|  + «»;Ct+  "$•^3+  “4iC4 
(m  — 1)» 


ü„. 

Vyv 

Vy,, 

f^>4. 

fy  ' 

G). 

U,,, 

U„. 

F.44. 

f'7 

^33» 

^33' 

^3; 

V,y. 

Uiyy 

Uu- 

i'4i 

Vy  . 

^2- 

^3. 

f’i- 

0 ; 

Repräsentieren  wir  diese  Determinante  ahkürzend  durch 


und  die  entsprechende  für  die  andere  Gleichung  durch  so 


wird  die  Gleichung  der  osculierenden  Ebene  ühergeführt  in 


+ ^3X3+  l/,X,  4- 

.cl») 

= + ^'4^4)-”) 

Sie  ist  vom  Grade  3(ot-|-m  — 3)  in  den  Coordinaten  des  Be- 
rührungspunktes und  bestätigt  somit  den  Werth  von  n in  Art.  83. 

In  dieser  Form  und  für  Flächen  zweiten  Grades  ist  die 
Gleichung  in  einer  Anmerkung  des  Art.  160  in  Bd.  I verificiert 
worden. 


Beisp.  1 Man  soll  die  Sdiniicgungscbene  von 
«X*  -)-  -f-  CI*  -f-  dm-  = 0,  n”x*  h'\ß  -f-  c'i*  -(-  rf'w*  — 0 

bcslimnien. 

Sie  ist 

{ah' — ab)  [ac — de)  {ad — a'(t)x'^x-\-  {ha' — b'a)  {bc — h’c)  {b'd — b'd)  y'^y 
-j-  {ca’  — cd)  {cd  — cb)  {cd  — cd)  i'*i 
-j-  {da  — du)  {dd  — db)  {de  — de)  — 0. 


Beisp.  2.  hie  Sebniieguiigsel)cne  der  Krüinnmiigslinie 


zu  liestimmen. 


Digitized  by  Google 


12(5 


Sie  ist 


«"*■>' j~'  I I _ i 

«»a’»  ' i'7/»  ' rV* 


130.  Dif  Ilfdiiigung,  unter  «elclier  vier  Punkte  in  einer  Ebene 
liegen,  oder  in  anderen  Worten,  ilass  ein  Punkt  der  Curve 
der  Iternbrungspunkt  einer  stationären  oder  Wendc- 
licrüli  rebenc  sei,  ^^ird  diircb  die  Sulistitution  der  Coordinateii 
eines  näclisten  vierten  Punktes  in  die  GIcieliung  der  Oscidalions- 
ebene  oder  dnreh  die  Vergleiebuiig  zweier  auf  einander  folgenden 
Srbniiegnngscbcnen  ermittelt.  Ans  Art.  100  folgt  die  geforderte 
liedingung  in  der  Form 

(l'x  {dy(Pz  — dzd‘y]  -(-  d'^y  [dzd‘x  — dxd'^z)  -j-  d'x{(txif’y  — dyd'^x)  = 0. 

Ist  die  betrachtete  Curve  eben,  .so  ist  die  liier  betrachtete 
liedingung  durch  die  Coordinaten  jedes  Punktes  in  ihr  erffillt. 

Wenn  die  Curve  als  Üurcbscbnitt  zweier  Flächen  V — 0, 
y = 0 gegeben  ist,  so  kann  man  die  Bedingung  für  einen 
Wendepunkt  nach  Clebscb  in  der  folgenden  WcLsc  ermitteln. 
Setzen  wir  S*"*  = (m  — 1)  *7f“)  und  S'*'*  («  — 1)*  so  ist 

die  Gleichung  der  Osculationsebenc  im  letzten  Art. 

(71.)  t/,  _ r<“)  F,)x,  + (r*-)  u,  - r<“'  r,)a:j  + (7l')  U,  - 7X-) 

und  die  Gleichung  einer  nächstfolgenden  Osculutationsehene 
differiert  von  ihr  nur  durch  Glieder 

+ U^dT^'’'  — T<“)d  P,  — F,dT>“)  + etc.  = 0. 
Damit  die  beiden  Ebenen  sich  decken,  müssen  mit  Einführung 
eines  willkührlichen  ÜilTerentials  dl  die  vier  Bedingungen  erfüllt  sein. 

F,  — P,dT<“)=(rC)i7,— n“)r,)d/,  etc. 


Setzen  wir  nun 

r<“)  = F,  + ^.^1")  V..  + ^3'“)  F3  + F^. 

7t')  = ^,(')  U^  + U3  + U^, 

wo  die  Ai^“^  den  Unterdeterminanten  von  S**)  proportional  sind, 
und  wo  man  hat 


= i 


^(')  = i 


~W  , ' 


so  müssen  die  Gleichungen  slatmndcn 

v7,<“)  J/,  4-  Aj<")  f/j  + y7j'">  Ü3  + /f/")  = 0, 

Ajl-^dU,  + A^^“>dUj  4-  A.^dU.i  4-  A^(“>dL\  — 0. 

F,4-  ...  =0,  .4,ü>rfF,  4-  ...  = 0; 
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denn  wenn  man  in  der  Hclerminanle  für  die  letzte  Vertical- 
rcilie  entweder  V^,  U.,,  U-^,  U^  oder  dU^,  dV^,  dU^,  dU^  einsetzt, 
so  verschwindet  dicselhc.  Mnitiplicieren  wir  nun  die  vier  letzten 
rileiclningen  mit  /<,<"),  res]tertive  und  addieren 

die  l’roducte,  so  erhalten  wir  nach  Unterdrückung  des  Factors  T<“> 


rfr'"’ 

dr\ 


•'^3+  -jr. 


)_r 


welches  wir  in  der  Form 

(//■'“)  + = p-uit 


schreiheil  können,  wenn  wir  unter  d(T^“^)  das  DilTerential  von  7'»> 
als  einer  Function  von  F,,  Fj,  allein  verstehen,  wofür  die 

U,*  Cunslanten  sind.  Fhenso  wird 

+ id(7f'>)  = !'<•’>  dl. 


Schreiht  mandanndie  drin  entwickelter  Form  7',‘">da-,+7’j<">dx2  + 
etc.,  etc.  und  eliminiert  sodann  die  dar,  und  dl  zwischen  den  jetzt  er- 
haltenen Gleichungen  und  den  drei  lledingungen,  welchen  nach 
Art.  102  diu  dar,-  unterworfen  sind,  so  entsteht  die  geforderte 
Itedingung  in  Determinantenform 

7V''+i{7V'0,7'2'''+i(?V'U7’3'''+M7V'>).7’4<'’+M^V'’).  r<->j 


u. 


F. 


= 0. 


, ...3  , 1.3  , , 

Nun  ist  Tt'*  eine  Function  der  Coordinaten  ar,-  vom  Grade 
3 m -|-  2n  — 8,  aber  (7^">)  ist  nur  vom  Grade  2(«  — 1),  weil  nur 
die  in  den  F,-  enthaltenen  ar,-  in  Uetracht  kommen;  multiplicierl 
man  also  die  vier  ersten  Vertiralreihcn  mit  a:,,  arj,  Xj,  x,  respcctive 
lind  subtrahiert  sie  von  dem  3j(m  -|-  « — 3)  fachen  der  letzten 
Verticalreihe,  so  verschwinden  die  ersten  vier  Elemente  derselben, 
und  die  eben  gescliriehene  Gleichung  wird  daher  durch  den  Weg- 
fall der  fünften  Horizontal-  und  V'crticalreihe  vereinfacht. 

Pie  erhaltene  Itedingung,  deren  Verschwinden  eine  durch  die 
Wendepunkte  gellende  Fläche  darstellt,  ist  vomGrade  2(3m-|-3n — 10) 
in  den  Goeflicieiiten  von  V und  F,  wie  es  der  Werth  von  « im 
Art.  83  fordert. 

Wenn  die  Flüchen  U ==  0 und  F = 0 vom  zweiten  Grade 
sind,  so  werden  die  f/,*,  F,x  zu  Gonstanten  und  die  (7',<">),  etc. 
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sind  von  don  T",***,  r.-W  nidit  vcrsrhiedcn;  die  erhaltene  Redingung 
ist  das  Vcrsclivvinden  der  Jacohi’sdien  Determinante  der  vier 
Flächen  =,  o,  TW  = 0,  U = 0,  F = 0. 

lOi.  Wir  bctraclilen  hiernach  den  durch  drei  auf  einander 
folgende  Punkte  der  Curve  hestiniintcn  Kreis,  welcher,  wie  hei 
ebenen  Curven,  der  Krümmungskreis  genannt  wird.  Er  liegt 
offenbar  in  der  Osculationsebene,  sein  Centrum  .V  ist  der  Durch- 
schnitt der  in  dieser  Ebene  durch  zwei  auf  einander  folgende 
Normalehenen  bestimmten  Spuren,  und  sein  Radius  wird  gewöhn- 
lich der  Radius  der  absoluten  Krümmung  genannt,  um 
ihn  von  dem  Radius  der  sphärischen  Krümmung  zu 
unterscheiden,  welcher  der  Radius  der  durch  vier  auf  einander 
folgende  Punkte  der  Curve  bestimmten  Kugel  ist,  und  welcher 
alsbald  untersucht  werden  soll. 

Fi»,  t. 


Wenn  durch  das  Centrum  eines  Kreises  eine  zu  seiner  Ebene 
normale  Linie  gezogen  wird,  so  liegt  jeder  Punkt  in  ihr  von 
allen  Punkten  des  Kreises  gleichwcit  entfernt  und  kann  als  der 


Diyiiizeci  by  Lioogle 


12!) 


Pol  (leüsribon  bczeirlinct  wonleii.  Nim  ist  die  Diin'liscimillslinic 
zweier  auf  einander  folgenden  N’onnalebenen  olTenbar  senkrerbt 
zur  Ebene  des  Krfimmiiiigskreises  und  gebt  diircb  seinen  Millel- 
punkt.  Monge  bat  deshalb  die  Diircbscbnitlslinien  p je  zweier 
auf  einander  folgenden  Norinalebenen  die  Polarlinien  der 
Fläche  genannt,  F,s  ist  olTenbar,  dass  alle  Normalebenen  eine 
abwirkelbare  Fläche  iimhiTlIen,  fnr  welche  diese  Polarlinien  die 
Erzeugenden  sind,  und  welche  daher  auch  wohl  die  Polarfl.äcbe 
genannt  worden  ist.  Wir  werden  zunächst  einige  Eigensrhaficn 
dieser  Fläche  darlegen. 

Die  Polarlinie  ist  olTenbar  zu  der  als  Rinormale  bezeicbnetcn 
Idnic  b parallel.  (Art.  99.) 

105.  l'in  den  Krümmungsradius-  zu  erhalten,  berechnen  wir 
zuerst  den  Winkel  der  Berührung,  d.  h.  den  Winkel,  wel- 
cher von  zwei  auf  einander  folgenden  Tangenten  der  Ciirve  mit 
einander,  gebildet  wird  (('.ontingenzwinkel  der  Tangenten).  Pa 

die  Ilichtungscosinus  der  Tangente  ^ sind,  so  folgt  aus 

Art.  98,  dass  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Tangenten  di  durch  eine  der  Formeln 

oder 

= .V’ -t- r’ + 

wo  X = dy<f-z  — dzd'y,  etc.  hesthiiint  ist.*) 

Pie  Wahrheit  der  letzteren  Formel  kann  geometrisch  gezeigt 
werden:  Pie  rechte  Seite  der  Oleiclmng  bezeichnet  das  Quadrat 

*)  Indem  man  die  in  der  ersten  Formel  ange/.eigten  Dilferenliationen 
vollzielit,  wird  ohne  Schwierigkeit  ein  anderer  Werth  für  gefunden: 

+ (dh/)’  -f  (d’:)»  — (</•*)». 
welcher  geometrisch  abgeleitet  werden  kann. 

Sind  AH,  HC  zwei  auf  einander  folgende  Elemente  der  Curve,  und 
bezeichnet  A I)  eine  mit  HC  gleiche  und  jiarallele  Gerade,  so  folgt  ans 
den  Wertlien  der  I’rojectiouen  von  HC  auf  die  Axen  d.r  -f  d’.r.  dy  -}-  rCy, 
dz  -|-  rPz.  dass  die  Projectionen  der  Piagon.aie  HH  auf  die  Axen  durch 
iH.r,  d'y,  iPz  dargostellt  werden,  so  dass  man  hat 

H =.  (d*x)'  + + (-/’:)». 

Aber  es  ist  H H,  auf  das  Uogenelement  projiciert,  = iPt  und  auf 
eine  zu  demselben  senkrechte  Linie  =■  d.cd5;  m.in  hat  .also 
(//».«)♦  -f  (d.>d5/  = (,Pr')‘  -p  (./»//)»  -f  (./•:)». 

R»lmnn,  Anal,  npnni.  d.  Ranmp«i.  II  ?.  Anfl.  9 
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von  <lom  I)o|>pcll(>n  des  Inlinlls  des  von  den  drei  niif  einander 
folgenden  i'nnkten  gebildeten  Dreiecks  (Ud.  I,  Art.  27);  und 
da  zwei  seiner  Seiten  die  Länge  ds  haben  und  den  Winkel  tli 
einsr.bliessen,  so  ist  sein  doppelter  Inhalt  anrii  ds^dO. 

Wenn  nun  du  das  llogcnelement  ist,  für  welrhes  die  Tan- 
genten in  den  Kndpnnkten  den  Winkel  di  mit  einander  bilden, 
so  gilt,  weil  der  Winkel  zwisrlien  zwei  Tangenten  eines  Kreises 
dem  von  ihren  lierülirungspunktcn  am  Centrum  bestimmten  Win- 
kel gleich  ist,  die  Uelalion  = ds ; und  da  das  liogeneleinent 
und  die  beiden  Tangenten  der  Ciirve  und  dem  Krümmnngskreis 
gemeinsrhartlich  sind,  so  ist  der  Krnmninngsradius  bestimmt  durrb 
die  Formel 


p = 'J|,  als.,  p’  = 


(<K)' 


oder 


ess  - - - - 

lii’isp.  Heil  Ki'üniiiiiiiigsinilins  iler  Scbraubeidinie  zu  rinden. 
Mit  den  Furincln  des  Art.  101  (inden  wir 

p _ '1*+** 


oder  der  Krümmungsradius  ist  constant. 

100.  Nachdem  wir  so  die  Cr.'.sse  des  Krnmmungsra.litis  be- 
stimmt haben,  sind  wir  durch  die  Formeln  des  Art.  98  auch 
im  Stande  seine  Lage  zu  bestimmen.  Denn  die  ilichtnngscosinus 
einer  in  der  Ebene  zweier  auf  einander  folgenden  Tangenten 
senkrecht  zu  ihrer  gemeinschaftlichen  Iticlttiing  gezogenen  Gera- 
den sind  nach  diesem  Artikel 


1 . rfx  . rfp  jL/iil 

di  ds'  di  ds'  di  ds 


oder 


dx  dy  dz 
ds  '^ds  ^ ds 

ds- 


Wenn  x,  y,  z die  Coordinalen  eines  Punktes  der  Cnrvc 
sind,  und  x,  y,  z die  des  Krümmungscentrums  bezeichnen,  so 
sind  X — x\  y — y\  z — z'  die  Projectionen  des  Krümmimgs 
raditis  auf  die  Axen;  aber  sie  sind  auch  p cos  a,  p cos  ß,  g cos  y. 
Indem  wir  daher  für  cos  k,  cos  ß,  cos  y ihre  so  eben  gefundenen 
Werthe  einsetzen,  (inden  wir  die  Coordinalen  des  Krüminungs- 


« 
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i'fintniins  lirslimnil  diirrli  die  (lleii'liiingeti 


ll.K 
iIk 
ds  ’ 


!/  =P' 


' da 

hV' 


d 


d_z 

fix 


fix 


Der  Orl  der  Krfimnieiigsrenira  der  Srlirnidieiilinie  isl  eine 
Srliraulieidiiiie  von  dersellien  A\e;  ihre  Tangenlen  bilden  die 
l'olarllärlie  der  ersleron.  Diese  Helalioiien  sind  j'egenseilig. 

K.7.  Wenn  eine  f.iirve  als  der  Dnreliselinilt  zweier  sirli 
rerhtwinklieli  sriincidenden  Flärlien  gegeben  isl,  so  kann  ein  Ans- 
ilriick  ITii'  di'n  Itadins  der  Krnnininng  leicht  erhalten  werden. 
Sind  r und  r die  Rrrnnninngsradien  der  Normalsrhnilte  jener 
zwei  FIrirhen,  welche  längs  der  Tangente  <ler  Cnrve  gelegt  sind, 
lind  ist  9)  der  Winkel,  den  die  Oseulationsehene  mit  der  ersten 
Nnrmalehene  niachl.  so  haben  wir  nach  Menniers  Theorem 


P = ?■  cos  u lind  p = r sin  tp, 

also 

gl  ,.i  ^ r « 

Dieselben  (ilcichiingen  bestimmen  die  O.sciilationsehene  durch 
die  Formel  Um  w — — 

r 

Wenn  der  von  den  Flächen  mit  einander  gebildete  W'inkcl  w 
ist,  so  wird  die  ent.s|)rechcmle  Formel 

sin*  oj  * I ^ ^ ® 

p*  r*  ' r**  ri^ 

Wir  können  auch  einen  Ansdrnck  fnr  den  Krnnimnngs- 
radins  einer  (liirve  erhalten,  die  allgemein  als  Durch- 
schnitt zweier  Flächen  gegeben  ist.  Wir  können  nach 
frfiheren  Bezeichnungen 

= /?(“>’,  -f  FV-*  + = yw 

setzen  und  haben 

'^3)*  + ''ä)*  + (V,  y,  - y,i/,y 

sin  0)  _ 


Wir  müssen  daher  in  die  Formel  des  Art.  37  die  Werthe 

- yii'. 


cos  0 = 


«'“>«<•■1  sin  m ’ 


COS  ß : 


y,  y, 

/{(>■}  gin  „ • 


cos  y = 


^*  -L> 

/j(«)  gJQ  gj 


9* 
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der 

Nenner 

iler 

Formel 

verwandelt 

Vu^ 

^13» 

D,, 

Djj, 

U„ 

V», 

Vn- 

Un- 

F„ 

Vz 

. 

P.. 

u,. 

U,. 

0 , 

0 

f'i. 

Vz, 

0 , 

0 

weiche  Delenninante,  wie  iin  Art.  102  rciluciert  auf 
gebracht  wiril.  Wir  erl)allen  so 

(m—  1)»  sin»  0) 


(»1  - 1)» 


S<“l 


und  ehensn 


(n  — 1)»  /;*“>»«'■■>»  siu»a 


also 

e’  (w—  I)‘  gin«o)  "*”(«-  1/ sin«  a 

2 S*’’’  cos  a 

(<«  — 1)»  (n  — 1)»  /i<">5/{l'')s8in‘'a’ 

108.  Wir  lictraclileii  ferner  den  Winkel,  welchen  zwei 
auf  einander  folgende  üsculalionsebenen  mit  einan- 
der bilden,  einen  Winkel,  den  wir  den  Tursiunsw  inkel 
nennen,  und  den  wir  mit  dt]  bezeichnen  werden. 

Die  Richtiingseusinus  der  Osrulaliunsebene  sind  |iropnrlional 
zu  '.r,  }',  Z und  die  zweite  Formel  des  Art.  98  giebt 

[X^  -j-  ]'j  ,],j‘  = [Ydz  — zd rf  + (zdx  — xdZ)‘> 

-I-  (Xd  r — FrfAT'. 

Nun  ist  1'  = (flx  — dx  it^z,  Z = dx  iPy  — dy  d^x, 

d V — dz  d^x  — dx  d’'z,  dZ  = dx  d^y  — <ly  d'^x ; 


daher  (vergl.  „Vorlesungen“,  Art.  17) 

YdZ  — Zd  r = JUdx, 

wo  Hl  die  Delenninante  Xd^x  -|-  Yd^y  -f-  Zd^z  bezeirhuel. 
Darnach  ist  (A‘-  -[-  Y'^  -f-  Z^}'-^  dy'^  = und  somit 


. Mds 

<"l  — xt  + yt+x» 

eine  Formel,  wclehe  auch  eines  einfarheii  geometrischen  Itewei- 
ses  fähig  isl.  Di-nn  M bezeichnet  das  sechsfache  Volumen  der 
Pyramide,  welche  von  vier  auf  einander  folgenden  Punkten  der 
Oiirvo  gehildi'l  wiril,  während  .V'*  -f"  Y^ das  vierfache 
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Oiiailral  der  Fläche  des  Dreiecks  ist,  welches  drei  auf  einander 
folgende  Punkte  der  Curve  hilden.  Wenn  nun  A die  dreiseitige 
Basis  einer  Pyramide,  Ä die  anliegende  Fläche  derselben  unter 
dem  Winkel  t/  gegen  die  Basis,  s die  beiden  Flächen  geinein- 
srhaftliche  Seite  und  p die  von  der  Spitze  auf  dieselbe  gefällte 
Senkrechte  bezeichnet,  so  dass  ‘2A'=^sp  ist,  so  haben  wir  für 
das  Volumen  der  Pyramide  .3  F = 2 Ap  sin  »;  und 
0 Vs  = 2Aps  sin  tj  = AAA"  sin 
In  dem  betrachleten  Falle  ist  aber  die  gemeinschaftliche 
Seite  rfs  und  beim  (Jehergang  zur  Grenze  A — A',  so  dass  man 
erhält  6 Vds  = A A‘‘dti,  wie  zu  beweisen  war. 

Nach  Analogie  des  Krümmungsradius,  welcher  gleich  ^ ist. 

ds 

haben  neuere  französische  Schriftsteller  die  Grösse*)  — durch  den 

' rf)) 

Buchstaben  r und  mit  dem  Namen  Ra<lius  der  Torsion  bezeich- 
net. Der  Leser  wird  jedoch  bemerken,  dass  diese  Grösse  nicht, 
gleich  dem  Radius  tier  Krümmung,  den  Radius  eines  reellen 
Kreises  bezeichnet,  welcher  mit  der  Curve  eng  vereinigt  ist. 

Für  die  Srhratibeidinie  ist  auch  die  Torsion  constant,  sic  ist 
in  sich  seihst  verschiebbar. 

Wenn  das  Maass  der  Torsion  -ß  sein  Vorzeichen  wechselt, 

wenn  sein  Werth  Null  oder  Unendlich  wird,  so  erhält  man  hp- 
sondere  Punkte  der  Curve,  die  leicht  näher  zu  characterisieren 
sind.  Der  Nidlwerth  characterisiert,  wenn  er  für  alle  Punkte 
der  Curve  stattnudet,  die  ebene  .Natur  derselben;  diess  Kenn- 
zeichen stimmt  mit  dem  in  Art.  103  gegebenen  Kennzeichen  zu- 
sammen. In  gleicher  Woisc  kann  man  das  Maass  der  Krüm- 
mung betrachten.  Fndlich  la.ssen  sich  an  die  Bemerkung,  dass 

die  Gestidt  der  Curve  von  ihrer  Lage  unabhängig  bestimmt  ist. 
wenn  ihre  Krümmung  und  Torsion  als  Functionen  ihres  Bogens 
gi;gehen  sind,  Untersuchungen  anknüpfen. 

109.  In  derselben  Art  aber,  wie  wir  einen  Osetdationskreis 
als  durch  drei  auf  einander  folgende  „Punkte  des  Systems"  he- 
.stimnit  angesehen  haben,  können  wir  einen  osculier enden 

•)  Die  Grösse  wird  auch  zuweilen  .als  die  zweite  Krümmung 
der  Curve  bezeichnet. 


Digitized  by  Google 


- i;w  - 


gerudKii  Kogel  liclracliten,  welcher  durch  drei  aiil 
einander  fulgendc  „Kheneii  des  Systems“  hcsliiiinit 
wird  (Schinicgungskügel).  Denken  wir  von  dem  Punkte  des 
Systems,  in  welchem  die  drei  Ebenen  sich  schneiden,  als  Cen- 
trum eine  Kugel  hesrhrieheii,  welche  von  den  tliirrh  jenen  Punkt 
gehenden  Linien  iles  Systems  in  A und  It  <m<l  von  den  entspre- 
chenden Ebenen  des  Systems  in  A T,  li  T geschnitten  wird , und 
hcschreiben  wir  auf  dieser  Kugel  einen  durch  A und  B gehen- 
den und  von  AB,  BT  herfihrten  Kreis,  so  oscidiert  nothwendig 
der  Kegel,  welcher  das  Centrum  zum  Scheitel  bat  und  über  diesem 
kleinen  Kreise  stellt,  die  gegebene  Cnrve.  Uns  ist  damit  die 
Aufgabe  gestellt,  aus  dem  Winkel  thj  zwischen  zwei  auf  einander 
folgenden  Tangenten  eines  kleinen  Kreises  einer  Kugel  und  dem 
entsprechenden  Bogen  des  Kreises  di  den  Radius  desselben  // 
zu  linden. 

Ist  C das  Centrum  des  Kreises,  so  liefert  das  rechtwinklige 
Dreieck  CAT  die  Relation 


sin  AT ' 


tan  AC 
tan  A fc  ’ 

ist  dann  <p  der  äussere  Winkel  zwischen  zwei  Tangenten  eines 
Kreises,  s die  Länge  derselben,  so  ist  der  Radius  iles  Kreises  // 
durch  die  Formel 


tan  II  — 


sin  {s 
tan  4 <p 


gegeben.  Beim  Uebergang  zur  Crenze  wird  s das  Bogcnelenient 
des  Kreises  und  somit 


tan  11  = 


d» 

d<p* 


oder 


tan  n = 


di 

lij] 


110.  Denken  wir  durch  jede  Linie  des  Systems  zur  ent- 
sprechenden Osciilationsebene  eine  Normalebene  gelegt,  so  erzeugt 


*)  Es  ist  durch  Bertrand  bewiesen  worden,  dass  für  ein  constan- 
teg  Vcrhältnisg  r : g die  Curve  nothwendig  eine  auf  einem  Cylinder  ver- 
zeichnete  Schraubenlinie,  und  durch  Puiseux,  dass  für  coiistante 
Werthe  von  r und  p sie  die  Schraubenlinie  speciell  eines  Kreiscylin- 
ders  sein  muss.  Immer  lässt  sich  eine  Schraubenlinie  finden,  die  mit 
einer  räumlichen  Curve  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  uach  Krüm- 
mung und  Torsion  bildet;  die  Schraubenlinie  ersetzt  in  diesem  Sinne 
den  Kreis  in  seiner  Uollo  als  Krümmungskreis  ebener  Curveu.  (Art.  108). 
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die  Vereinigung  dieser  Ebenen  eine  abwickelbare  Fläcbe,  «eicbe 
die  reclificierende  Abwickelungsfläcbe  geiiaiinl  wird.  Ftie  Ver- 
anlassung dieser  Benennung  isl  der  Uinsland , dass  die  gegebene 
Curve  eine  geodätisebe  Linie  dieser  Abwickelungsnäciie  ist,  weil 
nach  der  gegebenen  Construction  ihre  Osculationsebenc  in  jedem 
i'unkte  normal  zu  dieser  Fläcbe  liegt.  Wenn  die  abwickelbare 
Fläche  in  eine  Ebene  ausgebreitet  wird,  so  verwandelt  sich  in 
Folge  dessen  die  gegebene  Curve  in  eine  gerade  Linie.  Der  Durch- 
schnitt zweier  auf  einander  folgenden  Ebenen  der  rectificieren- 
den  Abwickelnngsfläcbe  ist  die  rectificieretide  Linie. 

Da  nun  die  durch  die  Kante  eines  geraden  Kegels  senkrecht 
zu  seiner  entsprechenden  Tangentenebene  gelegte  Ebene  notb- 
wendig  seine  Axe  enthält,  so  geben  die  retilicierenden  Ebenen 
durch  die  Axe  dos  zuletzt  betrachteten  osculierenden  Kegels,  und 
die  rcctifi  eieren  de  l.iuie  ist  somit  die  Axe  des  oscu- 
lierenden Kegels.  Sie  kann  daher  construierl  werden,  indem 
man  in  der  rectillcierenden  Ebene  eine  Linie  zieht,  welche  mit 
der  Tangente  einen  Winkel  H bildet,  wo  II  den  im  letzten  Art. 
bestimmten  Werth  bezeichnet. 

Die  rectificieren de  Fläche  ist  die  Fläche  der  Ce n- 
tra  der  ursprünglichen  abwickelbaren  Fläche.  Denn  es 
ward  im  Art.  49  bewiesen,  dass  die  Normalebenen  der  Origi- 
nalfläcbc  längs  der  zwei  Haupttangenten  die  Fläcbe  der  Centra 
berühren;  da  nun  die  erzeugende  Linie  selb.st  in  jedem  ihrer 
Punkte  eine  der  Haupttangenten  isl,  so  berührt  die  rectilicierende 
Ebene  die  Fläche  der  Centra,  welche  die  Enveloppe  aller  dieser 
rectificiereiiden  Ebenen  ist.  Das  Krümmungscentrum  irgend  eines 
Punktes  für  den  andern  zur  erzeugenden  Geraden  rechtwinkligen 
Hauptschnitt  der  abwickelbaren  Fläche,  ist  der  Punkt,  wo  diese 
Ebene  die  entsprechende  reclinciereiide  Linie  schneidet;  denn  die 
Spuren  zweier  auf  einander  folgender  rectifleierender  Ebenen  in 
dieser  Ebene  sind  zwei  auf  einander  folgende  Normalen  der 
Schnittcurve.  Wenn  daher  l die  längs  der  Erzeugenden  gemessene 
Entfernung  irgend  eines  Punktes  der  abwickelbaren  P'läche  von 
(ler  Cuspidalkantc  ist,  so  wird  der  Krümmungsradius  des  trans- 
versalen Schnittes  durch  l tan  II  ausgedrückt.  Wenn  l verschwin- 
det, so  wird  auch  dieser  Krümmungsradius  Null,  oder  der  Punkt 
ist  eine  Spitze. 

In  dem  Fall  der  Schraubenlinie  ist  die  rectilicierende 
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nrl  isi|. 


111.  Man  soll  den  Winkel  znisclien  zwei  auf  ein- 
ander fnlgeiiden  k r fi  in  m u ngsr  a d i e u liestiminen. 

Seien  ßt’die  in  einer  Kngelflädie  vom  Radius  Eins  von  zwei 
zu  der  Osculatiuns-  und  der  .Norinaleiiene  (larallelen  Ebenen  durch 
das  Eentruin  geliildcteu  Spuren,  so  giebt  der  Radius  des  Punktes die 

Riditung  des  Radius  der  Krüiumiing; 


Fig.  a. 


wenn  sodann  AB,, 


B€^  die  iiiid 


ist- 


/ 


V 


n. 


folgenden  Positionen  der  Oseulations- 
iind  der  Normalebeno.  bezeidmen, 
so  liegt  B,  vom  Centrum  aus  in  der 
Riditung  des  dem  vorigen  nädist- 
folgenden  Krümmungsradius,  und  der 
Rogen  BB,  misst  den  Winkel  zwi- 
schen beiden.  Sei  dann  f)  der  Diircbsdinittspiinkt  der  Rogen  AB,, 


BC,  so  haben  wir,  da 
winkliges  Dreieck  ist. 


das  Dreieck  BOB,  ein  sehr  kleines  recbl- 


==  -f 

Der  Winkel  ABC  ist  aber  ein  rechter,  BO  misst  folglich 
BAB,,  welches  dt),  der  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  folgen- 
den Osciilationsebencn . ist;  und  OB,  misst  OCB,,  d.  i.  d9,  den 
Winkel  zwisdieii  zwei  auf  einander  folgenden  Normalebenen.  Der 
geforderte  Winkel  ist  somit  diirdi  die  Pormel  BB,‘‘  = dt]^  (fB 
gegeben,  in  welcher  dtj  und  d6  die  früher  gefundenen  Wertlie 
haben. 

Die  Reihe  der  Krüininungsradien  in  allen  Punkten  einer  Ctirve 
erzeugt  eine  Fläche,  auf  deren  Eigenschaften  näher  cinzugeheii 
uns  hier  der  Raum  nicht  erlaubt.  Sie  ist  offenbar  eine  wind- 
schiefe Fläche  (vgl.  Anmerkung  Art.  109,  Bd.  I),  weil  zwei  auf 
einander  folgende  Krümnmugshalbmesser  sich  im  Allgemeinen  nicht 
schneiden.  (Vergl.  Art.  114.) 


Bt'isj).  1 . Die  Olcichung  der  rhächc  der  Krümiiiuiigsrailinii  in  dein 
Fall  der  Sclir.iulicnlinic  zu  linden. 

Der  Radius  der  Krümmung  als  der  Dnrch.selinitt  der  U.sciilalions- 
lind  der  Nonnalclicnc  hat  zu  seinen  (ilcichungen  (Art.  101) 


xy  = yx,  z==z\ 


wir  lialicn  aus  dcuscllicn  mit  Hilfe  der  lileichiingcn  der  Curvc  x\  y,  z' 
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zu  cliiiiiniLTcn.  Aus  den  (ilciclmugcn  iler  Sdiraubeiilhiic  x — a cus  m, 
y = a sin  nt  folgt  so  die  lileicliung  der  verlangten  FlSchc 

y cos  nz  = X sin  m. 

IHe  Gleieliung  der  T€ingentenebene  itii  Punkte  {x\  y\  i')  ist 
siunz{a:'  — x)  — eosnziy  — y)  -|-  n(a:cos ni-t- lysin wi) (j' — :)  = 0, 
oder  mit  Hilfe  der  rileicbung  der  FMcbe  rcduciert 

x'y  — xy  + n (a;’  + y’)  [z  — i)  = 0.  . 

Beisp.  2.  Die  Gleieliung  der  diircli  die  Tangenten  einer  Scbraii- 
bcnlinie  erzeugten  abwickelbaren  KUebe  zu  finden. 

Die  Glfiebungeii  der  Tangente 

X — n cosu;'=  — uasin/iz'  (j  — z'],  y — osin;i:’  = naco5«c'(i  — z') 
liefern  durch  Elimination  von  z'  das  Ergebniss 

f iC-r  + .v’  — I \ 1 (^*"1“.'/*  — 

X cos  ■|;iz  + / y sin  |«z  + - = a. 

fla  diese  Gleichung  für  x--\-y'‘  <C  n’  imaginür  ist,  so  schliessen 
wir,  dass  kein  Theil  der  Fblche  innerhalb  des  Gylinders  liegen  kann, 
auf  welchem  die  Schraube  gezeichnet  ist. 

Ihr  Schnitt  mit  der  Ebene  der  x,  y ist  die  Evolvente  des  Grund- 
kreises. Die  .Neigung  ihrer  Tangentenebenen  gegen  jene  ist  ennstant, 

der  Cosinus  des  Neigungswinkels  nämlich  = ^ — -• 

(t  -f- n*n’)’ 

Die  Schraubenlinie  ist  die  Itückkehrkantc  der  FISclic.  Denn  der 
F'orni  der  Fl.ächengleichung  x cos  i y sin  $ = n cnts|irccbcn  als 
Derivierte  nach  x,  y,  z respcctive 

. x(ucoai  — xsiaO)  . . «(ueosO — j-sinO) 

cos  9 — sm  9 — ^ - — - ) 

n (,r*  -|-  y*  — a (.r*  -f-  //*  — «*)  • 

n (y  cos  9 — x sin  9), 

welche  alle  wegen  y cos  9 — .r  sin  9 = (,r’  y*  — «‘li  für  die 
Punkte  der  Schraubenlinie  gleichzeitig  verschwinden  iiml  so  den  Ort 
singulärer  Punkte  bezeichnen.  Der  Tangcntenkegel  jedes  Punktes  in  ihr 
degeneriert  in  ein  El)encii|i.aar,  denn  seine  Gleichung  ist  in  der  Form 
bestimmt  {xx'  -f-  yy)  [x'y  — xy  na^z')  = 0. 

112.  Wir  handeln  iin  Folgenden  von  der  a h wick  ul  har  en 
Polar  fläche,  die  durch  die  Normalebcnen  der  gegebenen  Curve 
erzeugt  wird.  Fourier  hat  bemerkt,  dass  der  „Torsionswinkel“ 
des  einen  Systems  gleich  dein  „Winkel  der  Berührung“  de.s  an- 
dern ist,  wie  vollkoiiiinen  deutlich,  weil  die  Kbeneii  des  iieiieii 
Systems  senkrecht  zu  den  Linien  des  alten  sind,  und  umgekehrt. 
Der  Leser  wird  dagegen  bemerken,  dass  daraus  nicht  folgt,  die 
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(Irösse  des  einen  Svslcnis  sei  cleicli  <ler  (Irösse  des  niidern, 

dt  . o lU 

weil  ds  in  beiden  Fällen  nicht  dasselbe  ist. 

Weil  der  Durebschnitt  p der  Norinalebcneii  in  zwei  auf  ein- 
ander folgenden  Pnnklen  P,  P^  der  (äirve  die  Axe  eines  Kreises 
ist,  welchem  P,  /*,  als  Punkte  angchören  (Art.  104),  so  folgt, 
dass  die  Verbindungslinien  eines  beliebigen  Punktes  E in  ihr  mit 
P,  Pf  gleich  lang  sind  und  mit  der  A.xe  gleiche  Winkel  machen. 

OlTenbar  durebsebneiden  sich  drei  auf  einander  folgende  Nor- 
inalebenen  in  dem  Centrum  E der  osculierenden  Kugel:  Die  Cii- 
spidalkante  der  abwickelbaren  Polarfläcbe  ist  somit 
der  Ort  der  tlentra  K der  sphärischen  Krümmung.  In 
dem  Falle  einer  ehenen  Curve  reduciert  sich  diese  abwickelbare 
Polarfläche  auf  einen  über  der  Evolute  der  Curve  stehenden  Cy- 
linder. 

Die  II  a u p 1 11  o r m a I e n beider  Linien  sind  parallel; 
denn  sie  liegen  in  derselben  Ebene,  der  ^or^1alebene  der  ersten 
Curve,  die  eine  osculierende  Ebene  der  zweiten  ist,  und  sind  beide 
rechtwinklig  zu  der  Polarlinie  der  eisten  Curve,  welche  eine  Tan- 
gente der  zweiten  ist. 

Peisp.  hie  Fläche  der  Tangenten  der  Schraubenlinie  B,  welche 
nach  Art.  lOG  der  Ort  der  Krüinmungsniittclpnnkte  einer  Schrauben- 
linie A ist,  ist  die  Polarlläche  der  Curve  die  Schraube  P ist  die 
Itückkehrkanle  dieser  Polarfläche.  Zwischen  den  Curven  A und  P be- 
steht eine  vollkoniinenc  Iteciprocität.  Die  Osculatioiisehcnen,  welche 
entsprechenden  Punkten  der  beiden  Schraubenlinien  angehören,  schnei- 
den sich  rechtwinklig  in  der  geiueinschartlichen  llauptnornialc.  Die 
Punkte,  in  welchen  diese  die  lieiden  Schrauhenlinien  schneiilet , sind 
jeder  das  Krüininuiigscentrum  der  Schrauhenliiiic  des  andern  für  ihn. 
Der  genieinschaflliche  Krümmungsradius  der  Schraubenlinien  A und  P 
ist  die  mittlere  geometrische  Proportionale  zwischen  ihren  Radien  der 
Torsion  (Art.  108). 

113.  Jede  Curve  hat  eine  unendliche  Zahl  von  Evo- 
luten, die  in  der  abwickelbaren  Polarfläche  liegen;”) 
d.  h.  die  gegebene  Curve  kann  In  unendlich  vielen  Arten  erzeugt 
werden,  indem  man  einen  auf  eine  Curve  in  dieser  ahwfckelbarcn 
Fläche  aufgewiindenen  F'aden  abwickelt. 

Bezeichnen  0 0,,  0,  Oj,  etc.  die  einander  folgenden  Elemente 
der  Curve,  P,  P,,  etc.  die  AliKelpunkte  dieser  Elemente,  so  sind 
die  durch  die  Punkte  P normal  zu  den  Elementen  gelegten  Ebe- 
nen die  Normalebenen.  Die  Figur  stellt  sie  durch  die  parallelen 
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l.iiii<‘n|iiiaru  hp,  elc.  dar,  von  denen  die  Lelzleren  die 

Si'hnlUlinicn  der  auf  einander  folgenden  Norinalelienen  nnd  die 
Ersteren  die  üinonnalen  sind. 

Die  Linien  p,  pj,  etc.  sind  die  Erzeugenden  der  abwickel- 
liareii  Polarfirichc  und  daher  Tangenten  der  Cn.spidalkante  A',  A',, 
Aj,  . . . dieser  Fläche.  Ziehen  wir  nun  willkürlich  eine  I.inie  VE 
in  der  ersten  iNorinalehene,  welche  die  erste  Erzeugende  in  E 
schneidet,  und  EP^,  welches  als  in  der  zweiten  Norraalehene  die 


l'ig.  3. 


zweite  Erzeugentle  p,  in  E^  schneidet;  ehenso  P■lE^,  welches  pj 
in  E.^  schneidet.  Dann  erhalten  wir  eine  in  der  ahwickelharcn 
l’olarlläche  liegende  Eiirve  E EiE.,  . . welche  eine  Evolute  der 
gegehenen  Curve  ist.  Denn  die  Linien  P E,  PfE,  . . etc.,  die 
Tangenten  der  Cnrve  EE^E.,...  sind  Normalen  der  Curve  PP^P.y.., 
lind  die  Längen  PE  = P^E,  P^E^  = P^Ey,  etc.  (siehe  Art.  112). 
Wenn  somit  PE  ein  Tlieil  eines  um  EE^E^  aufgewundenen  Drahtes 
ist,  so  bewegt  sich  hei  seiner  Ahwindung  der  Punkt  P längs  der 
gegehenen  Curve. 
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Wegen  iler  Willkririidikeil  der  ersten  Linie  /’fc’  liesilzl  die 
Curve  eine  nnendlirln;  Zahl  von  Evoluten.  So  hat  eine  ebene 
Cnrve  nnendlicli  viele  Evoluten,  welehc  alle  In  der  Fläche  des 
Cylinders  liegen,  der  fdier  der  in  ihrer  eigenen  Ebene  gelegenen 
Evolute  steht.  In  dem  speriellen  Falle,  in  welrhein  die  Evolute 
sich  auf  einen  l’nnkl  rediirierl,  d.  h.  in  dem  des  Kreises,  sehen 
wir  in  der  Tliat,  da.ss  die  Curve  durch  Abwickelung  eines  Drahtes 
von*  conslanter  Länge  aus  einem  beliebigen  l’nnktc  der  durch  das 
Cenirnm  iles  Kreises  gehenden  Axe  beschrieben  werden  kann. 

Im  allgemeinen  Falle  sind  die  sämintlichcti  Evoluten 
i’A’,  A’j  . . . , etc.  geodätische  I,inien  der  abwickelbaren 
P o 1 a r f I ä c li  e. 

Denn  wir  wissen  (Art.  51),  dass  eine  (airve  eine  geodätische 
Linie  ist,  wenn  zwei  ihrer  auf  einander  folgenden  Tangenten  mit 
ilcm  Durchschnitt  der  entsprechenden  Tangentenebenen  der  Fläche 
gleiche  Winkel  bilden,  und  es  ist  so  elien  (Art.  112)  bewiesen 
worden,  dass  PE.  P^E,  welches  zwei  auf  einander  folgende  Tan- 
genten der  Evolute  sind,  mit  /),  dass  ist  dein  Durchschnitt  zweier 
auf  einander  folgenden  Ebenen  der  abwickelbaren  Fläche,  gleiche 
Winkel  einschliessen.  Eine  Evolute  kann  daher  gefunden  werden, 
indem  man  einen  Faden  als  tangierend  zur  abwickelbaren  Polar- 
lläclic  von  P aus  legt  und  die  Fortsetzung  dieser  Tangente  um 
die  abwickelbare  Fläche  aufwindel. 

114.  Der  Ort  der  Krfimmn  ngscentra  ist  eine  in  der 
abwickelbaren  Polar  fläche  gelegene  Curve,  aber  nicht 
eine  solche,  welche  dem  System  der  Evoluten  ange- 
hört. Die  erste  osculicrende  Ebene  0 0, Oj  schneide  die  ersten 
zwei  Kormalehenen  in  PM,  so  ist  M das  erste  Krümimings- 

cenlriim;  in  gleicher  Art  ist  A/,,  der  DiirchschnitCspunkl  von  P^M^ 
lind  /’j/W,  den  Durclischniltslinien  der  zweiten  oscuiierendeii  Ebene 
0, 0.^0.,  mit  der  zweiten  und  drillen  Normalehene  das  zweite 
Krnmniungscentrum.  Nun  sind  die  Cicraden  P^M,  P^^l^  verschie- 
den weil  sie  die  Diirchsclinittc  derselben  Normalehene  mit  zwei 
verschiedenen  osculierendcu  Ebenen  sind ; P^  A/,  schneidet  daher 
die  Linie  /»  in  einem  Punkte,  welcher  von  A/  verschieden  ist. 
Die  zwei  Krüinmnngsradien  P^M,  l’,  .1/,  in  den  Schmiegungsebe- 
nen von  P,  7*1  haben  keinen  geinciuscliaftlichen  Punkt  in  der 
Durchschnittslinic  p dieser  Ebene;  zwei  auf  einander  fulgende 
Krümmungsradien  schneiden  sich  daher  nicht,  ausser  in  dem  spe- 
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cii;Ik‘ii  Talle,  wo  zwei  auf  einander  folgende  osenliercnde  Klienen 
sicli  decken. 

Pa  soinil  die  Ontra  der  Krnniinnng  nicht  al$  die  nurc.li- 
•ichnilte  der  auf  einander  folgenden  Radien  gegeben  sind,  so  sind 
diese  au  ii  niclit  Tangeiilen  des  Ortes  der  Centra.  Irgend  ein 
Radius  PM  ist  daher  nicht  die  Fortsetzung  eines  uni 
aufgew'iindenen  Drathes,  und  die  Abwickelung  eines  solchen  Drathes 
bringt  nicht  die  (iiirve  P^  . . . hervor,  ausgenommen  in  dem 
Falle,  wo  die  i.etztere  eine  ebene  Curve  ist'*) 

Man  kann  ferner  zeigen,  dass  hei  der  Entwickelung 
der  Polarfläche  der  Curve  in  eine  Ebene  der  Ort  der 
K rümnningscentra  sich  in  die  einem  hestimniten  Llr- 
sprung  A cnls|)rcchenile  Fusspiinktencurv  c der  Ah. 
wickelungsgestalt  der  R ück  k eh  r k an  t e transformiert; 
so  dass  die  Entfernnngen  eutsp  rechend  er  Punkte  den 
Radien  der  Schmiegiingskugel  und  des  Krünimungs- 
kreises  respective  gleich  sind,  welche  dem  entspre- 
chenden iOinkte  der  Originalcurvc  angehören. 

Renn  wenn  A"  ....  ...  die  Irausfurinicrteu  von 

K . . . (Rückkehrkanle  der  Polarfläche)  und  . . . (Ort 

der  Krüminuiigsrenlra)  sind,  so  geht  die  Cui  ve  E E^E.^  ..  . (Evo- 
lute) in  eine  gerade  l.inie  fdier  mul  «laher  fallen  alle  die  Punkte 
;1/,  ...  in  einen  Punkt  A zusammen.  Die  Punkte  M lindet 

man  vor  der  Entwickelung  aber  durch  Normalen  0 31  von  den  O 
auf  die  verlängerten  Elemente  A'Aj  etc.,  und  die  Entfernungen 
OM,  OH  sind  von  den  llaihme.ssern  des  Krümmnngskreises  und 
der  Schniiegnugskugel  uuendlirh  wenig  verschieden ; und  da  die 

•)  Die  Clmraetore  der  !iliwickcll)aren  l'ul.'vrllriclic  können  lUireli 
einfache  ScblöBBe  iinterBucht  werden;  bo  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die 
Klasse  dieser  ahwiekelhären  Fläche  ist  i«  -f-  r,  wo  lu  und  r ilic  in 
Art  07  ihnen  hcigelegt«'  Bedeutung  hahen.  Ihre  ünlniing  ist  ferner 
= die  Ordnung  ihrer  Rückkehrkantc  = .''»m-j-«,  und  sie  hesilzt 

keine  stationären  Klienen.  Denn  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  unend- 
lich fernen  Punkte  der  gegehenen  Curve  von  allgemeiner  Beschaf- 
fenheit sind,  entsprechen  ihnen  Normalehenen,  die  g.anz  itn  Unondlithen 
liegen,  und  die  entsprechenden  Erzeugenden  der  Polar  Developpaheln 
sind  gemeiiischafllich  zu  drei  auf  einander  folgenden  Klienen.  Die  unend- 
lich ferne  fibene  schneidet  also  die  Polardcveloppablc  in  m Geraden, 
welche  dreifaih  zählen  und  in  einer  Curve  ri'’’'  Ordnung.  (Vergl.  die 
Aiiinerkun.g  IW.) 
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OM  und  OA'  in  «It-r  Kln-iie  von  zwei  NarliliareleineiUcn  <Ier  Uiiek- 
kelirkante  liegen,  so  ist  die  Enlwickelnng  der  Linie  der  Cenlra 
eine  Fnss|mnklenriirve  der  Itnckkelirkanlc  nacii  dem  obigen  riesclzc. 

Anrli  die  llinkelirnng  des  Salzes  ist  wahr. 

lli'i.  Den  Uadins  der  dnrrli  vier  auf  einatider  fol* 
gende  Punkte  liesl  i in  in  Ic  n Kugel  zu  rinden.  (Sr.liinie- 
gnngskiigel.) 

Ist  R der  Radius  einer  Kugel,  (>  iler  Radius  des  von  ihr  inil 
einer  Kiieiie,  die  gegen  die  Nnrinaleheiie  in  irgenil  einem  Piinkle 
den  Winkel  1/  hildei,  heslininiten  Sehnilles,  so  isi  nach  dein  Salze 
von  .Meiinier  /trostj  = (>;  und  lür  eine  daraid'  folgende  Kheiie, 
welehe  den  Winkel  1/  di]  maelil,  dp  = — R sin  ijii]. 

Also  ist  Ä’  = p*  -|-  ■ 

In  diesen  Aiisdriiek  sind  nun  die  rri'iher  (Art.  Iü5,  108)  ge- 
ruiidenen  W'erihe  von  p und  «5»  einznselzen.  ist  ofTenhar  die 

'/ij 

l'änge  der  senkrechlen  Entrernniig  des  Kngehniltel|intikles  von 
der  Ebene  des  Krüininiingskreises. 

111).  Die  Eoordinaten  des  Eentrnnis  der  oseulic* 
rendeii  Kugel  zu  finden. 

Sei  die  fileichnng  einer  Norinalebene 

(Of  — x)  dx  + (/3  — tf)  dy  -j-  (y  — z)  dz  = 0, 
für  (x,  y,  z)  als  einen  Punkt  der  Cnrve  und  (o,  /S,  y)  als  einen  ver- 
Snderlichen  Puiikl  in  der  Ebene,  so  giebt  die  rileirhuug  der  dar- 
auf fidgenden  iNorinulebene  durch  ihre  Verbindung  mit  der  vorigen 
(«  — x)  (fx  -j-  — y]  (f'y  -f-  (y  — s)  d^z  — ds"^; 

und  die  lileichnng  der  dritten  Ebene  giebt 

(n  — x)  d^x  — y)  d''y  -|-  (y  — i)  d-*i  = 3</sd’s. 

Rnzeichnen  wir  nun  wie  vorher  dyd‘z  — dzd‘‘y,  etc.  durch 
X,  Y,  Z',  dydh  — dzd^y,  etc.  durch  A",  Y',  Z'  und  die  Deter- 
minante Xd^x  -(-  YiPy  -f-  Zd^z  durch  M,  so  giebt  die  Auflösung 
der  vorigen  Gleichungen 

M{a  — x)  = — X'ds‘  -f  3 Xdsd‘s, 

M (ß  — y)=  — Y'ds‘  3 Yds(Ps, 

M (y  — i)  = — -I-  3 ZdstPs. 

Indem  wir  diese  Gleichungen  (|iiadrieren  und  addieren,  er- 
halten wir  für  R'^  einen  andern  Ansdruck,  welcher  mit  dem  des 
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IclzltMi  Ai'liknis  iiliiTciiislimmI , \venii  man  darin  für  o und  ilire 

dl} 

Wcrllie  siilistituierl. 

Dieselben  Uleidiungen  von  drei  auf  einander  fnlgendeii  Nur- 
malebenen besliinmen  die  Itriekkehrkaiile  der  Pnlarlläebe  und  lie- 
fern diirrli  die  leicht  daraus  enlspringenileii  Itelalionen 
ilxilß  tlyilß  dztly  = <),  ilxifu  -f-  dyil'ß  -f-  ilzil'y  = 0, 
äx  dy  d*ß  — dß  fPy  dy  da  dPy  — dy  d*a 

dz  dßiPa  — daiPß*  dz  dßtPu  — datPß 

die  Sfitze  wieder:  Die  Tangenten  in  cnLsprecbenden  l'iinkten  der 
lliirvc  und  dc'i'  ltnckkelirkanle  ihrer  Polarllricbe  sind  ortbngonal. 
Die  Tangente  der  einen  und  die  Osculalinnsebene  der  andern 
(äirve  in  entsprechenden  Piinkteii  sind  orthogonal. 

Wir  fügen  eine  lleibe  anderer  Ausdrücke  hinzu,  deren  grös- 
si-rer  Theil  cinraclier  gconicirischcr  Iteweise  ffdug  ist,  deren  De- 
tails wir  der  KaumiTsparniss  wegen  untcrdriicken. 

Peisp.  1.  Wenn  c den  flogen  der  (hn  ve  bczeiehnft,  die  ilen  Ort 
der  Ontra  der  ahsuhilen  Knnnniiing  bildet,  so  ist 

d(i‘  — Q^dt]',  Oller  da  — Rdij. 


Beisp.  2.  Ist  2 die  Länge  des  Bogens  des  Ortes  der  Pentra  iler 
spliärisclien  Krüininiing,  su  hat  man  d£  = — ^ , wo  i5  = die 

llistanz  zwischen  den  tientren  des  oscnlierenden  Kreises  und  der  osen- 
herenden  Kugel  ausdriiekt.  Wir  erhalten  ans  diesem  Aiisdruek  inimil- 
telhar  Werthe  der  lladien  der  Knlmmniig  und  Torsion  dieses  Oites, 
indem  wir  erinnern,  dass  der  Torsionswinkcl  desselben  der  Winkel 
der  Berührung  des  Originals  ist  und  umgekehrt. 

Beisp.  ‘A.  Iler  Winkel  zwischen  zwei  auf  einander  fulgcndcn  iccti- 
licierenden  Oeraden  ist  dH. 

Beisp.  4.  Iler  Winkel  i//  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Lagen  von  B ist  durch  die  Porinel  = ds^  -|-  d£-  — !//?'■* 

bestimmt.  ■**') 


IV.  Absclmitt.  Die  Gurven  auf  den  Flächen. 

'117.  Es  bleibt  uns  übrig.  Einiges  von  den  Eigenschaften  der 
fairvcn  zu  sagen,  insofern  man  sic  als  auf  einer  besondern  Fläche 
gelegen  helrachtet. 

Wir  wissen,  dass  die  Kugel  ihre  eigene  Geometrie  hat,  in 
welcher  die  grössten  Kreise  die  Stelle  der  geraden  Linien  in  einer 
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Ehfii«  vei'lreU‘11 ; in  d crs cl l)en  Arl  lial  jede  Fläclie  ihre 
eigene  Geometrie,  in  welcher  die  geodätischen  Linien 
der  Flächen  den  geraden  Linien  entsprechen.*'') 

Wir  haheii  früher  durch  Anticipalion  die  Fundamentalcigen- 
scliafl  der  gcoilälischen  Linien  gegehen  (Art.  51).  Ans  dieser 
Kigenschaft,  nach  welcher  die  Normale  der  Fläche  in  der  Ebene 
zweier  auf  einander  folgende  Elemente  der  Curve  liegt  und  den 
Winkel  zwischen  ihnen  halbiert,  ergiebt  sich  die  DilTcrentialgleich- 
ung  derCurve;  U^,  f/j,  U^,  welche  den  Kichtungscosinus  der  Nor- 
male proportional  sind,  müssen  nach  ihr  zu  d d~ 

proportional  sein,  d.  h.  zu  den  Richtungscosinus  der  Halbierungs- 
linie. (Art.  98.)  Wenn  daher  die  Tangenten  einer  geo- 
dätischen Linie  mit  einer  festen  Linie  gleiche  Winkel 
hilden,  so  sind  die  Normalen  längs  derselben  einer 
festen  Ehene  parallel,  und  umgekehrt.^)  Denn  aus  der 
Gleichung 


ilx  , , ily  . itz 

" T,  + '' ^ 


const.. 


welche  ausdrückt,  dass  die  Tangenten  mit  einer  festen  Linie  einen 
constanten  Winkel  hilden,  können  wir  die  andere 


aU^  + bV.j  + CÜ3  = 0 

ahleilen,  welche  den  I'arallelismus  der  Normalen  mit  derselben 
Ehene  bezeichnet. 

118.  Wenn  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer 
Fläche  zwei  iiiicndlicii  nahe  und  gleichlange  geodäti- 
sche Linien  gelegt  sind,  so  ist  die  Verbindungslinie 
ihrer  Endpunkte  rechtwinklig  zu  beiden.*'') 

Sind  .-fÄ  = AC  die  beiden  unendlich  nahen  gleichen  geodä- 
4 tischen  länien,  und  ist  dem  Salze  entgegen 

der  Winkel  hei  B nicht  ein  rechter,  sondern 
= fi,  so  nehme  man  auf  BA  einen  Punkt  D 
ß 

so  an,  dass  BB=  .ist:  dann  darf  inan 
cos  0 

das  Dreieck  BCB,  da  alle  seine  Seilen  unendlich 
klein  .sind,  als  ein  ebenes  Dreieck  hehandeln, 
so  dass  i BCB  ein  rechter  ist.  Daher  haben 
wir  BC  < DB,  AB  -(-  BC  < AB  und  daher 
AC,  d.  h.  AC  ist  nicht  der  kürzeste  Weg  auf  der  Fläche  von 


b[ 
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A nach  C,  was  der  V'orausselzmig  von  der  geodäiisclien  Natur 
der  beiden  Ciirven  entgegen  ist.  Oder  der  beweis  kann  auch 
geffihrt  werden,  wie  folgt:  Die  kürzeste  Linie,  welche  inan  von 
einem  Punkte  A nach  einer  gegebenen  Lnrve  in  einer  Fläche 
ziehen  kann,  schneidet  diese  Ciirve  rechtwinklich.  Denn  wenn 
sie  es  nicht  thäte,  so  nehmen  wir  in  dem  Radius  vector  von  A 
und  unendlich  nahe  der  Ciirve  einen  Punkt  D und  fällen  von  ihm 
eine  Senkrechte  zur  Lurve  (indem  wir  längs  BC  ein  Stück 
= B D cos  S abtragen  und  den  so  gefundenen  Punkt  mit  D ver- 
binden). Wir  können  dann  von  T)  auf  kürzerem  W'ege  zur  Lurve 
gelangen,  indem  wir  längs  der  Senkrechten  gehen,  als  indem 
wir  den  angenommenen  Radius  vector  verfolgen,  welcher  daher 
nicht  die  kürzeste  Linie  ist. 

Wenn  also  jede  geodätische  Linie  durch  A die  Ciirvc  recht- 
winklich dnrchschneidet,  so  ist  die  Länge  der  geodätischen  Linie 
von  A bis  zu  ihr  conslant.  F.s  ist  auch  mechanisch  olTenbar,  dass 
der  auf  einer  Fläche  von  einem  festen  Punkt  aus  durch  einen 
gespannten  Faden  heschriehene  Kreis  überall  rechtwinklich  zur 
Richtung  des  Fadens  ist. 

119.  Der  eben  bewiesene  Satz  ist  das  Analogon  des  Funda- 
mentalsatzes der  Methode  des  unendlich  Kleinen  in  ihrer  Anwen- 
dung auf  gerade  Linien*);  alle  die  am  angeführten  Orte  mit  Hilfe 
dieses  Princips  bewiesenen  Sätze  bleiben  daher  wahr,  wenn  wir 
in  ihnen  von  geodätischen  Linien  auf  irgend  einer  Fläche  statt 
von  geraden  ünien  in  der  Ebene  sprechen.  Z.  B.  Wenn  wir 
auf  irgend  einer  Fläche  die  e i n e r E 1 1 i p se  o d c r H y b e r- 
hel  e.itsprechende  Curve  conslruieren,  d.  h.  den  Ort 
eines  Punktes,  für  welchen  die  Summe  oder  DifTerenz  seiner  geo- 
dätischen Entfernungen  von  zwei  festen  Punkten  der  Fläche  con- 
stant  ist,  so  halbiert  die  Tangente  in  irgend  einem 
1‘unkte  des  Ortes  den  Winkel  zwischen  den  geodäti- 
schen Linien,  welche  den  Berührungspunkt  mit  den 
beiden  festen  Punkten  verbinden.  Die  Umkehrung  dieses 
Satzes  ist  nicht  minder  wahr. 

Ferner,  wenn  zwei  geodätische  Tangenten  einer 
Curve  durch  irgend  einen  Punkt  P mit  der  Tangente 

*)  Vergl.  „Kegelschnitte"  p.  ?<:t, 

SttlraoHf  (icoin.  (I.  Kaamp4.  TT.  9.  Aiitl.  tU 
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l•illcr  Ciirve,  längs  welcher  sich  P liewcgi,  gleicln; 
Winkel  bilden,  sn  ist  die  Differenz  zwischen  der  Sn  in  ni  u 
dieser  Tangenten  und  dem  von  ihnen  auf  der  hernhr- 
len  (5nrve  begrenzten  Bogen  mnstant.  (Vergl.  a.  a.  0. 
An.  2(5(5.)  Oder,  wenn  man  in  den  geodätischen  Norma- 
len einer  (Inrve  glciehe  Slhcke  ahträgt,  so  schneidet 
ilie  Verbindungslinie  ihrer  Endpunkte  alle  diese  Nor- 
malen rechtwinklig.  Wenn  zw  ei  verschiedene  Cn  rvcii 
ein  System  geodätischer  l.inien  gleichzeitig  recht- 
winklig schneiden,  so  fassen  sie  auf  jedem  Vector 
der  Beihe  eine  constante  Länge  zwischen  sich.  Wir 
werden  zunächst  dic.se  Principien  auf  die  Theorie  der  geo- 
il  ä t i s c h e n Linien  a u f F 1 ä c h e n zweite  n (I  r a d c s anw enden. 

120.  So  wie  die  krnmmnng  einer  ebenen  Lurve  durch  das 
Veihältniss  geme.ssen  wird,  in  welchem  der  Winkel  zwischen  zwei 
auf  einander  folgenden  Tangenten  zum  liogenclement  steht,  so  winl 
auch  die  geodätische  krnmmnng  einer  auf  einer  krunimen 
Fläche  verzeichm  len  (’.urve  durch  den  Grenzwerth  des  Verhältnisses 


gemessen  zwischen  dem  Element  des  Bogens  und  dem  Winkel 
zwischen  zwei  auf  einander  f(dgenden  geodätischen  Tangenten. 
Die  fidgende  Bestimmung  des  Itadins  der  geodätischen 
Krümmung  verdankt  man  Lion  vil  le;*")  sie  enthält  gleich- 
zeitig einen  Beweis  von  .Meunier's  Theorem. 

Seien  MS,  SP,  zwei  auf  einander  folgende  und  gleiche 
,,  Elenii’iite  der  Gnne,  so  verlängere  man 

' ■ j,  MS  nach  ST  = MS  und  fälle  die  Noi- 

male  T Q auf  die  Fläche  und  verhimle 
v',  S !J  und  Plj.  Weil  TT  einen  uiieiid- 
' T'  lii  ||  kleim  II  Winkel  mit  der  Fläche  macht, 
so  ist  seine  Projeclion  t/t»  ihm  gleich, 
SQ  ist  das  zweite  Element  des  Normal- 
Schnittes  und  amh  das  zweite  Fdemeiit 
der  geodätischen  Verlängerung  von  MS.  Ist  nun  6 der  Winkel 
der  Berührung  TSP,  und  5’  der  Winkel  der  Berührung  des  Nor- 
malschiiitts,  sn  ist 

• TP^^tls,  TQ='üh. 

Der  Winkel  QTP  {=  <p)  ist  aber  der  Winkel  zwischen  der 
O-culationseheiie  der  Giirve  und  iler  Eheiu'  des  Nornialschniltes, 
mul  da  TQ  = TP  cos  tp  ist,  so  haben  wir  5'  ==  5 cos  ip  und 


Digitized  hy 


Gooak 


147 


il.  i.  Mcuiiicr's  ’riiforein;  H ist  der  KrüiniiiunL's- 
H (>  ° 

radiiis  des  Nornialsclmillcs  und  p der  <ler  gegebenen  Cnrve. 

In  derselben  Arl  haben  wir.  da  I>i\Q  = i"  der  gcodälisrlie 
Winkel  der  Herüln  ung  ist,  PO  = 9"</s  und  TQ  = TP  sin  qp,  oder 
1 sin  «j; 

'■  e 

Der  gcod.atische*)  lladius  der  Krümmung  isl  also -r-^ — . Man 

81U  qp 

sielit  leiclil,  dass  dieser  geodäliselie  lladius  mit  dem  Radius  der 
ahsolnten  Krümmling  derjenigen  ebenen  (birvc  üliereinslimmt,  in 
welche  die  gegebene  Cnrve  Iransformierl  wird,  wenn  man  die 
längs  derselben  der  gegebenen  Fläche  lunscbriebenc  Abwickebings- 
lläcbe  in  eine  Ebene  ansbreilet. 

121.  Man  kann  die  Theorie  der  geodätischen  Linien  auf  den 
Flächen  zweiten  Grades  von  Joacliiinsthars  Fundamentnisalz 
abhängig  machen,  nach  welchem  in  Jedem  Punkt  einer 
solchen  Cnrve  die  Grösse  pD  constant  ist,  wo  p wie  im 
■\rt.  174  Bd.  I die  Senkrecliie  auf  die  Tangcntenehene  des  Punktes 
lind  I)  den  zur  Tangente  der  (.urve  in  demselben  Punkt  parallelen 
Dnrchniesser  der  Fläche  zweiten  Grades  bezeichnet.  Derselbe 
kann  von  l'olgenden  zwei  F’rincJpien  ans  bewiesen  werden; 

1)  Wenn  man  von  irgend  einem  Punkte  aus  an  eine  Fläciie 
zweiten  Grades  zwei  Tangenten  zieht,  so  sind  ihre  Längen  den 
parallelen  Durchmessern  proportional  (vergl.  Art.  70,  Rd.  I); 

2)  Wenn  man  von  zwei  Punkten  A,  H einer  Fläche  zweiten 
Grades  von  dem  einen  auf  die  Tangentenehene  des  jedesmaligen 
anileren  Perpendikel  fällt,  so  sind  die  Längen  derselben  denen  der 
senkrechten  Abstände  des  Centrums  von  denselben  Ebenen  pro- 
portional. Denn  die  Länge  der  Senkrechten  von  {x",  tj",  r")  auf 
die  Tangentenehene  in  (x',  y',  z')  ist 


und  die  der  Senkrechten  von  (x’.  y',  i)  auf  die  Tangentenehene 

•)  leb  habe  den  durch  0.  Bon  net  eingeführten  Namen  „zweite  geo- 
dätische Krümmung“  nicht  angenommen.  Es  ist  beabsichtigt,  die  Grenze 
dea  Verhältniases  auszudrücken,  welches  durch  daa  Bogcnelement  und 
den  Winkel  der  Normale  dea  einen  Endpunktes  gegen  dio  Ebene  dea 
Elementee  und  der  Normale  am  anderen  Endpunkte  bc.stimmt  ist. 

tu* 
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in  (x  , y , z ) 


NVpnn  mm  von  den  Punkten  yi,  B nacli  irgend  einem  Punkte 
in  der  Uurchsclinillslinie  der  Taiigenlenebenen  in  A und  B die 
Geraden  AT,  7"  gezogen  werden  und  >7  7’ mit  jener  Durrlisclmitls- 
linie  den  Winkel  i bildet,  wäbrcnd  die  Tangentenebenen  selbst 
einen  Winkel  a einscblicssen,  so  ist  die  Senkrechte  von  A auf 
die  Uurcbscbnitlslinie  der  Ebenen  AT  sin^  i und  die  von  A auf 
die  Tangentenebene  in  B AT  sin  i sin  ,ea;  ebenso  ist  die  Senk- 
rechte von  B auf  die  Tangentenebene  in  A BT  sin  i'  sin  (o. 

Wenn  nun  die  Linien  AT,  BT  mit  der  Dnrchscbnittslinie 
der  Ebenen  gleiche  Winkel  bilden,  so  sind  ihre  Längen  den  senk- 
rechten Entfernungen  der  Punkte  A und  B von  beiden  Ebenen 
proportional.  AT  und  BT  sind  aber  proportional  zu  D und  D't 
und  die  bezeicbnelcn  senkrechten  Entfernungen  sind  proportional 
zu  den  Senkrechten  vom  Centrum  p und  p’.  Also  ist  7)p=7>'p'. 

In  Art.  51  ward  aber  bewiesen,  dass  die  surcessiven  Ele- 
mente AT,  BT  einer  geodätischen  Linie  mit  der  DurchschnitLs- 
linie  der  Tangentenebenen  in  A und  B gleiche  Winkel  bilden;  in 
f'olge  dessen  bleibt  die  Grösse  Bp  unverändert,  wenn  wir  in 
einer  geodätiseben  Linie  von  Punkt  zu  Punkt  gehen;  q.  e.  d.^’) 

Diese  Bemerkung  des  Art.  51  kann,  genau  festgestellt,  eine 
andere  Betrachtung  begründen.  Wenn  die  Normalen  der  Fläche 
in  zwei  auf  einander  folgenden  Punkten  der  Curve  gegen  die 
betreffende  Sebmiegungsebene  derselben  gleich  geneigt  sind,  so 
bilden  sie  auch  gleiche  Winkel  mit  jener  Geraden,  und  die 
Winkel,  welche  derselbe  Tbeil  dieser  Linie  mit  ihnen  oder  den 
Elementen  selbst  bildet,  sind  gleich  oder  supplementär,  je  nach 
dem  die  Normalen  auf  derselben  Seite  der  Sebmiegungsebene 
liegen  oder  nicht.  Liegen  sie  auf  derselben  Seite,  so  durchschnei- 
den  sie  sich,  und  die  betrachteten  Elemente  gehören  einer  Krüni- 
mungslinie  an.  Ihre  Lage  auf  verschiedenen  Seiten  wird  beim 
Uebergang  zur  Grenze  zur  Lage  in  der  Sebmiegungsebene  selbst 
und  die  Curve  zur  geodätischen  Linie.  Auf  einander  folgende 
Elemente  einer  K rii  m mungsli nie  machen  also  mit  den- 
selben Seiten  der  Schnittlinie  derbcz ü glich enTangen- 
te II ebenen  der  Fläche  gleiche  W'inkel,  solche  einer 
geodätischen  Linie  siipplemcnläre  Winkel.  Daraus  er- 
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giebl  sich  die  Biiiidigkeil  der  Schlüsse  dieses  Arl.  für  beide  Fülle. 
■\ber  auch  so: 

Sind  also  MN,  NP  auf  einander  folgende  KIcineule,  NO  die 
Schuiltlinie  der  Tangentenebenen,  so  hat  man  entweder 

L ONM=  L ONP.  oder  L ONM  + iONP=  ISO'’; 
ist  dann  C N'  der  zu  NO  parallele  Halbmesser  des  Ellipsoids  und 
legt  man  durch  ihn  parallel  zur  Srlimicgungsebeue  MNP  eine 
Ebene,  so  schneidet  diese  das  Ellipsoid  in  einer  Ellipse,  welche 
der  in  der  Schmiegungsebene  enthaltenen  ähnlich  ist,  und  die 
auf  einander  folgenden  Tangenten  derselben  M'N",  N'1‘'  sind  zu 
MN,  NP  respective  parallel,  also 

i CN-M'  = L CN'P'  oder  L CN"M'  -f  L C.YP'  = 180". 

Daher  sind  die  Perpendikel  von  C auf  M N',  N' P’  gleich 
lang,  und  wenn  man  also  parallel  der  Tangentenebene  in  einem 
Punkte  der  Onrve  eine  F^bene  durch  das  Centrnm  legt,  so  ist  die 
Senkrechte  vom  Centrum  auf  die  der  Tangente  der  Curve  paral- 
lele Tangente  des  Centralschnitts  constant  = q.  Dann  ist  pDq  das 
Volumen  des  umhüllenden  Parallelepipeds,  d.  h,  constant,  und 
somit  pD  auch  eine  constante  Grösse. 

122.  Einige  Folgerungen  für  Flächen  Jeder  Ordnung 
ergeben  sich  mit  Leichtigkeit.  Wenn  eine  K r ü m m u n g s I i n i e 
eben  ist,  so  bilden  die  Normalen  der  Fläche  längs 
derselben  m i t e i n e r f e s t e n G e r a d e ii  d e n s e I b c n W'  i n k e I. 
Denn  die  auf  einander  folgenden  Normalen  sind  glcichgcneigi 
zur  Ebene  der  Cwve,  also  auch  zu  ihrer  Normale, 

Wenn  die  Normalen  einer  Fläche  längs  einer  geo- 
dätischen liinic  einer  festen  Ebene  parallel  sind,  so 
bilden  die  Tangenten  der  Curve  mit  einer  festen  Ge- 
raden gleiche  Winkel.  Denn  eine  Normale  jener  Ebene  ist 
zu  allen  Tangenteuebenen,  also  auch  zu  ihren  Schnittlinien  parallel, 
zu  denen  ja  die  Elemente  der  geodätischen  Linie  supplementäre 
W'lnkel  bilden. 

Wenn  die  Durchschniltslinie  zweier  Flächen  eine 
Krümmnngslinie  für  beide  ist,  so  schneiden  sich  diese 
unter  constantein  W'inkcl.*) 


♦)  Derselbe  Satz,  kann  auch  aus  der  Gleichung  des  Art.  5.3 
pdz)  dy==  {du  qdz)  dp  geschlossen  werden. 
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Siml  ^l^  iiml  A7'  ;iiil  «iiiamlcr  Inlj'i'iKlu  Klemciilc  »l(.T  Uiirtli- 
ilriiiyuiigsciirvi! , so  hesclin  ilie  man  aus  N mil  MM  = M' P als 
tlallimvsser  eine  Kiigi’l,  «ulilie  die  liiirchscliiiillsliiiien  der  Taii- 
f^enleireheiienpaare  lieider  Flachen  in  0 und  fj  respeclive  dHrcli- 
sclim-idet.  Oann  sind  nacli  der  Naliir  der  Kriiinnuingslinie  die 
llii);en  grösster  Kreise  OM=Or\!  QM—QP,  und  da  OQ  den 
sjihärisclien  nreierUeii  0 M (J  lind  OPQ  gemeinsm  ist.  so  ist 
^ OMQ  — L li-  ‘1er  "’inkel  der  Tangenleiiebenen  liei- 

der  Flächen  diircli  dasselbe  Flenienl  ist  coiislanl. 

Mas  Näniliche  gilt  ITir  eine  geodätische  üiiie,  aber  die  Flä- 
chen hernhren  dann  einander  oder  schneiden  sich  in  einer  tie- 
radeii.  Menn  dann  sind  die  Mögen  OM  und  OP,  QM  und  QP 
supplementär:  liegen  dann  die  Linien  MX,  XO  und  XP  nicht 
in  einer  Kbeiie,  d.  h.  ist  MXP  nicht  gerade,  so  fallen  nothwen- 
dig  XO,XQ  r.nsaminen,  und  die  Flächen  berfiliren  einander.  Wenn 
aber  die  Elemente  MX,  XP  in  dieselbe  lierade  fallen,  so  decken 
sich  auf  einander  folgende  Tangentenebenen  jeder  Fläche,  und 
die  Flächen  schneiden  einander  in  einer  Geraden  nntcr  constan- 
tem  Winkel. 

Als  spccielle  Fälle  treten  hinzu  die  Sätze:  Wenn  eine  Krnni- 
mnngslinie  einer  Fläche  eben  oder  sphärisch  ist,  so  schneidet  die 
Fläche  die  Ebene  oder  Kugel  längs  derselben  unter  constantem 
W'inkel  lind  umgekehrt.  Für  eine  kreisförmige  Krümmiingslinie 
bilden  die  Tangentenebenen  derselben  einen  Drchiingskegel.  Mer 
Satz  des  Art.  47.  Wenn  zwei  Flächen  einander  berühren,  während 
die  Iterührungscurve  eine  geodätische  Linie  der  einen  ist,  so  ist 
sie  auch  eine  geodätische  Linie  der  andern. 

123.  Wegen  der  Wichtigkeit  des  .1  oacli i m s t ha  l'schen 
Satzes  wollen  wir  üherdiess  zeigen,  wie  er  aus  den  DilTerenlial- 
gleichiingen  einer  geodätischen  Linie  abgeleitet  werden  kann.^^) 

Iiidein  inan  die  Gleichung 


IP 


^ fl»  ' «•  ’ 


in  welcher  I/,,  f/j,  üj  die  Miirerentialcoeflicienten  sind,  diirerentiiert 

fix 

und  dann  für  U^,  etc.  rf  — etc.  (Art.  117)  substituiert,  erhält  man 


0. 
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Wir  bemerken  dabei,  dass  diese  lileirliiing  aucb  liir  eine 
Krmiimiuigslinie  wahr  ist;  <letin  da  etc.  die  Itieblmigscusiniis 

der  ^nrnlale  sind,  so  sind  die  Hirlilntigscosinus  einer  Linie  in 
derselben  Lbene.  mit  zwei  aid  einander  folgenden  Normalen  und 

ete.  |iro|)ortional ; es 


sind  also  die 

äs 


(»)• 


senkrecht  zn  Minen  (Art.  98)  zu  rf 

etc.  einer  Kriimninngslinie  de 
|iro|iorlional.  Wenn  wir  aber  ferner 


" ^ («'); 


etc. 


ä.r*  . rfi/«  , rfi*  , 

äs'  ■>  (/>  ' dt' 

dillerenliieren  und  für  ^ den  eben  gegebenen  Werth  einffiliren. 
so  erhallen  wir  die  ('■leichiing 


(S)  •' (5) + -(S)-('„')+"(K) 

Durch  wirkliche  Ansfnhrung  der  angedeuteten  DUTerentiationen 
und  lleduction  des  Ilesnltats  initlelsl  der  Differentialgleichung  der 
Klilchc  17,  rfx-f-  02>ty U^dz  — O und  ihrer  Conscijuenz 

dü^äx  + dUjdi/  + (lU^dz  = — 
erhallen  wir 


{dUidx  + (lU^dy  + dü^dz)  (dRds  — R<Ps) 

+ {dUt  d'Kx  + d u]  y + dÜ3(f‘z)  Ä d s = 0, 

oder 

äVxä^x  -f*  ätJ^Py  -|-  äU^fPs  . dH  ä's  - 

ä (/^äx  ä ä U^äz  ' K äs 

Diese  Gleichung  ist  wirklich  das  Product  der  beiden  folgen- 
den Determinanlen 

{ll,dz — U2dy)((-x-\-{U2dx — L\  di)rf^y-|- ({/, dy — U2dx)rPz  — 0, 
{U.idz—  U■,dy)dU^+{V3dx—  Ufdz)dC2  + {Utdy  - Ü2dx)dU2  = 0, 

von  denen  die  erste  die  Gleichung  iler  geodätischen  Linien,  die 
andere  die  Gleichung  der  Krümmnngslinien  ist;  da  jene  ausdrückl, 
dass  die  llaiiptnorinale  in  der  durch  die  Tangente  gelegten  Nor- 
tnalehenc  der  l•'läche  liegt,  oder  dass  zwei  auf  einander  folgende 
Elemente  und  die  Flächeiinorniale  in  einer  Ebene  liegen;  während 
diese  sagt,  dass  zwei  auf  einander  folgende  Normalen  in  einer 
Ehene  liegen.  (Vergl.  Art.  43.) 
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121.  lUc  vorijie  (llcidimig  ist  :ilsd  fiir  fiini  gcodälisdif  oder 
eine  krüinniungslinie  in  einer  beliebigen  Klädie  wahr;  wenn  aber 
die  h'lädic  nur  vom  zweiten  (irade  ist,  so  kann  ein  erstes  Integral 
der  tileicbnng  gefnnden  werden.  In  der  Tliat,  wir  haben  dann 


</  Uy  (P  X -f-  rf  f/,  rf‘  </  -}-  (/  iP  z=^fl  {(/  U^  <lx-^d  6 j dtj  -\-dUjd  :), 

wie  man  leicht  diirrb  Anwendung  der  allgemeinen  lileidmng  der 
Kläeben  zweiten  Crades  oder  einlaeber  durch  die  der  üleidnmg 


.Tr* 


bestätigen  kann;  im  lelzlercn  Falle  ist 


ü, 


X 


II. 


V 

ii" 


rfü,  = 


r/x 


dU.^ 


*2’ 


rff/3 


dz 
e*  ' 


und  durch  Substitution  dieser  Wertbc  ist  die  obige  rilcicbung  be- 
gründet. Somit  besteht  die  Gleichung  des  vorigen  Artikels  aus 
Theileii,  welche  einzeln  integrierbar  sind.  Die  Integration  liefert 

71’  ((/  Vfdx  + d ü^dy  + d ü^dz)  = Cds‘. 

Narb  den  vorhergebenden  Werlbcn  ist  aber 


ft”- 


f/Z/|  dx  . dU^  dif  , dV^  dz  1 rf.r*  . \ dy*  , 1 dz^ 

ds  ds  ' ds  ds  ' ds  Sx  o*  d^  ’ Id  d.d  ' tdds* 

Hie  redite  Seite  dieser  Gleichung  bezeichnet  nun  den  reci- 
proken  Werth  von  dem  (jiiadratc  eines  Gentralradius,  dessen 

Kichtungscosinus  durch  die  Grössen  gegeben  sind. 

ds  ds  ds  ° ° 

Hie  geometrische  Redentung  des  Integrals  besteht  daher  darin, 
dass  pP  einer  Constanten  gleich  sei.*') 

125.  Die  Co  n st  ante  pD  hat  für  alle  geodätischen 
Linien,  welche  durch  denselben  Kreispunkt  gehen, 
den  nämlichen  Werth.  Denn  in  dem  Kreispnnkte  ist  die 

Grösse  p allen  gemein  und  hat  den  Werth  da  aber  überdiess 

der  der  Tangentenebene  des  Kreispunktes  parallele  Centralse.hnitt 
ein  Kreis  ist,  so  ist  der  der  Tangente  der  geodätischen  Linie  [)arallele 
Durchmesser  constant,  nämlich  stets  gleich  der  mittleren  Axe  b. 
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Wir  haben  daher  IVir  eine  dnreh  einen  Kreisjinnkl  gehende  geü- 
diilisrho  Linie  pjf  = nc  Denken  wir  nun  einen  belieldgen 
l’nnkl  der  Fläche  zweiten  llrades  mit  zwei  Kreispnnkten  dersel- 
ben durch  geodätische  Linien  verhnnden,  so  muss,  weil  wir  zeigten, 
dass  p 0 für  beide  geodätische  Linien  das  nätniiche  ist,  und  weil 
in  ihrem  |)nrchschnilts|Hmkl  die  Grösse  p für  beide  denselben 
Werth  lial,  ancli  das  l)  für  beide  den  nämlichen  Werth  haben; 
d.  h.  die  Durchmesser,  welche  den  Tangenten  der  gcudätis<hen 
Liinen  in  ihrem  Dnrchschnitts|iunkte  parallel  gezogen  sind,  haben 
gleiche  Länge.  Zwei  gleiche  Durchmesser  eines  Kegelschnitts 
machen  aber  gleiche  Winkel  mit  den  Axen  desselben,  und  Avir 
wissen  anderseits,  dass  die  Axen  eines  der  Tangentenehcne  eitles 
gewissen  Punktes  parallelen  Centralscbnittes  eitler  Fläche  zweiten 
Grades  den  Richtungen  der  krüiimumgslinien  in  diesem  Punkte 
parallel  sind.  Oder:  l>ie  geodätischen  Linien,  welche 
irgend  ein  Punkt  in  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit 
zwei  Kreis|iunkten  derselben  verbinden,  bilden  mit 
den  durch  diesen  Punkt  gehenden  Krümnuinslinien 
gleiche  Winkel.“) 

Es  folgt  daraus,  dass  von  den  beiden  geodätischen  Linien, 
die  irgend  einen  Punkt  der  Fläche  mit  den  beiden  entgegen- 
gesetzten Kreispnnkten  verbinden,  welche  in  demselben  Durch- 
messer liegen,  die  eine  die  Fortsetzung  der  andern  ist;  denn  ilic 
Winkel  sind  gleich  gross,  welche  diese  geodätischen  Linien  mit 
jeder  Krnmniimgsiine  durch  diesen  Punkt  bilden. 

Nach  Art.  120  ergieht  sich  auch,  dass  die  Summe  oder 
Differenz  der  geodätischen  Entfernungen  von  zwei 
Kreispnnkten  für  alle  Punkte  derselben  Krüminungs- 
linie  constant  ist.  Die  Summe  ist  constant,  wenn  beide  Kreis- 
pnnkle  in  Bezug  auf  die  Krümmungslinie  innerhalb  gewählt  sind, 
die  Differenz,  wenn  — durch  Einführung  des  entgegengesetzten 
für  einen  der  Kreispiinkte  — der  eine  derselben  innerhalb,  der 
andere  ausserhalb  der  Krümmungslinie  ist. 

Sind  j4,A’ 7.\\ei  entgegengesetzte  Kreispunkte,  und  bezeichnet  Ä 
einen  anderen  Kreispunkl,  so  folgt  aus  der  Gonstanz  der  Summe 

PA  -f-  Pß  und  der  der  Differenz  PA'  — PB 

auch,  dass  PA -{-PA'  constant  ist,  d.  h.  alle  geodätischen 
Linien,  welche  zwei  entgegengesetzte  Kreispunkte 
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silitl  VOM  gli'iclier  l.ihige.  In  (Ilt  Thal,  es  isl 
iillVnliar,  dass  zwei  liiieiidlich  nahe  "eodalisrhe  Linien,  «eiche 
dieselhcM  heiden  l’inikle  in  irj^end  einer  l'laehe  vei'himlen,  von 
gleicher  Länge  sein  ninssen. 

I2Ü.  l)ie  Co  ns  taute  ii  l>  hat  Ifir  alle  g co  d ä lisc  li  e n 
Linien,  «eiche  die  nä  in  liehe  K r fi  ni  in  u ngsl  i n i e herüh* 
reu,  deiiselhcii  Werth.  In  Art.  174  Bd.  I «ard  gezeigl,  dass 
II l)  längs  einer  ganzen  Krilnniinngsliiiie  ileii  nänilicheii  Werth 
hehalte;  in  den  Blinkten,  in  denen  eine  Krriinnningslinie  von 
irgend  einer  geoihätisehen  Linie  herfihrt  «ird,  hahen  beide  Crössen 
II  lind  Ü Inr  die  geodätische  liinl  Inr  die  Krhnininiigslinie  den- 
seihen  Werth. 

In  Lolgc  dessen  hat  ein  System  von  Krüniinnngslinien  in 
einer  I'läche  zweiten  Crades  Kigensrharien , welche  vollständig 
deni'ii  eines  Systems  conroealer  hegelschiiitte  in  einer  diene  ana- 
log sind,  indem  die  Kreispiinkte  den  Itreniipnnktcn  entsprechen.  ' 

/.  11.  Zwei  geodätische  Tangenten,  die  von  irgend 
einem  Blinkte  der  einen  an  eine  andere  gezogen  sind, 
machen  mit  der  Tangente  der  ersteren  in  diesem 
Blinkte  gleiche  Winkel.'  Auch  der  Salz  von  Craves  fnr 
ebene  Kegelschnitte*')  hieiht  [fir  ein  System  von  Kriiminnngslinieii 
gfillig;  her  lleherschnss  der  Sinnnie  zweier  Tangenten  einer  I 

Krriinninngslinie  fiher  den  von  ihnen  nmspannten  Bogen  derselben 
ist  coiistant,  so  lange  der  BiirchschnitLspunkt  derselben  eine 
Krnniniiingslinie  der  nämlichen  Art  diircliiänft. 

127.  Uie  Cleiehiing  pI)  — coiisl.  kann  in  einer  anderen 
vortheilharien  l'orm  geschrieben  werden.“) 

Seien  a a"  die  primären  llalhaxen  zweier  confocaler  Flächen 
durch  irgend  einen  Biinkt  der  Cnrvo,  und  hczeichne  i den  Winkel, 
widchcn  die  Tangente  der  geoiläli.srheh  IJiiie  mit  einer  der  Ilanpl- 
langeiiten  macht,  so  isl,  weil  nach  Bd.  I,  Art.  172  — n"^, 

ii'‘  — die  llalhaxen  des  zur  Tangenlenebene  parallelen  Cen- 
Iralschnilles  sind,  jeder  andere  llalhdnrchmcsser  dieses  Schnittes 
durch  die  Cleiehiing  gegeben 

J cos'  I I sin'  I 

/>*  II*  — «'  — «'* 

lind  fiherdiess  ist  ' = — - — -■  (Bd.  I,  Art.  17i5.) 

//'  n'A’c*  ' ' 

*)  Vergl.  „KegelBchnitle“,  Art.  2G6. 
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lUc  (ileidiimg  ///>  = consl.  isl  «lalicr  mit  iIit  amlereti 


(rt*  — «'•)  COS'*  ; -|-  («^  — a"^)  siii^  i = t'onsl. 

oder  mit  fos^  i -f-  sin’  i = consl.  iilciUiscli. 

12H.  Der  (Irl  des  Dürr  lisch  ni  Usji  ii  ii  k tes  /.»  cier  geo- 
dätischer Tangenten  einer  K r rini in n ngsl  i n in,  ^vclchc 
sirli  recliti\  inkl  ig  schneiden,  isl  ein  s|i  li  ii  ri  sc  h e r Ke- 
gel s c li  ii  i 1 1.  Dieser  Salz  kann  in  derseihen  Arl,  wie  der  enl- 
sprerhende  Salz  fnr  ehene  Kegelschnitte  hewiesen  werden.  Wir 
hallen  Tnr  d,  d'  als  die  dem  Diirchschnillspimkl  entsprechenden 
llalhaxen 

rt’’  cos’  ( -j-  a' ’ sin’  i = consl.,  n’’  sin’  i a"  cos’  i = consl., 

also  auch  -|-  a"’  = consl. 

In  Kolge  dessen  isl  die  Kiiirerniiiig  des  Diirciisclmiltspimkles 
vom  (ä-ntrmn  der  l-'läclie  conslanl  (l!d.  I,  Arl.  1(59),  und  der  Ort 
dessellien  isl  die  Diirrhschnillsciirve  der  gegebenen  l''läche  zwei- 
ten ('irades  mit  einer  c.oncentrischen  Kugel.  Der  lieweis  Ideihl 
giiltig,  wenn  die  geodätischen  I.inien  Tangenten  verschiedener 
Krnmtmingslinieii  sind;  und  als  einen  specielien  Fall  erhallen  wir 
den  Salz,  dass  der  Ort  des  Fiisspiinkles  der  geodätischen  Seiik- 
rechlen  von  einem  Kreispunkl  zu  den  Tangenten  einer  Kriiin- 
mnngslinie  ein  s|diarischer  Kegelschnitt  ist. 

129.  Den  Ort  des  Dnr c lisch nitlspnn kies  d er  jenigen 
geodätischen  Tangenten  e ine r K r n m m n ngsl i n ic  zu  lie- 
st im  men,  welche  sich  unter  einem  ge  ge  he  neu  Winkel 
schneide  n.^’) 

Die  Tangenten  einer  gegelieneii  Krnnnniingslinie  von  irgend 
einem  l’iinkte  d,  d'  ans  sind  bestiniml  durch  die  Oleiciiimg 
a'’  cos’  I -[-  a' ’ sin’  i = ß,  und  da  sie  mit  jeder  der  durch  den 
l'iinkt  gehenden  llanpitangenten  gleiche  Winkel  bilden,  so  isl  der 
Winkel  den  sic  mit  der  einen  derseihen  cinschlicssen,  die 
Hälfte  des  von  beiden  mit  einander  gebildeten  Winkels.  W'ir  haben 
daher 


tan  ^ tan  5 

’ /'la  » — ß) 


2t'(ß—d^)y{d^^ 

— ß)-  ’ 

(a'’  -f  a"’  — tan’  « = 4/S  (a'’  + a"’)  — 4a  ’a"’  — 4|?’. 
Durch  die  Relationen  (ltd.  I,  Arl.  IRH,  169) 

a’  + a”’  = a:’  + -y’  -f  i’  + *’  + c’  — a’. 
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a -a  ‘ ~ - , 

rt* 

winl  (lic!<c  (lloicliuiig  <iiif  gcwöliiilidic  6ooi'diniil*.'ii  rcdiicieii,  und 
man  «rl<fiinl.  dass  der  fraglidie  Ort  der  niirdisdiniu  der  gege- 
henen  Fläche  zweiten  Grades  mit  einer  Fläche  vierter  Ord- 
nung ist. 

Michael  Huberts  hal  durch  die  Methode  des  Art.  197 
iin  Bd.  I hewiesen,  dass  die  Projeclion  dieser  Giirve  auf  eine 
Ebene  der  Kreisschnilte  der  Ort  des  Durchschnitts  der  unter  con- 
stantein  Winkel  sich  schneidenden  Tangenten  für  den  Kegelschnitt 
ist,  in  welchem  die  Krümmungsliiiie  prujiciert  wird.  Wenn  man 
also  von  einem  beliebigen  I’iinkte  des  Ellipsoids  zwei  geodätische 
Tangenten  an  eine  Kriiniinungslinie  zieht,  so  ist  der  von  ihnen 
gebildete  Winkel  demjenigen  Winkel  gleich,  welchen  die  von  der 
Projection  des  Punktes  durch  Parallelen  zur  kleinsten  Axe  auf 
die  cyclische  Ebene  an  die  ents|>rechende  Projection  der  Krüm- 
imingslinic  gehenden  Tangenten  bilden. 

Da  die  Kreispunkte  als  Durchschnitte  der  Fläche  mit  einer 
Grenzllächc  der  Familie  confocaler  Hyperboloide  (lid.  1,  Art.  166) 
eine  kriiniinungslinie  reprä.senliercn,  so  iiherlrägt  sich  dieser  Satz 
auf  die  geodätischen  Eiiiien,  welche  einen  Punkt  mit  zwei  Kreis- 
jinnkten  verbinden,  und  ihre  Projectionen.  Für  die  Conslanz  des 
Winkels  wird  der  Ort  der  Projection  des  Punktes  ein  Kreis;  ins- 
besondere für  den  Fall  des  Art.  128  der  Hauptkreis  der  Projec- 
tion der  Krünimungslinie.  Auch  ist  der  Winkel,  welchen  die  geo- 
dätische Tangente  einer  Krümmungsliiiie  aus  P mit  der  geodä- 
tischen Verhinduiig.'linie  des  Punktes  P mit  einem  Kreisjuinkt  bil- 
det, gleich  seiner  Projection;  und  der  Winkel,  welchen  die  geo- 
dätischen Tangenten  zweier  Krümmungsliiiien  aus  einem  Punkte 
bilden,  dem  Winkel  gleich,  welchen  die  von  der  Projection  des 
Punktes  an  die  Projectionen  dieser  Krümmungslinien  gehenden 
entsprechenden  Tangenten  bilden. 

130.  Im  Art.  186  Bd.  I wurde  hewiesen,  dass  zwei  coiifocale 
F'lächcn  existieren,  welche  eine  gegebene  gerade  Linie  berühren; 
dass,  wenn  die  Axen  der  drei  durch  irgend  einen  Punkt  der 
Linie  gehenden  confocalen  Flächen  durch  n,  a,  a"  und  die  Win- 
kel, welche  die  Linie  mit  den  drei  Normalen  in  diesem  Punkte 
bildet,  durch  «,  ß,  y hezeichnet  werden,  die  grosse  Axe  der  be- 
rührten confocalen  Fläche  durch  die  quadratische  Gleichung 
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cos*  a . COS*  ß , cos*  y 

o*  — a*  o**  — a’  ' n"’ — a* 


bestimmt  wird.  Setzen  wir  min  voran.«,  die  gegebene  Linie  sei 
eine  Tangente  der  Fläche,  von  der  Axe  a,  so  ist  cos  a = 0.  weil 
die  Linie  dann  zur  Normale  der  ersten  Fläclie  senkredit  ist,  und 
wir  haben  cos  ß = sin  y,  weil  die  Tangentenebene  der  Fläche  o 
ebensowohl  die  Linie  als  auch  die  beiden  andern  Normalen  ent* 


billt.  Der  Winkel  y ist  derselbe,  den  wir  in  den  unmittelbar  vor- 
liergeiienden  Artikeln  i genannt  haben.  Die  Axe  der  zweiten  von 
unserer  geraden  Linie  beri'ihrtcn  confocalen  Fläche  wird  durch 
die  Gleichung 


sin*  I . cos* 
,i'*JTa*  ' n’äTZ 


= 0,  oder  o'*  cos^ i -|-  n'^  sin’  i = a^ 


bestimmt.  Wenn  wir  nun  die  Gleichung  einer  geodätischen  Linie 
nach  Art.  128  in  der  Form  o'*  cos^  i -)-  n"*  sin*  i = a*  schreiben, 
so  erhellt  ans  diesem  Artikel,  dass  diese  Gleichung  den  Satz  aus- 
spricht: Alle  Tangenten  längs  der  nämlichen  geodä- 
tischen Linie  berühren  eine confocale  Fläche  von  der 


primären  Axe  a.*^) 

Die  geodätische  Linie  selbst  berührt  die  Krümmungslinie,  in 
welcher  diese  confocale  die  ursprüngliche  Fläche  durchschneidet; 
denn  die  Tangente  der  geodätischen  Linie  in  dem  Punkte,  in 
welchem  sie  die  confocale  Fläche  schneidet,  berührt  nach  dem 
eben  Bewiesenen  auch  die  confocale  Fläche  .selbst  in  diesem 


Punkte.  Somit  haben  die  geodätische  Linie  und  die  Durchsrhnitts- 
curve  der  ursprünglichen  mit  der  confocalen  Fläche  eine  gemein- 
schaftliche Tangente. 

Die  osculierenden  Kbcnen  der  geodätischen  Linie  sind  olfen- 
bar  Tangentenebenen  derselben  confocalen  Fläche,  weil  sie  die 
Flhenen  zweier  auf  einander  folgenden  Tangenten  dieser  Fläche 
sind. 


Nacti  Art.  125  ist  der  Werth  von  pD,  welcher  einer  durch 
einen  Kreispunkl  gehenden  geodätischen  Linie  entspricht  = ac, 
und  die  entsprechende  Gleichung  ist  daher 

a’*  cos*  I -|-  a”*  sin*  I = a*  — 6*. 

Die  confocale  Fläche,  deren  primäre  Axe  — ]/ [a^  — 6*)  ist, 
reduciert  sich  aber  auf  den  durch  die  Kreispunkte  gehenden  Focal- 
kegelschnilt.  Wir  erhalten  somit  als  einen  specicllen  Fall  des 
eben  bewiesenen  Satzes  den  folgenden:  Alle  Tangenten  einer 
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g c 0(1  citis dien  Linie,  die  diircli  einen  Kreispiiii kl  gellt, 
(I II rclisdi n e id e II  den  /''oc ;i I k egel sdi ii  i U,  w eldier  die 
K reis|)ii  n k te  eiitliält.  Wenn  iiiiigekehrl  von  irgend  einem 
Piinkle  O dieses  Focalkcgelsclinills  an  die  Flürlie  geradlinige  Tan- 
genlen  gezogen  und  diesellien  auf  der  Fläche  geodätisch  verlän- 
gert werden,  so  gehen  die  so  erzeugten  Linien  durcli  den  ent- 
gegengesetzten Kreis|iuiikt,  und  die  riesamnitlängen  derselhen  von. 
O his  zu  diesem  letzteren  gcrcchriel,  sind  gleich  gross. 

131.  Aus  dem  in  ltd.  I,  Art.  186  hewiesenen  Salze,  dass  die 
Tangenlcnehenen,  welche  durch  irgend  eine  gerade  Linie  zu  den 
zwei  sie  heriihreiiden  confocalen  Flüchen  gidegl  werden,  zu  ein- 
ander reclilwinklig  sind,  hätten  wir,  genau  so  wie  ini  Art.  52 
direct  erkennen  mögen,  dass  die  Tangenten  einer  geodätischen 
C.iirve  eine  confocale  Fläche  herfihren.  Denn  da  die  Kheiie  zweier 
auf  einander  rolgeiider  Tangenten  einer  geodätischen  Linie  zur 
Fläche  normal  ist,  so  herrdirt  sie  die  confocale  Fläche,  welche 
von  der  ersten  jener  Tangenten  herfihrt  wird.  Die  zweite  Tan- 
gente der  geodätischen  Linie  herfihrt  in  Folge  dessen  diese  näm- 
liche conrocale  Fläche,  und  in  derselhen  Art  Ihun  es  alle  folgen- 
den Tangenten  derselhen.  Von  dieser  Itegrüiidnng  des  im  letzten 
Artikel  gegebenen  Salzes  aus  liälten  wir  durch  Umkehrung  der 
Schrille  des  Beweises  zu  einem  uiialdiängigen  Beweis  des  Salzes 
pjt  ==  const.  für  geodätische  Linien  gelangen  küniieii. 

132.  Die  einer  Fläche  zweiten  Cirades  längs  einer 
geodätischen  Linie  umgeschrieheiie  ahwickelhare 
Fläche  hat  i h r e B ü c k k e h r k a n I e i n e i ii  e r ander  ii  Fläch  e 
zweiten  Grades,  welche  für  alle  dieselbe  Krümmiings- 
linic  berühr  enden  geodätischen  Ciirven  die  näm- 
licbc  ist. 

Denn  jeder  Punkt  der  Bückkehrkante  ist  der  Dun  hschnilt  von 
drei  auf  einander  folgenden  Taiigenteneheiien  der  gegebenen  Fläche 
zweiten  Grades,  und  die  drei  Berührnngs|mnkle  bi^slinimcn  nach 
der  Voraiissetzung  eine  Osculalionsebcne  einer  geodätischen  Gurve. 
welche  nach  Art.  130  eine  feste  confocale  Fläche  berührt.  Der 
Pmikl  in  der  Bückkehrkante  ist  der  Pol  dieser  Ebene  in  Bezug 
auf  die  gegebene  Fläche,  zweiten  Grades,  und  der  Pol  der  Tan- 
geiitenebeiie  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  eine  an- 
dere Fläche  zweiten  Grades  liegt  in  einer  driUen  festen  Fläche 
vom  zweiten  Grade. 
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133.  (lIiaslKS  liat  an  das  im  Art.  125  gcgeljciie  Theorem 

VOM  Michael  Roherls  die  folgende  Krweileriing  angc- 
schlosscn:  Wenn  ein  in  zwei  feslen  Punk  len  einer 

l''1üche  zweiten  Grades  A hefesligter  Faden  dnrcli  ein 
längs  einer  confocaleii  Fläche  zweiten  Grades  B sich 
hew  egen  des  Gewicht  gespannt  wird  (sodass  derselbe  in 
geodätischen  Linien  aufgewiindeii  ist,  wo  er  die  Flächen  herfihrl, 
und  in  geraden  Linien  in  dem  Raume  zwischen  heiden)  so  he- 
schreiht  der  schwere  Punkt  desselhen  eine  Krüm- 
ln nngsli  nie  der  Fläche  zweiten  Grades  R. 

Denn  die  zwei  geodätischen  Linien  der  Fläche  R,  welche 
sich  in  dem  zum  Orte  gehörigen  Punkte  P schneiden,  machen 
daseIhst  mit  dem  Orte  von  P gleiche  Winkel ; diese  geodätischen 
Linien  haben  aber  die  geradliiugen  Theile  des  Fadens,  welche 
beide  dieselbe  conlöcale  Fläche  berühren,  zu  Tangenten,  und  in 
Folge  dessen  ist  nach  .Art.  130  die  Grö.ssc  pp  für  beide  geo- 
dätischen Linien  dieselbe  und  die  Halbierungslinie  des  von  ihnen 
gebildeten  Winkels  demnach  eine  krümmungslinic. 

Ein  spccieller  Fall  dieses  Salzes  ist  ilcrjenige,  nach  welchem 
die  Focalellipsc  einer  Fläche  zweiten  Grailes  mittelst  eines  in  zwei 
feslen  Punkten  in  entgegengesetzten  Zweigen  ihrer  Focalhyperhel 
hefesligteii  undehidiaren  Fadens  beschrieben  werden  kann. 

134.  Elliptische  Goordinalen.  Die  in  den  Art.  128,  129 
angew endete  .Methode,  in  welcher  die  Lage  eim-s  Punktes  auf 
dem  Ellipsoid  durch  die  primären  A.xen  der  heitlen  Hyperboloide 
hestimmt  wird,  welche  sich  in  ihm  schneiden,  wird  die  Methode 
der  elliptischen  Goordinaten  genannt.  (Vergl.  Art.  197,  Ril.  I.) 
Fm  Accente  zu  vermeiden,  folgt!  ich  Liouville  in  der  Re- 
zeichnung  der  bisher  durch  /»’,  a”  ausgedrückten  Grössen  durch 
tlie  Buchsiahen  p,  e. In  ilieser  Rezeichnung  ist  die  Gleichung 
einer  Krümmungslinic  des  einen  .Systems  von  der  Form 
p — consl.,  und  tlie  einer  Krümmungslinie  des  andern  Systems 
von  der  Form  v — const. 

Die  Gleichung  einer  geodätischen  Linie  (Art.  127) 
wiril  p’  cos’  I -j-  v’  sin’  i = p'’,  und  für  eine  geodätische  Liirie, 
welche  durch  einen  Kreispunkt  geht,  hat  mau  speciell 
p’’  = o’  — i’  = /(’. 

Man  erinnert  sich  (Art.  16G,  Rd.  I),  dass  p zwischen  den 
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Grenzen  h und  k für  — e*,  v zwisrlien  den  Grenzen  /i 

und  0 enthalten  ist. 

Indem  inan  die  Gleichung  einer  gendätischen  Linie  in  die 
Form  hringt, 

ft*  -f"  V*  tan*  I = ft'*  (1  -j-  tan*  i) 


erkennt  man,  dass  die  Werthe  ft*  = e*,  tan*  i = — 1 unab- 
hängig von  ft'  ihr  genügen;  es  folgt  daraus,  dass  das  näm- 
liche Paar  von  ei nem  Kreispunkt e a iisgch  ender  imagi- 
närer Tangenten  alle  Krüminungslinien  berührt  — 
worin  eine  weitere  Analogie  dieser  Punkte  mit  den  Urennpunkten 
ebener  Kegelschnitte  erkannt  ist.®“) 

135.  Man  soll  das  B o g e n e I e m e n l irgend  einer  (’.  u r v e 
in  der  Fläche  in  elliptischen  Coordinaten  ausdrücken. 

Wir  betrachten  zuerst  das  Element  einer  Krümmungs- 
linie ft  :=  consl.  Sei  diese  Linie  von  den  beiden  auf  einander 
folgenden  Hyperboloiden  mit  den  Axen  v und  (v  -(-  dv)  geschnit- 
ten, so  ist,  weil  sic  von  denselben  rechtwinklig  durchschnitten 
wird,  das  zwischen  ihnen  liegende  Element  derselben  zugleich  die 
Differenz  zwischen  den  centralen  Senkrechten  auf  die  Tangenten- 
ebenen der  beiden  Hyperboloide,  Nach  Art.  IDO,  Bd.  I ist 
■ {p"  rfp ')*  — ;/'*  = (v  -f-  de)*  — V*,  oder  p"dp"  = vdv. 

Da  aber  nach  dem  Vorigen  dp"  = da  dem  Element  des  he- 
trachteten  Bogens  ist,  so  haben  wir 

— t'*)(A'*  — V*) 

(ö* — — «"*)  («* — v*)(ft* — e*)  * 

oder 


, _ (o«-»»)(ft»-v*) 


de*. 


In  tlerselben  Art  finden  wir  das  Element  des  Bogens  der 
Krümmungslinie  v = const.  durch  die  Formel  gegeben 


da*  = 


(a»— ft»)  (ft*  — »«) 
(ft>-  A«)  (A«-ft*) 


dft*. 


W'enn  man  nun  durch  die  Endpunkte  des  Bogcnelements 
irgend  einer  Curvc  Krümmungslinien  beider  Systeme  legt,  so  ent- 
stellt ein  elementares  Rechteck,  von  welchem  da,  da'  die  Seiten 
sind,  während  ds  die  Diagonale  ist.  Man  erhält  daher  für  das 
Bogenelcment  irgend  einer  Gurve 


ds*  = 


(a*— fi»)(ft»  — »»)  , 2 . (a«  — V»)  , 

(ft»-A«)  (Ä‘-ft»)  — V»)  • 
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136.  In  gleicher  Art  können  wir  den  Inhalt  irgend  eines 
durch  zwei  Paare  von  Krümmungslinicn  |u,,  v,,  Vj 

begrenzten  Fläclienlheils  aiisdrürken.  Für  das  Fläclienele- 
nient  erhält  man 

lU.tta.,  = ,, —l— ! duilv, 

und  das  Integral  dieses  Ausdrucks  ist 


J ;/{ (ft' -**)(*•-(*•)} 


y*  — v*)dv 


f*!  ’> 

So  können  wir  ferner  die  Differentialgleichung  der 
orthogonalen  Trajectorie  einer  Curvc  Anden,  deren  Dif- 
ferentialgleichung Mdfi  -|-  Ndv  = 0 i.st. 

Denn  die  orthogonale  Trajectorie  zu  Pda  -f-  Qda  = 0 ist 

olTenhar  ^ ^ System  rechtwinkliger 

Coordinalen  bilden ; wenn  man  also  Mdfi  -f-  Ndv  durch  die  For- 
meln des  letzten  Art.  in  die  Form  Pda  -f-  Qda'  bringt,  so  wird 
die  Gleichung  der  orthogonalen  Trajectorie  gefunden;  wir  erhal- 
ten sie  in  der  Form 

o* — fl’  ri/i  a* — »’  dv 

(fl*— h ~ (A«  — !/’)(*»-»*)  If  ~ 


137.  Das  erste  Integral  einer  geodätischen  Linie 
ft*  cos*  I -}-  V*  sin*  I = ft'* 

kann  in  eine  Form  gebracht  werden,  in  welcher  die  Veränder- 
lichen getrennt  sind,  und  aus  der  sich  das  zweite  Integral  ab- 
leiten lässt. 

Diese  Gleichung  giehl 


tan  I = 

Anderseits  ist  aber 


. da  («'- fl’)  (A’— *’){*’—»’)} 

da  »»)(fi«_A’)(A’-fi»)}  dv 

und  man  erhält  somit  durch  Vergleichung  beider  Werthe 

S*  1 mo  n , Altai,  (r«om.  d.  Baume«.  11.  2.  AuÜ.  11 
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y{a*  — ^ 

/{(»*'-(»'»)  (M*  - A«)  (*•- m‘)  ’ 

eine  nieiclniii),',  deren  tllieder  getrennt  integriert  werden  können.®-) 
Wenn  die  geodätisclie,  Linie  durcli  die  Kreispunkte  geht,  so 
halten  wir  fi'^  = ä*  (Art.  134),  nnd  die  Gleichung  dcrsclhen  wird 

(^•_/i*)  ± (A*-»«)  A'(*«_e«) 

138.  Einen  Ausdrnek  für  die  Länge  eines  Thcils  einer 
geodätischen  Linie  zu  entwickeln.  Das  Element  der  geodä- 
tischen Linie  ist  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
dessen  (^theten  da,  da'  sind,  und  welches  t zum  itasiswinkel  hat. 
Wir  halten  daher 

ds  = sin  i da'  + cos  i da 


und  erhalten  durch  Einführung  der  Werthe 

!»■’)  >'{(»'»— 1t») 

^ ' COS  1 = ^ ■ • 


Sin  I ^ 


und  der  im  Art.  135  gegebenen  Werllie  von  rfö,  da 


ds 


— !»■•)  (o»—!»») 


-A«)(*»-|a*)(  =1= 


dv 


//|(A» 


»«)(*'  -v^\ 


W'enn  (t  das  Element  einer  durch  diu  Kreispunkte  gehenden 
Linie  hezciclinet,  so  ist  ferner 


und  cs  mag  bemerkt  werden,  dass  wir,  wenn  dem  Radical  im 
letzten  Art.  das  Zeichen  -|-  gegeben  ist,  dem  Radical  dieses  Art. 
das  Zeichen  — gehen  müssen;  dies  erhellt,  indem  man  nach  Art.  1.3ü 
die  Differentialgleichung  der  ortiiogonalen  Trajectorie  einer  durch 
einen  Kreispunkt  gehenden  geodätischen  Linie  bildet,  eine  Gleichung, 
welche  mit  dg  = 0 äquivalent  sein  muss.  (Arl.  119.) 

139.  Anstatt  die  Lage  eines  Punktes  auf  einem  Ellipsoid 
durch  die  elliptischen  Coordinalcn  p,  v zu  bezeichnen,  können 
wir  geodätische  Polarcoordinaten  anwenden  und  einen 
Punkt  durch  .seine  geodätische  Entfernung  g von  einem  Kreispunkt 
und  den  Winkel  a>  bestimmen,  welchen  der  Radius  vector  mit 
der  Verbindungslinie  der  Kreispunkte  bildet. 

Die  Gleichung  einer  durch  einen  Kreispunkt  gehenden  geo- 
dätischen Linie  (ArL  137)  giebt  die  Summe  zweier  Integrale  gleich 
einer  Gunstanten.  Diese  Gonstante  kann  nicht  eine  Function  von  g 
sein,  weil  sie  längs  derselben  geodätischen  Linie  sich  nicht  ändert; 
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sic  muss  also  eine  Function  von  w allein  sein,  und  wenn  wir, 
von  irgend  einem  Punkte  zu  einem  unendlich  nahe  gelegenen 
übergehen,  der  nicht  in  dem  nämlichen  geodätischen  Radius  vector 
liegt,  so  haben  wir 

= a>'  (cb)  da,. 

(u«  - A*)  V(k'  _ ^»j  — (A«  - v»)  V (*«  -V*)  ^ ' 

Wir  bestimmen  die  Form  der  Function  durch  Berechnung 
ihres  Werthes  für  einen  Punkt,  der  dem  Kreispunkt  p = v = A 
unendlich  nahe  ist;  dann  wird  die  linke  Seite  der  Gleicliung 

/ (ra’)  X + A» -!  »*)• 

und  für  7*  = /<  + »;,  v = A — e ist  die  Grösse,  deren  Grenze 
wir  zu  fluden  wünschen, 

rfij  iif 

2Aij  + ij*  2A* — 

welches,  wenn  t/  und  t unbegrenzt  abnehmen,  in  die  Grenze 
■h  (t  - 7)  übergeht,  oder  ^ d log  • 

Da  nun  der  Aussenwinkel  des  Scheitelwinkels  in  dem  von 
den  Verbindungslinien  eines  beliebigen  Punktes  mit  zwei  Krcis- 
punklen  gebildeten  Dreieck  durch  die  Richtung  der  Krümmungs- 
linie halbirt  wird,  so  ist  derselbe  das  Doppelte  des  Winkels  i in 
cos^  I 4*  V*  sin''*  I = A'*. 

Wenn  beim  Uebergang  zur  Grenze  die  Spitze  des  Dreiecks 
sich  dem  Kreispunkl  nähert,  so  wird  der  Aussenwinkel  desselben 
gleich  fi>,  und  im  Kreispunkt  gilt  die  Gleichung 

(A  -j-  ij)*  cos-  ^ (ö  -j"  (^'  — *)*  sin’  i Dl  = A''*,  i 

also  in  der  Grenze  tan’ 4 di  = 5 - 

' f 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  ist  somit  in  der  Grenze 
Wir  haben  daher 

F(n’  — fl*)  rff» l_  y(a*  — »*)rfv  1 -f/ (<,* — A*'^  da, 

öa*-A»)K(**-40  (A*— V») ~ Ä r A»jsm<»' 

Und  die  Gonstante,  welche  in  der  integrierten  Gleichung  der 
durch  einen  Kreispunkl  gehenden  geodätischen  Linie  auftrilt,  ist 
von  der  Form 

u* 
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140.  \Vi*nii  P,  Q zwei  auf  einander  folgende  Punkte  einer 
Curve  sind,  und  wenn  PP'  zu  dem  gcodälisclieii  Hadius  rector 
<)Q  rechtwinklig  ist,  so  ist  olTenbar  PQ^  — PP"^  -f-  P'Q'^. 

Weil  aber  nach  Art.  118  np=OP'  ist,  so  ist  auch  I’'Q  = dg, 
w.äbrend  PP'  als  das  llogenclement  eines  geodätischen  Kreises, 
für  welchen  p constaiit  d.  h.  dp  = 0 ist,  von  der  Form  P<Uo 
sein  muss.  Das  Bogenclement  einer  Curve  in  irgend 
einer  Fläche  kann  somit  durch  eine  Formel 


ds^  = dp*  -(-  /•*dtü* 

ausgedrückt  werden.  W'ir  untersuchen  die  Form  der  Function  P 
für  den  Fall  der  durch  den  Kreispiinkt  eines  FIlipsoids  gehenden 
Badien  vectoren,  indem  wir  die  Krümmiingslinic  p = p'  helrach- 
ten.  Wir  haben  dann  (Art.  1.38) 

und  nach  demselben  Art. 


dp*  = de* 


also  PW  = de*. 

(/r  — — *»*) 

Aber  nach  Art.  139  ist  für  p als  eine  Constanle 


K(a*  — v*)dv  1 j/ /n*  — A’\  da 

— i»j  ~ h y \k'  — ld)  sin  a’ 

und  man  erhält  somit  durch  Substitution 

(««  — A«)(A»— e«)(p'«  — A«)  ^ A«A'»A"*  _ y« 

A’  (Ar* — A’)  Bin*  a (A*  — n’)  (6* — c*)  sin’  a sin’  m 

(Bd.  I,  Art.  168), 


daher  P = • 

sma 

Fs  ist  bei  dieser  Untersuchung  nicht  unumgänglich,  das  Re- 
sultat des  letzten  Art.  vorauszusetzen.  Wenn  wir  für  die  rechte 
Seite  der  Gleichung  desselben  eine  unbestimmte  Function  von 
u substituieren,  so  wird  in  derselben  Art  bewiesen,  dass  P—y<P  (a) 
ist.  Wir  bestimmen  dann  die  Form  der  Function  durch  die  Be- 
merkung, dass  in  der  Nachbarschaft  des  Kreispunktes  die  Ober- 
lläche  sich  der  Form  einer  Kugel  nähert;  da  für  die  Kugel  die 
Formel  der  Rectiiieation  ds*  = dp*  sin*  p da*  ist,  so  muss 
/*  = sin  p sein,  und  da  für  dieselbe  überdiess  j/ = sin  p .sin  a 

ist,  so  hat  die  y multiplicierende  Function  den  Werth 
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141.  Uelrachlen  wir  nun  das  durch  Vcrliindim};  eines  I'unkles 
l*  mit  den  beiden  Kreispniikten  P,  P'  gebildete  Dreieck,  so  haben 

wir  für  den  Bogen  OP  die  Kunclion  P = --M—  und  für  den  P 
mit  dem  andern  Kreispunkle  vereinigenden  Bogen  0' P die  Func- 
tion P”  - d.  P P'  = sin  0)' ; sin  <a;  eine  Gleichung  ana- 

log  derjenigen,  welche  ausdrückt,  dass  die  Sinus  der  Seiten  eines 
sphärischen  Dreiecks  den  Sinus  der  Gegenwinkel  pro|iorlional  sind, 
da  P und  in  der  Bectification  der  ellipsoidisclien  Bögen  den 
sin  Q,  sin  q auf  der  Kugel  eiiLsprcchcn. 

142.  Ist  ferner  P ein  I’unkt  einer  Krüniniungslinic,  so  haben 
wir  (Art.  125)  dp  + dp'  = 0,  wo  p und  p'  die  Entfernungen  von 
den  Kreis[iunkleii  bezeichnen;  ist  dann  9 der  Winkel,  welchen  tier 
Radius  vector  OP  mit  der  Tangente  bildet , so  ist  das  normale 
Element  Pda>  oireuhar  dp  tan  5. 

f>a  aber  der  Radius  vector  O'P  auch  den  Winkel  ö mit  der 
Tangente  bildet,  so  haben  wir 

Pda>  + P'da  =0,  d.  i.  . = 0;  / 

— am  <»  — am  w 

oder  tan  ^ a . tan  | u ist  constanl,  wenn  die  Summe  der  Seiten 
des  Dreiecks  gegeben  ist,  und  tan  ^cii  ist  zu  tan  | ca'  in  einem 
gegebenen  Verhältniss,  wenn  die  Diflereiiz  der  Seiten  gegeben 
ist.  Wird  die  Entfernung  zwischen  zwei  Kreispunkten 
als  Basis  des  Dreiecks  genommen^  so  ist  der  Ort  sei- 
nes Scheitels  eine  K r ü m m ii  n g s li n i c , eben  so  wohl  wenn 
das  Product  als  wenn  der  Quotient  der  Tangenten  sei- 
ner li  a 1 1)  e II  Basiswinkel  gegeben  i s t. 

Aus  diesem  Satze  entspringen  mehrere  Zusätze,  z.  B.;  Wenn 
eine  geodätische  Linie  durch  einen  Kreispunkt  O eine 
Krümmungslinie  in  l‘ unk  teil  P,  P'  schneidet,  so  ist  je 
nach  der  Art  der Krü in miingsli nie  entweder  das  Prod  iict 
oder  der  Quotient  von  tan  i^PO’O  und  tan  ^ PO'O  co  ns  taut. 

Ferner;  Wenn  die  geodätischen  Linien,  welche  zw  ei 
Kreispunkte  mit  irgend  einem  Punkte  P einer  Krüm- 
mungslinie verbinden,  dieselbe  überdiess  iiideii 
Punkten  P',  P''  schneiden,  so  ist  der  Ort  des  Durch- 
schnittspunkts der  transversalen  geodätischen  Linien 
O'P,  OP'  eine  Krümm  ungsli nie  derselben  .Art. 

143.  Mich.  Rohert’s  Ausdruck  für  das  Element  des  zu  einer 
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tiinhilicalen  gcoü»tischeii  Linie  norniaien  Bogens  ist  von  Hart  in 
folgender  Art  erweitert  worden : Sind  OT,  OT  zwei  auf  einander 
folgende  geodälisclie  Linien,  welrhc  die  im  üurclisc  linilt  der  Fiäche 
mit  einer  confocalen  Fiäche  B gebildete  Krümmnngsiinic  berühren, 
und  ist  dta  der  Winkel , unter  welcliem  sie  sicli  durrbsrhneiden,  so 
berülirt  dieTangente  in  dem  Punkte  7 zu  einer  von  ihnen  die  Fläche  B 
in  einem  Punkte  P (Art.  130);  und  wenn  TT  als  ronjugiert  zu  TP 
genommen  ist,  so  geht  die  Tangentenebene  in  T durcli  TP  (Art.  9), 
und  die  Tangente  der  geodätischen  Linie  in  T berührt  die  confocalc 
Fläche  B in  demselben  Punkte  P..  Wir  wünsclien  nun  die  normale 


KIg.  6. 


Entfernung  von  7'  und  TP  in  der  Form  Pdta  auszudi  ücken.  Voraus- 
gesetzt, dass  die  Tangenten  der  geodätischen  Linien  in  den  nächst- 
folgenden Punkten  sich  in  P,  unter  einem  Winkel  drp^  schneiilen, 
dass  ferner  die  Normalen  in  den  Punkten  7,,  7,'  zur  Fläclie  der 
geodätischen  Linien  die  Tangenten  P7,  PT'  in  den  Punkten  7,,  7j' 
sclineidcn,  so  sind,  da  ilic  Üifferenz  zwischen  7,  7,'  und  7,  7j'  ein 
unendlich  Kleines  der  dritten  Ordnung  ist,  PT^dtp  und  P,  7,rfg>,  mit 
demselben  Grade  der  Annäherung  einander  gleich,  und  da  P7j, 
Pi  7,  den  Durchmessern  D,  P,  der  Fläche  B proportional  sind, 
welche  den  zwei  auf  einander  folgenden  Tangenten  der  geodä- 
tischen Linie  parallel  laufen,  so  ist 

Dd(p  = D^d<p^, 

d.  i.  diese  Grösse- bleibt  unverändert,  wenn  wir  längs  der  geodä- 
tischen Linie  vorwärts  gehen.  Nun  ist  im  Punkte  0 dtp  = dn-, 
wenn  also  P„  den  Durchmesser  der  Fläche  B liezcichnet,  welcher 
der  Tangente  der  geodätischen  Linie  in  0 parallel  ist,  so  hat 


Digiiizöd  by  Cjoo^le 


167 


inan  Ddcp  = Dydia  und  datier  diu  auszudrQckendu  Enlfernung 
PTilq)  = ^ Ulco, 

wenn  t (—  PT)  die  Länge  der  von  T an  die  confocale  Fläche  B 
gellenden  Taiigenlo,  oder  ~ t ein  Miltel  zuisdieii  den  Segmenten 

einer  durch  T parallel  der  Tangente  in  O gehenden  Sehne  von 
II  ist.  Wenn  die  geodätische  Linie  durch  einen  Kreispunkt  geht, 
so  reduciert  sich  die  Fläche  B auf  die  Ebene  der  Kreispunkte, 

und  ^ I ist  die  durch  T parallel  der  Tangente  in  O bis  zuin 

Durchschnitt  mit  dieser  Ebene  gezogene  Gerade,  d.  h.  man  erbäit 
den  Ausdruck  von  II  ob  er  ts  wieder. 

Durch  einen  Beweis,  der  mit  dem  für  die  ent.sprechende 
Eigenschaft  der  Kegelschnitte*]  übereinstimmt,  erhält  man  von 
hier  aus  den  Satz:  Wenn  ein  geodätisches  i*olygon  einer 
K r ü III  m u n g s I i n i e u m g e s c h r i e b e II  bleibt,  während  alle 
seine  Ecken  bis  auf  eine  sich  in  Krümmungslinicn  be- 
wegen, so  durchläuft  auch  diese  eine  Krümmungslinie, 
und  der  (Jmfang  des  Polygons  ist  unveränderlich,  wenn 
diese  Krümmungslinien  von  derselhcn  Art  sind.^') 

144.  Wenn  eine  geodätische  Linie,  die  einen  Kreispunkt  mit 
dem  diametral  entgegengesetzten  verbindet,  und  einen  Winkel  u 
mit  der  Ebene  der  Kreispunkte  macht,  fortgesetzt  wird,  bis  sie 
zu  ihrem  Ausgangspunkt  zurückkehrt,  so  geht  sie  damit  nicht  zu- 
gleich wie  in  dem  Fall  der  Kugel  auf  ihren  ersten  Weg  zurück, 
d.  h.  sie  bildet  bei  ihrer  Bückkiinft  einen  von  ca  verschiedenen 
Winkel  mit  der  Ebene  der  Kreispunkte.  Um  diess  zu  beweisen, 
werden  wir  einen  Ausdruck  für  den  Winkel  fl  untersuchen,  den 
die  Ebene  der  Kreispunkte  mit  der  osculierenden  Ebene  in  irgend 
einem  Punkte  dieser  geodätischen  Linien  macht. 

Dahei  ist  cs  nützlich,  das  folgende  Lemma  vorauszuschicken. 

Wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  eine  Seite  und  der  an- 
stosscndc  Winkel  endlich  bleiben,  während  die  Basis  unbegrenzt 
abnimmt,  so  kann  die  Grenze  des  Verhältnisses  der  Basis  zur 
DifTerenz  der  in  demselhen  Sinne  gemessenen  Basiswinkel  be- 
stimmt werden.  Die  Formel 


*)  Vergl.  „KcgelBchnitte“,  Art.  268. 
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1 / y I n\  • I COS  1 (u  -I-  /<) 

COS  i [A  4-  ß)  = sin  kC  s ' r / 

i ' ' ' 2 COB^C 

der  sphärisclieii  Trigunoiiielrie  giebt  in  dur  Grenze,  also  für  das 
Dreieck  von  den  Seiten  ct,  dtp  und  dem  eingescblussenen  Winkel 
9,  in  welchem  der  Winkel  dt\)  der  Seile  dtp  gegenüber  liegt  und 
(9  -|-  rfJ)  den  der  Seile  o gegenüber  liegen- 
den Anssenwinkel  bezeichnet  d9  = cos  «dtp; 
es  ist  aber  auch  sin  «dig  = sin  9(/4P, 

, r/9  dtp 

also  T = , 

sin  9 tann 

Nun  wissen  wir  (Art.  130),  dass  die 
Tangente  in  einem  Punkte  der  durch  einen 
Kreispunkl  gehenden  geodätischen  Linie  die 
Ebene  der  Kreispunkte  in  einem  Punkt  der  Focalhyperbel 
schneidet,  und  die  osculierende ‘Ebene  der  geodätischen  Linie  in 
diesen  Punkt  ist  daher  die  durch  den  Punkt  und  die  entsprechende 
Tangente  der  Focalhyperbel  bestimmte  Ebene.  Wir  wissen  auch, 
dass  der  einem  Ellipsoid  aus  einem  Punkt  der  Focalhyperbel  uni- 
geschriebene  Kegel  ein  gerader  Kegel  ist.  (Dd.  I,  Art.  194.) 

Sei  dann  PP^  ein  Element  der  geodätischen  Linie  durch 
einen  Kreispunkt , welches  verlängert  in  H die  Focalhyperbel 
schneidet,  und  schneide  diu  Verlängerung  des  nächsirolgendeii 
Elements  PfPj  dieselbe  in  ßf,  so  sind  P n h,  P^  zwei  auf 
einander  folgende  osculierende  Ebenen,  wenn  Hh,  /f,A|  die  zwei 
entsprechenden  auf  einander  folgenden  Tangenten  der  Focalhyper- 

hel  sind.  Denken  wir  jetzt 
um  //,  eine  Kugel  beschrie- 
ben lind  betrachten  das  sphä- 
rische Dreieck,  welches  die 
lladien  nach  den  Punkten 
h,  A|,  P^  bestimmen,  so  ist, 
wenn  dip  den  Winkel  Aif,A,, 
den  lierührungswinkel  der 
Focalhyperbel  und  9 den  Winkel  zwischen  der  osculierenden 
Ebene  und  der  Ebene  A/f,A,  der  Kreispunkle  bezeichnet,  während 
hH^P^  der  halbe  Winkel  a des  Kegels  ist,  das  sphärische  Dreieck 

das  in*  dem  Lemma  betrachtete,  und  wir  erhalten  • 

BIO  9 tana 

Um  diese  Gleichung  zu  integrieren,  müssen  wir  dtp  in  Func- 
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Uoii  von  tt  aiisdrückeii,  und  diess  kOiiueii  wir  als  «in  l’rubleiii  der 
ebenen  Geunielric  betrachten;  denn  a ist  die  llälPte  des  zwischen 
den  von  H an  deil  in  der  Ebene  der  Kreispunkte  enthaltenen 
ilauptschnilt  gelegten  Tangenten  enthaltenen  Winkels,  während 
dtp  der  Herührungswinkel  der  Focalhyperbel  in  demselben  Punkte 
ist.  Wenn  nun  a,  b',  a",  b''  die  Axen  je  einer  durch  II  gehen- 
den zn  einer  Ellijtse  von  den  Axen  a und  b conrocalen  Ellipse 
und  Hyperbel  sind  und  wenn  2«  der  von  den  Tangenten  der  letzte- 
ren Ellipse  von  II  aus  eingeschlossene  Winkel  ist,  so  haben  wir*) 


tan*  a 


a*  — ( 
//*  _ 


Durch  DilTerentiieren  unter  der  Voraussetzung,  dass  <i"  con- 
stanl  sei  (da  wir  zu  einem  henachbarten  Punkte  derselben  con- 
rocalen Hyperbel  rurtschreilen),  erhalten  wir 

, , n da 

da  — — tan  a ,ir 

Wenn  aber  p.  p die  vom  Centriim  auf  die  Tangenten  der 
Ellipse  und  Hyperbel  in  II  gefällten  Senkrechten  sinil,  so  haben 
wir  (Art.  135)  a da  ==  pdp\  dp  Ul  das  Dogenelcnient  der  Focal- 
hyperbel, und  cs  ist,  wenn  q den  Krümmungshalbmesser  in  dem- 
selben Punkt  bezeichnet,  dp  =>  qdq>. 


und 


« * — a 


also  da  = 


tan« 


pdtp 


ab'  dtp 


oder  da  = tan  a '■ 

a ff 

Da  aber 

o * = «*  -)-  («*  — o"*)  cot*  «,  <>’*  = ä*  -)-  (a*  — o"*)  cot*  a 

ist,  so  hat  man 

dtp  a fi'  da 

tiUi  a ~ tan«  o)  F(a*  — «"« -f  p'  tjvu»  «)'  g 

In  dem  betrachteten  Falle  sind  die  Axen  der  berührten 
Ellipse  a,  c,  während  die  (juadrate  der  Axen  der  confocalen 
Hyperbel  sind  (o*  — fc*),  (6*  — c*);  wir  haben  also  die  Gleichung 

F(«»  — b')  y (A»  — c«)rfo 


sin  9 


K(A«  -|-  o’  tan«  «)  V{b*  -|-  c«  tan««) 

Indem  wir  sic  integrieren  und  die  eine  Grenze  des  Integrals 


*)  Vgl.  „Kegelschnitte“  Art.  231,  Anfg.  13. 
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iii  dem  Kreispunki  wählen,  wo  0 = a,  a=^n  is,  so  erhallen  wir 

« _ 

I ^ tau  \ 0 /*  V(a*  — *’)  l'(A’ 

täjrj»  / Zf  a«  tan»"«)  V{b'  + c»‘tan«  «)’ 

iiml  wenn  J den  Werlh  dieses  Integrals  bezeichnet,  so  haben  wir 
tan  i 9 = A-  tan  ^ to, 

wo  A = e-^  ist. 

•lenes  integral  behält  zwischen  den  Grenzen  ^ n und 
— :^7t,  d.  Ii.  heim  Uehergang  von  einem  Kreispunkt  zum  andern,  sein 
Vorzeichen.  Ist  also  es'  der  Werlh  von  ö für  den  Kreispunkt, 
welcher  dem  entgegengesetzt  ist,  von  welchem  wir  ausgingen,  so 
hat  an  dieser  Grenze  das  Integral  J einen  von  Null  und  A einen 
von  Kins  verschiedenen  Werlh,  und  wir  erhallen 

tan  i cs'  = A'  tan  J o, 

d.  h.  to  ist  stets  von  to  verschieden.  Ebenso  kehrt  die  geo- 
dätische Linie  zu  dem  ursprün glichen  Kreispuiikt  zu- 
rück unter  einem  Winkel  m",  für  welchen 

tan  ^ co"  = A’  tan  ^ cs ; 

sie  gehl  und  kehrt  zurück,  indem  sie  eine  lleibe  von 
Winkeln  bildet,  f ü r w e 1 c h e die  Tangenten  ihrer  Hälf- 
ten in  stetiger  Proportion  sind.*®) 

145.  Für  alle  Kanten  desselben  Tangcnlenkegels  aus  einem 
Punkt  //  in  der  Focalhypcrbel  ist  « und  daher  A constant,  die 
Gleichung  tan  ^ 5 = A tan  ^ ib  giebt 

dO  d(o 

sin$  »in  o>* 

Da  mm  die  osculierende  Ebene  der  geodätischen  Liuie  nor- 
mal zur  Fläche  ist,  -somit  auch  normal  zum  Tangentenkegel,  so 
gehl  sie  durch  die  Axe  dieses  Kegels,  und  wenn  wir  den  Kegel 
durch  eine  zur  Axe  normale  Ebene  schneiden,  so  ist  der  Schnitt 

ein  Kreis  vom  Radius  ^ und  das  Bogenelement  ist 

d$  , da 

ij  -—-V  oder  y — - 
•'  sm  9 •'  sin  o> 

Diess  Element  aber,  als  die  Entfernung  zweier  auf  einander 
folgenden  Seiten  des  Berührungskegels  im  Berührungspunkt,  ist 
das,  was  wir  im  Art.  140  durch  Pdto  bezeichnet  haben,  und  wir 
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haben  so  aus  der  l'iitersiirhung  des  lelzten  Artikels  einen  unab- 
hängigen Deweis  des  für  P dort  gefundenen  Werllies. 

146.  Niveaulinien.  Die  Versebiedcnhe.ilen  der  Höhe  eines 
Landes  können  in  einer  Karle  durch  eine  Reihe  von  Lurveii  dar- 
gcslelll  werden,  welelie  die  Punkte  von  gleicher  Höhe  verbinden. 
Wenn  eine  Reihe  solcher  Curveii  verzeichnet  sind,  welche  gleichen 
Höhendiirerenzen  entsprechen,  so  bezeichnet  die  dichtere  Zusain- 
inendrängung  dieser  Ciirven  die  Stellen,  wo  die  Höhe  des  Lan- 
des am  schnellsten  wechselt.  Allgemein  sind  die  Niveaulinien 
einer  L'Iäche  die  Durchschnitte  derselben  durch  eine  Reihe  von 
Horizontalcbenen,  welche  wir  der  Ebene  der  xy  parallel  voraus- 
setzen dürfen.  Die  Gleichungen  der  Horizontalprojectioneii  einer 
solchen  Reihe  erhält  man  durch  die  Substitution  z — c in  die 
Gleichung  der  Fläche;  und  eine  DiiTerentialgleichung,  welche  allen 
diesen  Projeclionen  gemein  ist,  entspringt  aus  der  Annahme 
dz  = 0 in  der  Dilferentialgleichung  der  Fläche,  d.  i.  man  hat 

ü,dx  + t'jdy 

Man  kann  sie  auf  eine  F'unction  von  x und  y allein  redu- 
cieren,  indem  mau  die  in  den  Dincrcnliah|uolieuten  enthaltene 
Veränderliche  z mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Fläche  eliminiert. 

147.  Lini.endes  grössten  Fallens.  Die  Linie  des  grössten 
F'allens  durch  irgend  einen  Punkt  ist  die  Linie,  welche  alle 
Niveaulinien  normal  durchschneidet,  die  Differentialgleichung  ihrer 
Projectiou  ist  somit 

U,  dy  -]-  U^dx  = 0. 

Die  Linie  des  grössten  F'allens  wird  gewöhnlich  als  diejenige 
Linie  definiert,  für  welche  die  Tangente  in  jedem  Punkte  den 
grössten  Winkel  mit  dem  Horizont  macht;  cs  ist  in  der  That 
olTenbar,  dass  die  F'alllinie  der  Tangente  ne  bene,  d.  h. 
die  Linie  in  ihr,  welche  die  grösste  Neigung  gegen  den  Horizont 
hat,  normal  ist  zur  horizontalen  Spur  dieser  Ebene.  Wir  erhal- 
ten die  nämliche  Gleichung  wie  vorher,  indem  wir  ausdrücken, 
ilass  die  Projectiou  des  Curvenelements,  dessen  Richtungscosinus 
zu  dx,  dy  proportional  sind,  normal  zu  jener  Spur  ist,  deren 
Gleichung  durch 

ü\  {x  - x)  4-  (y  - y)  - v\  z = 0*) 
dargestellt  wird. 

*)  Die  Differentialgleichung  der  Corvo,  die  immer  normal  ist  zur 
Durchechnittslinie  dcrTaiigcntenebcneu  von  den  Uiehtungscosinusf/ni/j/'s 
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ßeisp.  IHc  Kalllinip  der  Flüche  zweiter  Ordnung 

-f  Cz*  = /> 

zu  linden. 

Ihre  Uillerenlialglcicliung  ist.^xd^=  Bydx^  und  giuht  inlcgriert 

ar-r- 

wu  die  Cunstanle  durch  die  Dedingiing  hesümmt  ist,  diiss  die  Linie 
diircli  den  l‘unkl  x = x’,  y — y geht.  Somit  ist  die  Kallliiiic  die 
Hurchschnitlslinie  der  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  dem  Fylindcr,  dessen 
Gleichung  so  chen  geschneiten  ward,  ist  also  eine  Giirve  iluppellcr 
Krümmung,  so  lange  nicht  der  l’iinkt  {x',y)  in  einer  der  llau|>tchcncn 
liegt,  als  wodurch  die  eben  gerundene  Gleichung  sich  auf  x — Ooder 
y = 0 reduciert, 


V.  Abschnitt.  Die  Theorie  der  Erümmnng  und  Deformation 
der  Flächen  nnd  die  der  geradlinigen  Strahlensysteme. 

148.  Wir  werden  dicss  Kapitel  beendigen,  indem  wir  einen 
Abriss  von  Gauss'  Theorie  der  Krüniinnng  der  Flächen 
nnd  von  den  mit  ihr  eng  verbundenen  Lehren  von  der  Defor- 
mation der  Flächen  und  von  den  geradlinigen  Slrahlen- 
sys lernen  geben.**) 

In  ebenen  Gurven  messen  wir  die  Krümmung  eines  Ilogens 
von  gegebener  Länge  durch  den  Winkel  zwischen  den  Tangenten 
oder  den  ISormalen  in  seinen  Endpunkten;  in  andern  W'orlen, 
wenn  wir  einen  Kreis  vom  Radius  Eins  nnd  in  ihm  Radien  parallel 
den  Normalen  in  den  Endpunkten  des  Rogens  denken,  so  bietet 
ilas  Verhällniss  des  von  ihnen  begrenzten  Kreisbogens  zu  dem 
Rogen  der  Curve  ein  ,Maass  der  Krümmung  des  Bogens  dar. 

Wenn  wir  einen  durch  eine  geschlos.sene  Curve  begrenzten 
Theil  einer  Fläcbe  haben,  nnd  parallel  den  Normalen  in  den 
Punkten  der  begrenzenden  Curve  Radien  einer  Kugel  vom  Halb- 
messer Eins  ziehen,  so  ward  in  gleicher  Art  der  Inhalt  des  ent- 
sprechenden Theils  der  Kugelllächc  durch  Gauss  als  die  totale 
Krümmung  des  betrachteten  Flächentheils  bezeichnet.  Und 


mit  einer  festen  Ebene  von  den  Richtuugscosiuus  a,  b,  r,  ist  offenbar 


I 

\ V„ 
, a , h , 


dz 

c 


=.  0. 
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wenn  wir  in  t-inem  Punkte  der  Fläche  die  totale  Krümmung  des 
anliegenden  FläcIieneleinenU  durch  den  Inhalt  des  Elenienls  seihst 
ilividieren,  so  ist  iler  Quotient  das,  was  als  das  Maass  der 
Krümmung  für  diesen  Punkt  bezeichnet  wird. 

149.  Wir  gehen  dazu  über,  das  Maas  der  Krümmung 
durch  eine  Formel  auszudrücken.  Weil  die  Tangenten- 
ebenen in  irgend  einem  Punkt  der  Oberfläche  und  in  dem  ent- 
sprechenden Punkt  der  Kugel  vom  Halbmesser  Eins  der  Voraus- 
setzung gemäss  parallel  sind,  so  sind  die  Flächen  irgend  welcher 
elementaren  Thcile  von  beiden  ihren  Projectionen  auf  eine  der 
Coordinalenebenen  proportional.  Betrachten  wir  also  ihre  Pro- 
jectioneii  auf  die  Ebene  der  xy,  und  setzen  wir  die  Gleichung 
der  Fläche  in  der  Form  t = d>  [x,  y)  voraus. 

Wenn  dann  x,  y,  z die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes 
der  Fläche  und  X,  V,  Z die  des  entsprechenden  Punktes  der 
Kugel  vom  lladiiis  Eins  sind,  und  x-{-dx,  x 6x,  X-\-dX, 
X + d X,  etc.  die  zweier  benachbarter  Punkte  in  jeder  bezeichnen, 
so  sind  die  Flächen  der  durch  die  betrachteten  Punkte  gebildeten 
elementaren  Dreiecke  offenbar  in  dem  Verhältniss 

{dX 6Y~d rdX] : {dx dy  — dy  öx). 


Da  aber  dX,  dY,  dX,  dY  mit  dx,  dy,  etc.  durch  dieselbe 
linearen  Transformationen  vereinigt  sind,  nämlich 

dX 


dX  ='1^  dx  + 


6X  ■■ 


dx 

dx 


öx  -(- 


dy 

'ly 


dy. 


dY=  dx  + 

dx  ' 


öx  -f- 


dY 

dy 

dX 

dy 


dy, 


so  erhält  man  nach  der  Theorie  der  linearen  Transformationen 
oder  durch  wrirklichc  Multiplication 

ixsr-ärsx  - (,&%  - äy  >,)  , 

und  die  Grösse 

^dY  _ dXdY 
dx  dy  dy  dx 

ist  <!bmit  das  Maass  der  Krümmung. 

Da  ferner  X,  Y,  Z die  Projectionen  der  der  Normale  paral- 
lelen Lineareinheit  auf  die  Axen  sind,  so  .sind  sie  den  Cosinus 
der  Winkel  proportional,  welche  die  Normale  mit  den  Axen 
bildet;  wir  haben  daher 
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A' 

V 

V = 

p 

Vo  + P^ + '/’)’ 

/ = 

/"(T+7^?)’ 

dX  _ 

_ (1  -f 

dX 

(_!.+_?*_)  * — 

dx 

(1  -Fp‘  + p»)i  ’ 

dy 

Ü+P*  + (?’)^ 

(ly  _ 

(1  + p*)«  — pg‘ 

dy 

( 1 + p’)  < — p?* 

d X 

(i+p’  + y*)i  ’ 

dy 

(l  + p»  + 

aisu 

(IX  dl’ dX  dy  (rl  — **) 

dx  dl/  dy  dx  ( 1 "f"  />*  + V*)*  ’ 

Dainil  gelil  uus  ciiUT  Gleichung  des  Art.  54  hervor,  dass 
der  für  das  Maass  der  Krümmung  gefundene  Werth 

“ nii' 

ist,  wo  R und  R'  die  beiden  Ilauptkrümmiingsradien 
des  Punktes  bezeichnen. 

15<).  Es  ist  leicht,  den  so  gefundenen  Werth  geome- 
trisch zu  bestätigen. 

Wir  betrachten  dazu  das  elementare  Rechteck,  dessen  Seiten 
die  Richtungen  der  llaupttangentcn  haben.  Seien  die  Längen  der- 
selben A,  A',  so  dass  ein  Inhalt  durch  AA'  ausgedrOckt  ist.  Die 
Normalen  in  den  Endpunkten  von  A durc  lisch  neiden  sich,  und 
wenn.  $ den  von  ihnen  gebildeten  Winkel  bezeichnet,  so  ist 


wo  R den  entsprechenden  Krümmungsradius  ausdrückL 

Die  entsprechenden  Normalen  der  Kugel  bilden  mit  einander 
denselben  Winkel,  und  ihre  Länge  ist  die  Einheit;  für  die  Länge 
ft  des  dem  Element  A entsprechenden  sphärischen  Elements  haben 
wir  daher 

^ = p:  ebenso  ist  ^ = p', 

also  aiicli  was  zu  beweisen  war. 

1.51.  Gauss  hat  bewiesen,  dass,  wenn  eine  biegsame 
aber  nicht  ausdehnbare  Fläche  auf  irgend  eine  Weise 
deformiert,  d.  i.  wenn  die  Form  der  Fläche  so  verändert 
wird,  dass  die  längs  der  Fläche  gemessene  Distanz 
zwischen  irgend  zwei  Punkten  dieselbe  bleibt,  das 
Maass  der  Krümmung  in  jedem  Punkte  unverändert 
bleibt. 
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Wir  haben  ein  ßeispiel  einer  solrlien  Veränderung  in  dem 
Falle  einer  abwickelbaren  Fläclie  in  ihrer  Ausbreitung  in  eine 
Ebene  kennen  gclernl  (Art.  60);  und  dass  Maass  der  Krümmung 
verschwindet  suwohl  für  die  abwickelbare  Fläche  als  für  die 
Ebene,  da  in  jedem  Fall  einer  der  llauptkrümmulTgsradien  un- 
endlich gross  ist  (Art.  110).  Um  den  Satz  allgemein  zu  beweisen, 
setzen  wir  voraus,  dass  ein  Punkt  der  Fläche,  anstatt  durch  drei 
durch  die  Gleichung  der  Fläche  bedingte  Goordinaten  gegeben  zu 
sein,  durch  zwei  unabhängige  Goordinaten  bestimmt  ist.  Sei 
die  — adu  adv,  dy  = bdu  b'dv,  dz  = edu  -f-  c'dv, 
so  ist 

ds^  = dx^  -f"  “I" 

= (o’  -}■  fr*  “I"  du*  2 (no'  bb'  -f-  cc)  dudv  -j-  [n"‘  -j-  b"^  -j-  e'’)rfe’. 

Wir  schreiben  diese  Gleichung  in  der  Form 
(/*•  — Kdtr  -)-  'if’dudr  -[-  Gdv^ 

und  haben  zu  bcwei.scn,  dass  das  Maass  der  Krfimmung 
oder  das  Product  der  Hauptkrümmiingsradicn  eine 
Function  von  E,  F,  G ist. 

Sei  (x',  y,  z')  der  Punkt  der  deformierten  Fläche,  welche 
dem  Punkt  (x.  y,  z)  der  gegebenen  Fläche  entspricht,  so  sind 
x'f  y,  gegebene  Functionen  von  x,  y,  z und  künneii  somit 
auch  in  Gliedern  von  u und  v ausgedriickt  werden.  Das  Bogen- 
elcment  der  deformierten  Fläche  kann  in  der  Form 

ds"^  = ^du‘  -|-  2F'<ludv  -j-  G'di>^ 

dargcstellt  werden,  und  die  Bedingung,  dass  dasselbe  durch  die 
Transformation  nicht  verändert  sei,  fordert  offenbar 

- E = F = F\  G = G\ 

Jede  Function  von  E,  F,  G bleibt  somit  bei  einer  Iteforma- 
tion,  wie  die  von  uns  betrachtete,  imveränderL*) 


*)  Die  G aiiss’Bclien  Hezeiebnungen  werden  vervotlslilndigt  dorcli 
die  fulgenden  Angaben; 

Äc' — b'e  = A,  ca' — c'a  = B,  ab' — a'b  = V, 

80  dass  CA  ^ E(1  — = z/  ist;  und 


JH 


Mit  den  iiactdicr  aiittroteuden 


' du 


Digitized  by  Google 


17G 


Nun  sind  in  Arl.  3(>  die  ilauptkrüinmnngsradicn  diircli  eine 
i|iiadratisclie  Gleicliung  lieslimnit  worden,  in  welcher  der  Coümcienl 
von  A*  gleirli  (t/,^  -j-  + U^)  und  das  absolute  Glied  gleich 

u,,- U„^)  f/„  - f/,3^  (f/„  V,,  - 

+ 2 {V,,  V,,  - f/„  V^)  u,  u,  + 2 (f/,3  - u„  u„)  V,  V, 

+ 2 (f/,3  y,3  - f/3,  y,3)  £/,  Ü3 

ist.  Wir  werden  jede  dieser  Grössen  einzeln  in  Function  von 
R,  F,  G ausdrücken. 

152.  Wenn  wir  in  die  Gleichung  der  Fläche 

U^dx  -|-  üjdy  + O^di  = 0, 

die  im  letzten  Arl.  gegebenen  Werllie  von  dx,  dy,  dz  suhsli- 
tuicren  und  erinnern,  dass  die  Goemcienten  von  du  und  dv  ge- 
trennt verschwinden  müssen,  weil  u und  v unahliängige  Verän- 
derliche sind,  so  haben  wir 

U,a  + Ujb  U^n  = 0,  ü,a'  -f-  U./  -(-  U3C'  = 0, 

somit 

y,  = A [bc  — b'c),  1/j  = A [ca  — c'ti),  V3  = X (ab'  — o'6). 
wenn  A ein  iinhcsliinmlcr  Coefpeient  ist,  und 

1?3’=A^{  («*-|-ft'-(-C'')(n'’+*''‘-f-c'’)-(aa’-f  äft'+ccy  } *) 

= X'^(EG~F‘). 

153.  Wir  untersuchen  nun  das  Frgebniss  derselben  Substi- 
tution 


tPy 
rfr*  ' 


fPx  fPx  , tPx .,  fPy  ^ fPy 

(UP  dudv  ’ dv^  ^ ’ ~du*  dudo 

d*z  (Pz  , (Pz 

du*  du  de  ^ * do*  ^ * 

bildet  man  dann  noch  ^ 

Aa+  ßß  + Cy  = n,  Aa  -f  //^'  -|-  Cy  = D\  Aa"  -f  BßT  -f-  Cy"  = D" . 

Mit  diesen  Bezeichnungen  erhält  man  das  Maoss  der  Krümmung  in 
der  Form 

DD"  — D*  DD"  — O* 

Man  hat  in  den  Symbolen  A,  ß,  C,  D,  D',  D"  die  Determinontenforna 
erkannt  und  kann  auch  J in  diese  Form  leicht  übertragen;  es  ist 

a , A , I 

KZ—  *'• 

A,  ß.  C\ 

*)  Vcrgl.  „Vorlesungen"  p.  2.3. 
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t',  = i [bc  — 6'c),  etc. 

in  den  Ausdruck  des  absoluten  Gliedes  in  Art.  151. 

Eine  Gleichung,  welche  in  der  Theorie  der  Kegelschtiille 
Anwendung  findet,  erlaubt  uns,  diess  Itesultat  in  einfacherer  Koriii 
zu  schreiben.  *) 

Sei 

fl,,  + fl.,3Z*  + 2flj3yi  + 2fl„  zx  + 2fl,jxy  = 0 

die  Gleichung  des  Kegelschnitts,  und  sei  das  Itesultat  der  Substi- 
tution 

fl  -)-  ka  , b kb' , c -f-  kc  für  x,  y,  z 
S -f  2AF-f  A’S', 

so  ist 

S.S'—  r’=(a.^._,fl33— flj3*)(ic'— c6')*-f-(fl33fl,,  — a3,=){e«'— «c')’-f-elc.: 

denn  jede  Seite  dieser  Gleichung  drückt  durch  ihre  Gleiclisetzuug 
mit  Null  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  Verhinduugslinie 
der  Punkte  abc,  ab'c  den  (icgelschnitt  berührt.  Die  Gleichung 
kann  überdiess  durch  wirkliche  Multiplication  bestätigt  werden, 
ln  unserni  Falle  soll  die  Grösse 

(SS'  — F’) 

berechnet  werden,  wo 

S = t’,,fl^  + -f  2U^.fic  + 2L\^ca  + 2Uy^ab, 

S'=  l/33c"-'-|-2{;33i'c'-f2U3,cV+2f;,j«'i', 

F ==  F, , flfl' -i-  lCm'  + Fsjcc'.-f  £723 {bc  -f  b'c) -f-  {ca  -f  ca) 

+ üfj{ab’-j-ab) 
ist. 

Dilferentiieren  wir  die  Gleichung 

l/,dx  + U./Iy  + Ujflz  = 0, 

so  erhalten  wir 

l\,t^x  -f  UjdPy  + U^d'^z 

= — (£/,,da;’  + U.^^dt/  + V^^dz'^  + 2L\jdydz  + 2Vi^dzdx 
-f  2Ut^dxdy); 

und  wenn  wir  schreiben 

ifix  = 2{adii^  -(-  a'dttdv  -|-  a"dv^), 
d'y  = 2{ßdu^  ß’dudv  -j-  ß"dv‘), 

(Pz  = 2{ydu^  -f-  y'dudv  -f-  /'</»*), 
und  diese  Substitutionen  in  die  linke  Seite  der  vorigen  Gleii  liuiig 

*)  Vergl.  „Kegelschnitte“  Art.  395  u.  a. 

8almon,  Ana).  Geom.  <1.  Raume«.  II,  S.Aufl.  1*2 
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vollziehen,  »ährcinl  »ir  zugleich  fiir  (U-,  tly,  (h  nach  Art.  151 
ihre  Werlhe  einselzeii,  so  erhalten  wir  diirch  Vergleichung  der 
r.oeflicieiUen  von  di/i/e,  (/r* 

ü^a  + Ujß  -}-  Vy}'  ==  — S,  l\n  -j-  U.jß'  -)-  l'.^y  = — T, 
liy  + L'.ß''  + l!,y"  = - .S- 

null  hallen  den  Werth  von 

A-'  {(r,«+  r,jS4-  v,y) 

zu  hererhnen,  wenn  für  f,’,,  l'.j,  die  Werthe  des  Art.  152  snlw 
stilniert  werden. 

Mas  Hesiiltat  ist  das  Product  ans  l'*  in  die  (’irösse 


ff  , 

ß. 

r 

ß \ ?■", 

« , 

ß\ 

f 

« » 

b, 

X 

n , 

b , c \ — 

b . 

c 

» 

l>  , 

« t 

h' , V 

« f 

b'. 

c 

Nach  dem  .’VInltiplicatioiisgesctz  der  Meterminanten  “')  gielil 
die  Kntwickehnig  dieser  l’i'odncte  die  Millerenz  zwischen 


aa" 

+ ßß"  + rf- 

aa 

' + bß"  + ry". 

• ft 

It  a 

+ b'ß"  + ry 

ita 

+ bß  + ry  , 

+ b'^  + e’  , 

a a 

-|-  bb'  rr' 

■ it  a 
iiml 

+ b'ß  + c'y  , 

na 

-|-  hb’  rr  , 

"> 
n - 

^ h't  4-  c'2 

+ ß"^  + . 

aa 

+ bß'  + ry  , 

aa 

+ b'ß'  4-  cy' 

fl  a 

+ bß'  + cy. 

+ «’. 

na 

4"  bb'  4"  rr' 

fta 

+ b'ß"  + cy. 

aa' 

-|-  bb'  -)-  cc  , 

rt  *■ 

+ //*  + r*' 

154.  Mie  Kleinenle  dieser  Meterminanten  werden  aher  leicht 
als  l'nnclionen  von  E,  F,  G und  ihren  Miirerentialen  erkannt. 
.Mit  Krinnerintg  an  die  Melinitionen  von  o,  h,  c,  n.  n’,  u”,  etc. 
(Art.  151,  15;5)  ist  oflenhar,  dass 


a - 


Hn 

Tu' 


da 

tiv 


du 

du 


sind,  so  dass  man  durch 

^;  = o’  -j-  6*  -j-  F = nn  -j-  Mi  -j-  cc , G = a"^  />'*  c”'* 

ei'hrdt 

<m  + -f.  cy  = ^ o«  -f-  l,ß‘  + ry  = .1.  . 


aa  -1-  l/ß'  4-  cy  = ^ «'«"  + h'ß"  + r'f  = ^ . 
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««"  +'*^"  + <’/'  = = '7^  — i 

+ «V  = I7  — ("“'  + ’'ß'  + '•/)  = rfl  — i ;j7"- 

Man  sieiit,  alle  LIcineiUe  der  beiden  vorigen  Delerininniilen. 
mit  Aiisnalinie  der  leitenden  Klemcnle  von  ihnen 

aa"  + ßß"  + yy",  + /S'=  -f  y"^,  , 

sind  in  diesen  Gleicluingen  in  Kunction  von  E.  F,  G nnsgedrfickl' 
Um  anrii  diese  so  damustellen,  dilTerenliieren  wir  die  li't/l- 
gesrhriebene  rileirliiing  in  Itcziig  aiiT  r und  erhalten 

I aa"  I " I I i”'ß  I ”^y\ 

««  +ßß  + yy  = — i — (^ß 

wir  dilTerentiieren  sodann  die  Gleiebnng 

aV  + b'ß'  + c'y'  = ^ '1^ 
in  Iteziig  auf  m und  erhalten 

»■' /’ = i + ‘’f + '''i)-  . 

ln  Folge  der  Itelationen 

f/ a du 

— = etc. 

dv  du 

siinl  die  in  den  l’arenthesen  der  letzten  beiden  Gleiehnngen  ent- 
halleneii  Grössen  gleirhwerthig,  und  man  erkennt  aus  der  Knt- 
wickeliing  der  beiden  Determinanten  sofort , dass  die  IVodnele, 
in  welche  diese  Grössen  eintreten,  in  der  Dilferenz  versrbwinden. 
weil  auch  ihre  anderen  Factoren  rihereinstimmen  — sie  sind 
beide  gleich 

\E.  F 

\f.  g 

— , dass  somit  die  gesuchte  Fniwickelung  die  mit  A'  inuitiplicierte 
Dilferenz  der  Determinanten 


rf»/’ 

, d'F 

dE 

, df! 

. df} 

tiu  dv 

* rfo'  • 

dv 

* du’ 

^ dv 

dK 

i 

du  ' 

E , 

F 

dF 

, dE 

du 

hd7  • 

F , 

G- 
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iPG 

, dE  . dC, 

rf«’’ 

^ dv'  ^ du 

dF 

E,  F 

dv  * 

dG  ^ ^ 

F , G 

du 

ist. 

f Indem  wir  die  gebildete  Grösse  durch  den  im  Art.  152  ge- 
g«lieiien  WerÜi  von 

dividieren,  erhalten  wir  das  Maass  der  Krümmung;  da  der  ge- 
meinsrhaftlichc  Factor  iO  verschwindet,  crsrlieint  es  als  eine  Fun- 
ction der  Grössen  E,  F,  G und  ihrer  DilTcrentialc,  womit  Gauss’ 
Theorem  bewiesen  ist. 

VVir  fügen  dem  Beweis  die  wirkliche  Entwickelung  der  De- 
(criniuanten  hinzu.  Indem  wir  das  Maass  der  Krümmung  durch 
K bezeichnen,  erhalten  wir 


HEG-F^Y 


c<iFdG  (doy, 
fiu  dü  \d  uj  ) 


t du  d D 


dv  du  da  dv 


+ 4 


iIFdF  _ 2 dF  dG 
d u dv  du  du 


4-G 
— 2 


' du  du 


_ 2 4. 

du  rf»  “ j 

[EG  — F^)  ( 


(/»»  ^ du  dv  ■'  rfu>  J 


V) 


*)  Man  kann  die  allgemeinen  Gleichungen  der  En'immungslinien 
und  der  Uauptkrümmungsradien  mit  den  eingeführten  Bezeichnungen 
folgcndermasscn  auadrücken.  Wenn  |,  ij,  J die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes der  Normale  in  a-,  i ausdriieken  und  durch  R die  Entfernung  bei- 
der Punkte  bezeichnet  wird,  so  hat  mau 


l = .r  + ^^4. 


...JU 


Damit  dann  {x,y,z)  einer  Krümmungslinie  augehüre,  müssen  die 
Derivierten  der  vorigen  Gleichungen  für  ij,  f als  Constanten  nach 
den  Ycründerlicheu  v,  v bestehen,  und  H wird  dann  ein  Krümmungs- 
halbmesser sein.  Man  hat  also 


ri.r 

Ihi 

d_l 

du 


n + 


dx  , , U /dA  , 
—r  u + t — u 

Va 

dH  /dH  , 

[du  " 


+ 
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155.  Man  kann  zwei  Systeme  von  Curvon  auf  jeder  ('130116 
bilden,  für  deren  eines  «,  und  für  deren  anderes  « conslant  ist; 
jeder  Punkt  der  Fläche  ist  der  Durchschnitt  zweier  solcher  Cur- 
ven,  einer  aus  jedem  System.  Der  Ausdruck 

ds’  = Edu^  + 2Fdudv  + Gdv'^ 

zeigt,  dass  Y{E)  du  das  Element  der  durch  den  Punkt  gehenden 
r.iirve  ist,  für  welche  v conslant  ist,  während  zugleich  j/(G)  dv 
das  Element  der  entsprechenden  Curve  bezeichnet,  in  welcher  ii 


dz  dz  . , 

ä;  “ + 7/.  ^ + y -j 


u + 


0. 


Indem  man  aber  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  erst  mit 

’T'»  dann  mit  1^,  ^ multipliciert  und  die  Producte  ad- 

du  d u du  dü  dv  dv 

diert,  erhält  man  die  beiden  Summen 


Eu  + Fv  — {Pu  + D'v)  =-  0, 
Fu  + Go  — {D'u  + D"v)  = 0, 


zwischen  denen  man  nun  entweder  H oder  das  Verhältniss  u : v elimi- 
nieren kann;  jenes  liefert  die  Gleichung  der  Krümmungslinien  in  der 
Form 

(Elt  -p  Fu)  {D'u  -f-  D"u)  = {Fu  Gu)  {Du  + D'u), 
dieses  die  Gleichung  der  Krümmungsradien  in  der  Form 
/ Ä D \ / e _ fl"  \ / F _ 

V«  yj) 

oder 

1 ^ t flö  — 2 fl'F  + D'E  , DD"  — fl» 

W ^~Ti + j—  = ^ 

Man  erkennt  hier  den  Ausdruck  für  das  Krümmungsmaass  wieder, 
den  wir  in  der  Anmerkung  des  Art.  152  gaben,  und  erhält  ferner 

1 Df}  — 2D'F  -f  D'JC 

«;+«,  ji 

Die  Bedingungen  für  die  Existenz  eines  Kreispunktes  sind 
E : D 0=  F ■.  D'  = G : O"; 

Gleichheit  der  Hauptkrümmungsradien  findet  statt  für  die  Relation 
{DG  — 2D'F+  D"EY  = 4(£Ö  — h~‘)  {DD"  — fl'») 
oder  die  auch  aus  der  Gleichung  der  Krümmungslinien  hervorgehende 
{GD  - ED")*  = i{FD  — ED')  {GD'  — FD"). 
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consUmt  ist.  Wenn  diese  l)eidcn  Cnrven  sieli  unter  dem  ^^inkel 
w dniiliscbneiden,  so  Indien  wir,  da  r/s  die  Diagonale  des  Paial- 
Iclogramms  ist,  welclics  y{E)  ilu  und  ^{G}  dv  zu  Seiten  hat. 


eos  w = - , 

y(KGj 

lind  für  den  Inhalt  des  Parallelogramms 


da  da  sin  lu  = j/{EG  — F'^)  dudv. 


Wenn  die  Cnrven  des  Systems  u die  des  Systems  v reelit- 
winklig  dnreliselineiden  sollen,  so  muss  F = 0 sein. 

Es  ist  ein  specieller  Fall  dieser  Formeln,  wenn  wir  gemlä- 
dätische  l’olarcoordinatcn  anw enden;“*)  wir  haben  dann  immer 
einen  Ausdruck  von  der  Form  ds’  = dQ‘  -j-  P'^dat-, 

Und  wenn  wir  in  der  allgemeinen  Formel  des  letzten  Art. 
vorausselzen  F — 0,  £ = const.,  so  erhalten  wir 


4 E 


also  ITir 


£=  1. 


G = P‘‘ 
,PP 


du** 


„=p, 


+ lu7  = 


eine  Gleichung,  welche  für  jede  Fläche  durch  die  Function  P er- 
füllt sein  muss,  wenn  Pda  das  Uogenclement  eines  geodätischen 
Kreises  ausdrOckt. 

Roberts  hat  gezeigt™),  dass  dieser  Gleichung  für  eine  Fläche 


zweiter  Ordnung  Genüge  geleistet  wird  durch  die  Function  w‘ 
Der  allgemeine  Ausdruck  des  Linienclements  ' 
ds'i  = Edu'^  -IFdudv  + Gdv"‘ 


kann  in  verschiedener  Weise  vereinfacht  werden.  Wenn  die 
Cnrven  M = 0 geodätische  Linien  sind,  soist£=l,  sind  die 
Cnrven  « = (),  » = 0 orthogonal  zu  einander,  so  ist  F — 0, 
wie  wir  sahen.  Das  Linienelement  für  ein  System  geodätischer 
Linien  u und  das  ihrer  orthogonalen  Trajectorien  v ist  also 
ds'  = rfn*  -|-  Gdid. 


Die  Linien  v können  in  diesem  Falle  nicht  seihst  geodätisch 
sein,  den  einzigen  Fall  entwickelharer  d.  h.  auf  eine  Ebene  ah- 
wiekelharer  Flächen  ausgenommen. 
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Wenn  man  ^=0,  E = 0 =■  X selzl,  so  isl 
rfs’  = X -I-  rfpä), 

nie  Gauss  gezeigt  hat;  es  giebl  unendlich  viele  ortliogonale  Giir- 
venraniilien  dieser  Art  auf  jeder  Fläche  (Isothermen);  sie  thcileii 
die  Fläche  in  unendlich  kleine  (Juadralc.  Üurch  die  Suhslitiition 
K f = 2 ^ . n — I » = 2 y 

gieht  man  dem  Ausdruck  des  Linienclements  dann  die  Form 

— KXdx  (ly. 

Man  kann  üherdicss  x durch  eine  heliehigc  Fimclion  von 
X und  y durch  eine  solche  von  y erselzen , ohne  die  Form  die- 
ses Ausdrucks  zu  ändern. 

156.  Gauss  wendete  diese  Formeln  auf  die  Uestiminuiig 
der  totalen  Krümmung  — in  seinem  Sinn  des  Ausdrucks  — 
für  ei  n geodätisches  Dr  ei  eck  ei  ne  r b el  ie  higeuFläch  e an. 

\ P 

Da  Pdoidti  den  Inhalt  und  — ~p  — | das  Maass  der  Krüm- 
mung ausdrücken,  so  wird  die  totale  Krümmung  durch  zweima- 
lige Integration  von 

(PP 

~^,d,d(o 


gefunden;  nun  gieht  di«  erste  Integration  in  Bezug -auf  p 


und  das  Integral  verschwinilet  für  p = 0,  wenn  die  Radien  von 
einer  Ecke  des  Dreiecks  aus  gemessen  werden;  auch  muss  für  p=0 


sein,  weil  für  ein  der  Null  sich  näherndes  p die  Länge  des  zu 
dem  Radius  normalen  Elements  der  Grenze  p i/u  zustnd>t.  Das 
erste  Integral  isl  somit 


Es  kann  ineiuer  passenderen  Form,  “• 

wie  folgt,  geschrieben  werden:  Sei 9 der 
Winkel,  welchen  ein  Radius  veclor  mit 
dem  Element  der  geodätischen  Linie  yfÄ 
macht,  so  ist,  weil 
AA,  = P(l(ä.  = (/>-f  dP)  d(o. 
und  wi'nn  CB  = A.4^,  B^C  = dPdai,  l_B^AC  = da». 
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Da  aller  B^AC  die  Vorniimleruiig  ist,  welclie  der  Winkel  9 
lieini  Uebergang  zu  eiiieni  folgenden  Punkte  erfälirl,  so  hat  man 
damit 

d5  = — ^ da, 
de 

und  das  gefundene  Inlegral  ist  somit  da  c/5,  und  liefert  durch 
die  zweite  lulegraliun  a + 9,  — 9j,  wenn  a der  von  den  zwei 
äiissersten  Radien  vectoren,  welche  wir  helrachlen,  eingesrldos- 
sene  Winkel  ist  und  9,,  9^  die  entsprechenden  Werthe  von  9 sind. 
Wenn  wir  durch  A,  B,  C die  inneren  Winkel  des  durch  die  zwei 
äiissersten  Radien  und  die  Rasis  gchildeicn  Dreiecks  hezeiclmen, 
so  ist  a = A,  5|  = /?,  = n — C,  und  die  totale  K r ü m in  u n g 

ist  A B C — 7c. 

Der  Ueherscliuss  der  Winkelsumme  eines  geodätischen  Drei- 
ecks über  180®  wird  somit  durch  den  Inhalt  desjenigen  Theils 
einer  Kugel  vom  Halbmesser  Eins  gemessen,  welcher  den  Rich- 
tungen der  Normalen  längs,  den  Seiten  des  gegebenen  Dreiecks 
entspricht. 

Der  Theil  der  Kugel  vom  Halbmesser  Eins,  welcher  dem 
ilurch  eine  in  sich  selbst  zurückkehrende  geodätische  Linie  um- 
schlossenen Inhalt  entspricht,  ist  die  Halbkugel;  denn  wenn  der 
Radius  vom  Ausgangspunkte  bis  in  denselben  zurück  sich  bewegt, 
so  sind  die  äussersten  Werthe  von  9,,  9j  einander  gleich,  während 
bl  um  2tc  gewachsen  ist.  Das  Maass  der  Krümmung  ist  daher  für 
diesen  Fall  d.  i.  die  halbe  Oberlläche  der  Kugel. 

157.  Die  Frage,  ob  eine  Fläche  auf  eine  gewisse  andere 
Fläche  ohne  Verdoppelung  und  Dehnung  ausgebreitet,  abgewickelt 
oder  in  dieselbe  verbogen  werden  kann,  findet  ihren  analytischen 
Ausdruck  nach  Art.  151  durch  die  Gleichung 

-f  2Fdiidt>  + Gdv^, 

von  deren  Coefficieuten  E,  F,  G das  Krümmiingsmaass  allein  ab- 
hängig war.  Ist  also  für  die  neue  Fläche 

dS|*  = E^du^  -[■  dudv  G^dv'^, 
so  muss  gleichzeitig 

E=  E,.  F=  F^,  G = G, 

sein,  d.  h.  die  neuen  Goordinaten  A’,  1',  Z müssen  die  Gleichungen 

I d.v’  I p 

du'  du'  ' du*  ~ 
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fix  tfx  , tly  d\f  . iit  di 
du  do  ' du  do  ' du  dv 

'/•f'  r r!»'  I äz*  „ 

tiv'  rfu«  ‘ rfy»  ~ ’ 


ebenso  erfüllen , wie  die  alten  .t,  y.  z.  Man  hat  also,  um  das 
Problem  zu  lösen,  drei  Functionen  A",  F,  Z von  zwei  Veränder- 
lichen u,  V so  zu  bestimmen,  dass  sie  mit  den  gegebenen  Urüssen 
E,  F,  G durch  diese  Gleichungen  vereinigt  sind. 

Denkan  wir  das  I.inienelement  in  die  Form 
ds^  = Ahlxdy 

transformiert,  so  dass  E = 0,  /'  = 2i,  G — 0 sind  , so  hat  man 
die.  Gleichungen  zu  integrieren. 


* //_»•*  * * 


dx  I I 

dx  dy  ‘ dx  dy  ' dx  dy  “ ' 

d_^,dJ-  dZ^_ 
dy'  ~ dy'  ~ ,ly' 

Sinil  dann  />,  y die  partiellen  Derivierlen  von  Z in  llezug  auf 
X und  y;  r,  i,  t aber  die  zweiten  Derivierten  derselben  Grössen, 
so  können  wir  durch  Einführung  zweier  llülfswinkel  9,  9,  setzen 


dX 

_ = »n  cos  I 

dx 


dX  . , 

~ = .ycos  9,, 


a z . . f.  a I . . - 

~y~  — tp  Sin  ö.  = »7  sin  V, : 
dx  ' d y ’ ’ 

denn  die  Elimination  der  9 liefert  die  vorigen  Gleichungen  wie- 
der und 

ä = py  sin^  i (9  — 9,)  = py  sin’  ip, 
für  9 — 9,  = 2ig;  daraus  aber  durch  nilTerenliation 

d'l>  I . . / e , * d lOR  1\ 

dx--  -dx~)’ 

dy  ‘ \y  V dy  ) 


nifl'erenliiert  man  aber  die  Suhstitutionsgleichnngen  mit  9 
nach  X,  <lie  mit  9,  nach  y,  so  erhält  man  aus  der  Vergleichung 

fp  y 

der  DopiHlwerlhe  von  , und  . die  Rclalioiipn 

‘ ' dx  dy  dx  dy 

. . . d^J  . . f.  <01 

s COS  0 — psiriö-r  = 5 cos  9,  — o sin  0. 

^ f/y  * ^ ' dl/ 
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. * , ^ ff  ^ • /I  I / ’f^x 

s Sill  ^5  + cos  ^ ®i  H"  '/  ^i 


mul  daraus 


ff  ff  . . A 

^ . lan 


s lan  ip, 


iiiillflst  welcher  die  vorigen  (lleielinngen  für  ~ und  '■—  in  die 


neuen 


'II  = — (l- 

rfx  \ ;j 


t 

— = tan 

</;/  p 


<t  log  l 
tUc 


</5, 


rfx 


— tan  iti, 
7 


<>u 


übergehen.  Man  eliminiert  aus  ihnen  Q,  $,  durch  PilTerenlialinn, 
it>  diircli  die  vorigen  ('ileichungen  und  erhält 

= >»-')  -)  (-  - , if-')  = 0. 

als  DifTerentialglcichnng,  «eiche  zu  integrieren  «ärc. 

Sie  hat  die  Gleichung  erster  Ordnung  pq  = A zur  singulären  ’ 
Lösung. 

Will  man  die  Flächen  von  der  Krümmung  =+l  untersuchen, 
so  erhält  man 

• __  ^ 2 1 
dxdy  + ^ ’ 


und  als  ihr  Integral  A = -|- 


also 

und  für 


(Is^  - 


qp'  (x)  1»'  (y) 

{q>  (x)  + V>  (y)}*  ’ 
4qp'  (a:)  t(i'  (y)  rfx  <lij 


also 


{<P  W + >1’  (ff)}*  ’ 

<p  {x)  = |,  lg  (ff)  = »i.  V (^)  = di,  Tg'  (ff)  dt/  = dt] 


Alle  Flächen,  deren  Krümmung  constant  ist,  sind  auf 
einamler  abwickelbar,  z.  ti.  auf  die  Kugel. 

Für  ahuickelhare  F'iächen  hat  man  ebenso 

f/T  lo^  _ 0 u„||  erhält  ds-  = idxdii. 
tlxily  •' 

158.  Hätte nianandcrerseilsA,'==  1,  f=(), also(/s^  = rfM'^-)-(.’de'^ 
oder  für  ff'  = 0,  = ffi,  ds'  = </«'■*  -)-  ißdv‘\  SO  seien  /,  m,  n 
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tlic  Riclitungscosinus  der  Normale  der  l'läclie  in  ii,  v,  ebenso 
/L,  fl,  V und  fl,,  V,  diejenigen  der  Tangenten  der  beiden  Cur- 
ven  M = coiist.,  v = const.,  die  als  normale  Trajectorie  einer 
■’eodäiiselien  Linie  und  als  geod.Uisclie  Linien  bekannt  sind, 
ann  sind 

ilX  , tiy  . 

— — = cos  . = cos  fl,  — p = cos  v; 

fl  da  gdv  Iida 

rf-Y  , dy  d7. 

. =c<)sA„  p.  = cos  fl,.  - = cosv, . 

ilu  ' du  ^ ' da 

man  eliiniinert  J’,  Z ilurrli  Itiirerenliation  und  (indel 


d cos  d cos  1 , (/,  , 

— -i-  - - COS  A, 

(jdtt  du  (/ 


ydv  du  tj 

d COS  V,  d COS  V , II, 

--  = - , 4-  COS  I'. 

\ yd a du  ' g 

Daraus  aber  durch  Mulliplication  mit  cos  A,,  cos  fi,.  cos  e, 
und  Addition  nach  bekannlen  Relationen 

rfCOSi  I rfCOSfl  , rfCOSli  ,, 

cos  A,  + cos  fl,  + cos  .1,  = ü. 

so  dass  die  cos  A,,  cos  fi,,  cos  v,  eliminiert  «erden  können. 

Setzt  man 

/rfcos  A\z  I /dco^\-  , / d COS  y\  - 

rf«  / + \^“rf;T7  "T“  du  )’ 

so  ist 

„ , d cos  V d cos  11 

T cos  A,  = cos  fl  cos  V — - , 

d cos  A , d cos  V 

T cos  fl,  = cos  V — — cos  A 

„ , d cos  u d cos  A 

T cos  II,  = cos  A cos  fl  , — , 

■ du  du 


d COS  A 

d cos  A 

gdv  ’ 

~7fu 

d cos  fl 

dcoa  u 

gdv 

du 

fl  COS  P 

rf  cos  r 

fftlv  * 

du~ 

cos  V,  - , , - I 

gdv  du 

Für  cos  A - cos  « sin  6,  cos  u = sin  a sin  h,  cos  v = cos  b 
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mul  man  kann  setzen 

. sin  b = 7 cos  5,  ^ = 7 sin  6, 

du  du 

also 

cos  ü]  = — sin  a sin  6 — cos  o cos  b cos  9, 

cos  fii  = cos  o sin  ö — sin  a cos  b cos  fl. 

cos  V,  = sin  b cos  fl. 

. rfA  ...  . (/« 

cos  fl  i sm  fl  sin  b . = g,, 

)h  dv 

iinil  cos  l = — cos  <1  cos  6 sin  fl  -f-  sin  « cos  5. 

cos  m = — sin  a cos  b sin  5 — cos  a cos  S. 
cos  n = sin  6 sin  9, 

deren  absolute  Werlhe  sich  dann  aus  ihrer  Rechtwinkligkeit  gegen 
die  Geraden  A.  . . , A, . . . . hcstinimen.  Man  kann  gleichzeitig 

cos  A = 1,  cos  ju,  = 1,  cos  0=1, 
sin  6=1,  sin  9 =1,  cos  n = 1 


machen,  d.  h.  die  drei  Linien  mit  den  Axen  eines  dreirechtwink- 
ligen Systems  zur  Deckung  bringen. 

Von  den  Gleichungen  b)  erhält  man  dann 


rffl^ 

gdv 


COS 


= 7’, 


159.  Führen  wir  endlich  zwei  neue  Functionen  H,  ein, 
welche  durch 


• A db  I /I  * f d(i  * « 

Sin  ö — ; — h cos  y sm  b - - = — //, 

gdo  ‘ gdv 


— hh. 

9 du  ' 


definiert  sind,  so  kann  man  die  Derivierten  von  o,  6,  fl  nach  u 
und  V,  sowie  die  neun  Cosinus  mittelst  derselben  ausdrücken. 
Diess  giebt 


sin  6 


'1)^ 


= 7 cos  fl, 
= 7 sin  9, 


sin  6 


: — -t“  7c.os  fleol  6, 


da 
gdv 
dh 
9 da 

d9 
9 a 


= — H cos 


9t 


sin  fl. 


= — H sin  fl  -I-  cos  5, 
=7’ — (//cosfl-f-'^'sinfl)rot  6; 
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d COS  i „ , 

- 3—  = — T COS  l 
du 


18!1 


d cos  X 


Hi 


d cos  fl 
du 

d cos  V 
du  '' 

dcoal, 

d,r 

r/co8fi| 

du 

(/cos», 

du 

d COS  t 
du 

d COam 
du 

d COS  R 
du 


— T cos  m 

— T cos  n 


cos  l 


= //,  cos  n , 

■ T cos  X — cos  A|, 

; Tcosfi — /f, cos ft,, 
: Tcosv  — cnsv,. 


II  du 
d COS  ft 
ff  de 
d COS  » 
ydv 
f/COSil, 
ydv 
d cosft, 
ydv 
dcosp, 
ydv 
d COS  I 
ydv 
d COS  m 
ydv 
d cos  n 
ydv 


cos  -l"  //  cos  l, 


■■  — cos  ft,  -f-  II  cos  m, 

— — cos  V,  4-  II  cos  n, 

9 ' 

— T cos  l + '''  cos  A, 

9 

— T cos  m 4-  cos  u. 

9 

— T cos  n 4-  cos  v, 

9 

— II  cos  A -|-  7"  cosA,, 

— II  cos  ft  -|-  Tcos ft, , 
= — H cos  V -\-T  cos  V, . 


Endlicli  durch  Suhslitution  in  die  Determinante  c) 

jcosA,  cosA, , cos  / I 
1 = ! cos  ft,  cos  ft,,  cos  m 
j cos  V,  cos  V, , cos  n 

Wenn  man  ausser  g und  ihren  Derivierten  die  II,  //,,  T 
kennt,  so  findet  man  durcli  Integration  von  e)  die  Werthe  der 
neun  Cosinus  und  durch  Quadraturen  die  Endgleichungen  der 
entsprechenden  Fläche  mittelst  der  Relationen  a).  Damit  jene 
Integration  möglich  sei,  müssen  die  Functionen  H,  //,,  T ge- 
wisse Bcdingungsgleichungcn  erfüllen,  die  man  durch  Bildung  der 
zweiten  Derivierten  erhält.  Sic  sind 


fl  JH.  4_  ^ 4_  :?! 

' ffdv  ' du  ' ff 


(//-//,)  = 0. 


dl  I d/I,  I 2 9t 
du  ' ydv  ' y 


T=0. 


Die  Bestimmung  eines  Systems  von  Werthen  der  II,  //,,  T 
welche  diesen  Gleichungen  genügen,  löst  das  Problem;  sie  gielit 
die  analytische  und  geometrische  Definition  einer  auf  die  gegebene 
Fläche  abwickelbaren  Fläche  oder  einer  Familie  von  solchen 
Flächen. 

160.  Ist  dann  R einer  der  Hauptkrümmungsradien  in  einem 
beliebigen  Punkte  der  Fläche , sind  also  die  Gleichungen  der  ent- 
sprechenden  KrOinmungslinie 
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(LX  B(I  cos  / = 0.  dY  Itd  cos  m = 0, 
dZ  Rd  cos  II  = 0, 

so  l■|•SL‘t7,cll  «ic  die  DilTereiiliale  diircli  ihre  Werllie  aus  den  rirnp- 
pen  a)  und  e)  und  erhallen 


1 dn 

tj 


— li^  cos  i + rcosA, 

— //,^  cos  A,  -|-  7”  cos  K 

^ — //^  cos  (I  T ros  p,  — //^  cos  v 7"  cos  i>j 

^ — 7/,^  cosp,  + T cos  ft  — //,  j cose,  + 7’  cos  v 


also  aiicli 


-L  1" 

ff  dv 


— H 


J-IU 


Daraus  folgt,  dass  die  heiden  llanplkrnniinnngsradien  der 
Fläche  die  Wurzeln  der  Gleichung 

^ - (//  + //,)  ^ + 7///,  - 7^  = O 


sind,  dass  also  ihr  Prodiicl  = (7777,  — 7^)  oder  = ’^^'ist. 

ff  du 

Indem  inan  ferner  hemerkt,  dass  die  Tangente  des  Win- 

ijdl< 

kels  ist,  den  eine  Krüminungslinie  mit  der  Goordinalenlinie  hildei, 
welche  wir  die  pcrpendiiailnre  genannt  hahen,  und  durch  to,,  co., 
die  den  heiden  Krüinmungslinieii  entsprechenden  Winkel  dieser 
Art  hczeichnet,  hat  man 

tan  2o),  = tan  2oj.,  = 

lind  erhält  ferner 


7/  - 


y cos’  (d,  + sin’  ta„  //,  = ^ sin’  oj,  + cos’  to,. 


T = 


cos  0),. 


Diese  Formeln  gehen  die  geometrische  liedeuliing  der  Grössen 
//.  77|.  T an:  77  ist  die  Kriimmnng  des  Normalsrhnittes,  wel- 
cher die  Tangente  zu  («)  enthält;  77,  die  Krümmung  des  zum 
vorigen  rechtwinkligen  Schnittes,  welcher  die  Tangente  der  geo- 


DigitiZK  ay  Googic 


191 


(lälisclien  (Koordinate  (»)  enthält , oder  die  Krümmung  der  geo- 
dätischen Linie;  T ist  die  Torsion  derselben  geodätischen  Linie. 
Mittelst  dieser  erkannten  Bedeutungen  liefern  die  vorigen  Gleich- 
ungen Sät?. e über  den  Zusammenhang  der  Krümmungen 
heim  Vorgang  der  Deformation  oder  Verbiegung. 

Die  Krümmung  eines  beliebigen  Norinalschnitts  der  Fläche, 
der  gegen  die  Perpendicnlare  nm  den  Winkel  oj  geneigt  ist,  er- 
hält man 

= //  cos®  u -(-  //,  sin®  to  — 2T  sin  a>  cos  <a 
//,//«* — 

, , • V II  »f"  r+Vn—nn, 

lind  damit  sie  ^ull  sei,  muss  ^ = ~ „ ■ sein. 

yiio  //, 

Diess  ist  die  Diflerentialgleichung  der  Linien  auf  der  Fläche, 
in  deren  Pnnkteii  die  Krüiiinuing  gleich  Null  ist,  oder  der 
asynipt  Otis  eben  Linien  derselben.®') 

lül.  Eine  mit  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  nahe 
?nsamnienliängende  und  sie  als  einen  speciellen  P'all  ciillialteiide 
Theorie  ist  die  Theorie  der  geradlinigen  Strahlen  Sy- 
steme. d.  i.  der  Systeme  gerader  Linien,  welche  einen  Baiiiii 
so  erfüllen,  dass  durch  jeden  Punkt  ein  Strahl  oder  eine  gewis.se 
Anzahl  von  Strahlen  hindurchgellt.®®) 

Wir  denken  einen  Strahl  durch  die  Goordinaten  x,  y.  x eines 
Punktes  in  ihm  und  seine  Bichtungsc.osiiiiis  /,  m,  n — also  durch 
die  Goordinaten  zweier  Punkte,  unter  denen  der  unendlich  ferne 
sich  befindet.  (Vergl.  Bd.  I,  Art.  244)  — und  einen  zweiten  lie- 
iiachbarteii  durch  die  Werthe 

X -(-  ^x,  y -[-  äy,  2 /tz;  i Jl,  m /Jm.  u -f-  Jn 

bestimmt  und  bezeichnen  den  VVinkel  beider  Strahlen  durch  ö, 
ihre  kürzeste  Entfeniiing  durch  e und  durch  A,  p,  v ihre  Bich- 
tiingscosinus,  endlich  durch  r die  längs  des  ersten  Strahls  gehende 
Abscisse  des  Fusspunktes  derselben  in  diesem.  Das  Gesetz,  welches 
die  Geraden  zum  System  verbindet,  wird  gegeben,  indem  mau 
die  Grössen  x,  y,  r,  /,  m,  n als  F’unctioiien  zweier  Veränderlichen 
M,  V betrachtet.  Dann  gelten  nach  den  Elementen  (vergl.  hesoii- 
dors  Bd.  I,  Art,  13,  14,  48,  49)  die  F’orniclii 

sin®5  = (mdri  — — IJny  -|-  (i^m  — 

e sin  5 = {mJn  — ii^tn)  Jx  -f-  (n-=^/  — ^y  -f-  {f^m  — mJl)iJ2, 
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— IP:»  - 


nfL^n  — njm  ndt — IjJn 

»in  $ ’ ^ sin  9 ’ ^ ^ »in  S ’ 

e = k^x-\-(i/ly-\-v/iz,  r sin  S ==  f^v[m-\-  Jm) — ft (w -)- z^n) J- /^x 
^k{n  zln)  —v(l  -{-  Jl)^  Jy-{-  ^H(l  Jl)  — k{m  + 
und  wegen  1,  [l-\- /U)'^-\-[m-\-Jm)^-]-{n-{- Jn)^=l, 

a Iso  IJl-^m  zlm  n = — } ( /U'  -f-  zlm^  -}" 

cos  6=1  — ^ z/n*), 

sin’  6 = 

e sin’  6 = — ( /3x  /it  -f-  -f-  z^n) 

-)-^(^/’-f-  <dm’-j-  ztn')  /ix[l-\-/il)-{-  zly{m-\-Jm)-^  Jz[n  -|-  ^n)}- 

Ist  ferner  p die  Länge  einer  von  einem  beliebigen  Punkte 
des  zweiten  Strabies  nacb  dein  ersten  gezogenen  Senkrechten  und 
R die  Abscisse  ihres  Fusspunktes  in  diesem,  sowie  X',  ft’,  v ihre 
lUcbtungscosinus , so  sind  für  P = Ux  mdy  nJz, 

‘ ' cos6  > fr  a i 

' A D I {n-P){n  + jH) 

pv  = Jz  — Än  4-  ' — ^ e — • 

I cos  6 

Und  wenn  der  zweite  Strahl  dem  ersten  unendlich  nahe  rückt, 
so  dass  die  Dilferenzen  in  UifTerentiale  dx,  dy,  dz,  dl,  dm,  dn 
übergeben,  so  werden  e,  p und  6 zu  de,  dp,  dO,  und  man  erhält 
(virrgl.  Art.  98)  d6’  = dl'  dm-  dn"^; 

. mdn  — ndm  ndl — Idn  Uim^mdl 

A= V = __; 


de  = kdx  -f-  pdy  -f"  vdz,  ^ 


dx  dl  dt/  dm  -\-dzdn  ^ 
dl*  -f-  dm*  -|-  dn*  * 


k’dp  = dx  R dl  — l [Idx  -|-  mdy  ndz), 

pdp  = dy  -\-Rdm  — m{ldx  -j-  mdy  -|-  ndx), 

v'dp  = dz  Rdn  — n {Idx  -}-  mdy  -f-  ndz). 


Wendet  man  nun  die  Gauss'scben  Bezeichnungen  des  Art. 
151,  also  n,  a,  b,  b',  c,  c,  A,  R,  C,  E,  F,  G an  und  bildet 
ihnen  analog  die  andern 

dl  = adu  a’dr,  dm  = bdu  -j-  b’de,  dn  = edu  -j-  edv, 
bc'  — b'c  = A,  ca'  — c'a  = B.  ab'  — ab  = C, 
a’  -(-  b’  + c’  = E.  aa'  + bb'  + cc'  = F,  a ’ 4-  b’’  -j-  o’’  = Q, 
A-*  -f  B’  4-  C-^=  EG  — F-  = AK 


193 


ua  -j"  “f"  “t“  ^ "H  ® 

ua!  -\-  bV  -j-  cc  — f , aV  + bl>’  -|-  c'c'  = g, 

und  setzt  man  endlich  ^;  = <.  so  erhält  man  aus w'^=  1 
durch  DilTerentiation  nach  u und  v 

/a  4"  »*l>  + "C  = 0,  /a'  4“  + ”®"  = *1 

ABC 

und  somit  I — -y,  m = —,  n = — • 

J J ^ 

162.  .Mit  diesen  Bezeichnungen  kann  nun  zuerst  der  Werth 
der  Ahscisse  r des  kürzesten  Abstands  zweier  unendlich  naher 

Strahlen  in  der  Koriii  r = — ~ai'~  >lar|;cstelll  wer- 

den. Für  einen  bestimmten  Werth  des  t giebt  dieser  Ausdruck 
den  Abstand  des  ersten  Strahls  von  einem  bestimmten  unendlich 
nahen  Strahle,  und  für  alle  Werthe  von  / von  — c»  bis  4"  er* 
hält  man  die  Werthe  r für  alle  nächstbenachbarten  Strahlen;  da 
nach  der  Natur  des  Nenners  — weil  die  Grfl.sse 
EG  — F'^  = A’  4-  B2  -f  C* 

nie  negativ  sein  und  nicht  Null  werden  kann,  ohne  den  speciel- 
len  hier  auszuschliessendeu  Fall  A = B = C = 0 herbeizufüh- 
ren  — r nie  unendlich  werden  kann,  so  liegen  alle  r zwischen 
bestimmten  Grenzen;  sie  werden  durch  Vergleichung  des  nach  i 
gebildeten  üifTerenüalquotienten  von  r mit  Null  gewonnen , sind 
also  die  VVurzeln  /,  und  t.^  der  Gleichung 
{gF-4(f 4- f)Q}  f^-(eG-gE]  <4-  {i(f4-f)E-eF}  =0. 
so  dass 


1+1=  - 


i(f4-f'jE— eF 


gF-i(f4-00’  '‘‘S  gF-i(f4-00 

sind.  Ebenso  findet  man  die  entsprechenden  Abscissen  r,  und  r.^ 

_ ejf  ÜL+Iül  + n ±ßj, 

' K 4-  F/,  F 4-  0<,  ’ 

_ l4- 4i£4-i')4t  ^ _i(t  + n+  gl, 

1 E 4-  Fr,  F + 0/, 

und  durch  Elimination  der  t^,  t.^  hieraus 

(EG  - F-’)  r’  4-  |gE  - (f4-  f)  F 4-  eG}  r4-  eg  - 4 (f  4-  = 0 

oder 

, gE  — (f4-f')F4-eO  *g  - } (f  4- f)» 

' ^3  ./»  ’ ’ I ■ j. 


' I I ' 3 - Ji 

äftlmon,  Aiiül.  (ieoin.  il.  RAum«t.  II.  V,  Aiifl. 
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Die  kürzesten  Alistände  eines  Strahles  von  den  ihn 
rings  Hingehenden  unendlich  nahen  Strahlen  liegen 
also  in  einem  durch  zwei  F*unkte  hegre  uzten  Th  eile 
dieses  Strahles. 

163.  Wenn  man  alsdann  in  die  für  |tt.  v gewonnenen 
Ausdrücke  des  .Art.  161  für  die  <lx,  Jij,  </r,  >tl,  tim,  dn  die  par- 
tiellen Dilferentiale  du,  dv  und  ihren  (juotienten  l einführt,  so 
erhält  inan 


X = 


und  wegen 


mc  — nb  (wie*  — «b't  t 7/a  — tc  "l-  («a*  — Ic'}  l 

(E -f- •>  FI -j- O/Ol  ’ ‘ ~~  iE -I- 2Fl -f  0/*)i  ’ 

/b  — wia  "|-  (/b*  — mtx')  t 
E + 2FI -f- Ol*;i  ' 

, ABC 

Bc  — Cb  = a'E  — aF,  Bo'  — Cb'  = aF  — aQ,  etc., 

^ a'  (E  -f  FI)  — a (F  -f  GlJ  ^ ± Fl)  - b (F_+  Ol) 

(E  -f  2 Fl  -f  Ol')4  ' ^ ^ (E  -f  2FI  -f-  Ol*;4  ' 

Die  liesonderen  Werthe  in  den  tirenzpunkten  sind  für 
r,  = (E  + 2Fl,  + G<,ä)+,  Fj  = iE  -f  ‘2Fi.^  -f  Gl,’'')i, 


fa  + a'l,)  (F  + 01.) 

jy, 


(b  + b'<i)  (F  + 0<l) 


lind  da  aus  den  Ergebnissen  des  vorigen  Art.  die  Relationen 
E + 2FI,  + Gl, 2 = (I,  - g (F  -f  Gl,), 

(F  + Gl,)  (F  + Gij)  = - 

(E  -f  2Fi,  + Gl,'-*)  iE  + 2Fi„  -f  Gl,-)  = (I,  — l,)^ 

® “H  ^ + ^2)  + '2  = 0 


1,  so  erhält 

man 

' (^2  ^i)> 

F-f  01,  - 

jy, 
F-f  01, 

a -f  a'l. 

„ b -1-  b'l, 

l«|  — y^  > 

c -f  c'i. 

yt  ’ 

F,  ' 

a -1-  a'l, 

y,  ' 

b 4-  b'/, 
'y^  * 

C -f  c'i, 
>'2  — y t 

also 


und  somit  für  den  Ausdruck  A,A,  p,;«., e,  e,  den  Werth 
(a  -I-  a'gjaj-  a'l,)  + (b  + b'l,)  ib  + b'l,)  -f  (c  -f  c 'l,)  (c  + c'i,) 

y y 


oder 


FjtlF  (I, -I- I,) -f-^I.Ie  , . 

y,y,  ’ 


d:>;  ^ bv  Coot^li 
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d.  li.  die  kürzesten  Abstände  eines  Straliles  von  den- 
jenigen un endlich  n allen  Strahlen,  für  vv eiche  sic  in 
den  Grenzpunkten  liegen,  sind  zu  einander  recht- 
winklig. 


Man  nennt  die  zu  ihnen  normalen  den  Strahl  enthaltenden 
Khenen  die  llauplehenen  desselhcn,  sic  sind  auf  einander  recht- 
winklig, und  auf  sie  bezieht  man  naturgemäss  die  Richtung  der 
kürzesten  Abstände.  Nennt  man  er  den  Winkel,  welchen  ein 
solcher  kürzester  .Abstand  mit  dem  im  Grenzpunkt  r,  stattflnden- 
den  bildet , so  ist 


ros  (o  = f»,f»  -|-  V,  e ==  — 


® + ®h) 

r,  (E  -1-  2Ft  -f  Ol‘)l  ’ 
(F  -f  Gl,)  (/,  - I)  . 


also 


K,  (E  -f-  2F<  -f  Ql*)i  ' 

==  - <i) 

r,  (E  -I-  2Fl  -|-  Gl»il' 


und  mittelst  tan  a>  sodann  I 


COB  u>  -j~  i,F  -|-  G/()  ly  biu  üj 
J cOb  ta  -|-  (F  -f-  Ol|)  sin  oj 


Wenn  man  diess  in  den  Ausdruck  von  r iin  Art.  1G2  siih- 
stitiiierl,  so  erhält  man 


E + 2F(  4-  Ol^  = 


■Ji/  cos  la  -h  (F  -|-  Gl,)  sin 


e + (f+f)H-g|2  = 

^ { e + ff  + f)  Vf  g/,»}  cos» oH-(F  + G^){a+(f  + 0^t+SV}  Bin»  w 
•J  ai  COS  w -f  (F  -f  G/,)  sin  m J*  2 


und  dniTli  Division  und  mit  Rücksicht  auf  die  Ausdrücke  von 
r,  und  Cj  endlich  r = r,  cos'^  ca  -|-  Cj  sin^  ca. 

Diese  Formel  drückt  eine  sehr  einfache  Rezichiing  der 
Grenzpunkte  eines  Strahls  zum  kürzesten  Abstande 
eines  beliebigen  unendlich  nahen  Strahls  aus.  Ks  ist 
offenbar,  dass  dieselbe  eine  allgemeine  Eigenschaft  der 
Normalen  einer  Fläche  enthält. 

1G4.  Der  kürzeste  Abstand  de  zweier  unendlich  nahen  Strah- 
len und  der  unendlich  kleine  Winkel  i/5,  den  dieselben  mit  ein- 
ander bilden,  sind  gegeben  durch 

de  = du  (E  4-  2F<  -f- 

^ du  I (f  4-  gl)  (E  -j-  Fl)  _ (e  -f  flWF  -f  Gl)  } 
iW  = ' , ' ■ 

J E + 2 Fl  -f  0|||1 

13* 
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<«_(£+  g/HE 

,h~~  ' ^ J (E  4-  2E/  + Ql>j 


ist. 


I'  ur  -{-  gO  (E  F/)  — (ö  -|-  f/)  (F  -j-  G/)  = 0, 
oder  die  aus 

fgF  — fO)  /■'  + {gE  — (f  — f ) F — eO}  / + fE  — eF  = 0 

liervorgelieiiden  Wcrllie  von  l wird  der  lielrarlilete  Strahl  von 
den  lielrefTenden  unendlich  nahen  Strahlen  geschnillen.  Sind 
T,,  tj  die  Würzein  dieser  Gleichung,  so  ist 

gE+tf-  fiEH^eO  _fE-eF 

' ”r  2 gF  - fO  • ' - gF  — fO 


Sie  sind  je  nach  den  Gesetzen,  welche  die  Strahlen  zu  einem 
System  verbinden,  reell  oder  imaginär,  und  darnach  sind  die 
Strahlensysteme  in  Gattungen  zu  unterscheiden. 

Man  nennt  diese  Punkte  die  Drcniipunkte  des  Strahls 
lind  findet  ihre  Abscissen  (>,,  q.,  aus  dem  allgemeinen  Werthe  von  r 
durch  Kinführung  der  Werthe  von  Tj.Tj  für  t 

a = — L+i'  + S*!*  o = — "_+iL+  + Elt 

E + 2Ft, + 0t,»  ' E+2Fr, -f-Or,«  ’ 

oder 

. ^ + lyi  - ^ _ _*  + + Er» 

E+Fr,  F + Or,'  E + Ft,  ~ F+Gt," 

Wenn  man  zwischen  diesen  IVerlhen  r,  oder  r.^  eliminiert, 
so  crhrdt  man  die  Gleichung 

(EG  - F'^)  pä  + {gE  - (f  + f)  F + eO}  p + eg  - ff  = Ü, 
deren  Wurzeln  p,,  pj  also  die  Relationen 


erfüllen;  so  dass  man  aus  der  Vergleichung  mit  den  Werthen 
r,,  r.j  der  Abscissen  der  Grenzpnnkte 

_i  I I (f  — t")’ 

Pi  + Pj  = »’i  + '■2.  Pi  P2  = + 4 jT 


findet.  Setzt  man  noch  d = ^ % d = so  findet  man 


— d’  = 


(t-0«. 


so  dass  die  Sätze  gelten:  Der  Mitteliuinkt  der  Brennpunkte 
eines  Strahls  fällt  mit  demjenigen  der  Grenzpnnkte 
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der  kürzesten  Abstände  zusaniinen.  Man  nennt  ihn  daher 
den  Mittelpunkt  des  Strahls. 

Der  Abstand  der  Brennpunkte  vom  Mittelpunkte 
ist  nie  grösser,  als  der  Abstand  der  Greiizpn nkte  der 
kürzesten  Entfernungen  von  demselben. 

Die  beiden  den  Stralil  durcbschneidenden  unendlich  naben 
Strahlen  bestimmen  mit  ihm  zwei  Ebenen,  die  als  seine  Brenn - 
oder  Focalebenen  bezeichnet  werden.  Ihre  Lage  bestimmt  die 
Gleicimng  r = r^  cos*  e»  -|"  '’z  “ durch 


- r,  — r r, 

COS*  (0  = -I— — , sin  w = =■ , 

r,  — r,  r,  — r, 

indem  für  r = p,  und  r = pj  die  Winkel  (ö|,  oj,^  der  ersten 
und  zweiten  Focalebene  mit  der  ersten  Ilauptebene  daraus  her* 
vorgellen 


cos*  <0| 


sin*  Ol, 


Pi  — r, 
r,  — r,  ’ 


COS*  OIj 

welches  endlich  in 


e»  — Pt 

ff  — e,’ 


i/i+l 

y ‘id  ’ 


sin*  0).^ 


sin  01,  = COS  oij  = 


übergeht,  so  dass  oi,  = -^  — oij  ist,  und  nach  der  scnkrecliten 

Lage  der  Ebenen  gegen  einander  der  Satz  entspringt:  Die  bei- 
den Focalebenen  des  Strahls  liegen  symmetrisch  ge^en 
die  llauptebenen  in  der  Art,  dass  die  Halbicrungs- 
ebenen  des  W'inkels  der  Focalebenen  mit  denen  des 
rechten  Winkels  der  llauptebenen  zusammen  fallen. 
Der  Winkel  der  Focalebenen  y = tu,  — liefert  wegen 

^ 71  = <0,  -|-  Olj 

siny=cos2  o)|  =cos*o)|  — siii*o),,  cosy=sin  2oi,  = 2sin  oi,  cosoi,, 

, i 

also  sin  y = — , cos  y — 

165.  Als  die  geometrischen  Oerter  der  fünf  in  jedem 
Strahl  so  bestimmten  Punkte  für  alle  Strahlen  des  Systems 
erhält  man  fünf  Flächen,  die  mit  dem  Strahlensysiem  in  engen 
Beziehungen  stehen.  Die  beiden  Flächen  F,,  Fj,  in  welchen 
die  Grenzpunkte  der  kürzesten  Abstände  liegen,  thei- 
len  den  ganzen  Raum  in  der  W'eise  ab,  dass  zwischen 
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de  II  SU  Ilten  die  kürzesten  Abstände  aller  nnendlieli 
naben  Strahlen  des  ganzen  Systems  liegen,  ausser- 
halb derselben  aber  keine.  Wenn  man  von  einem  Strahle 
des  Systems  zu  dem  nnendlidi  nahen  Strahle  übergeht,  dessen 
kürzester  Abstand  von  ihm  in  der  Fläche  F,  liegt  und  von  die- 
sem zum  nächsten  in  derselben  Weise  mul  so  fort,  so  bilden 
alle  diese  auf  einander  folgenden  Strahlen  eine  Ilegellläche  0,, 
welche  in  F,  die  aus  den  kürzesten  Abständen  der  auf  einander 
folgenden  Strahlen  gebildeten  Curvc  in  Fj  eine  andere  Ciii'vc 
ij  bestimmt.  Dieselbe  Operation  in  der  Fläche  Fj  erzeugt  eine 
Itegellläche  Oj,  die  in  Fj  die  aus  den  kürzesten  Abständen  der 
auf  einander  folgenden  Sirablen  «j  und  in  F,  eine  andere  Curvc  fc, 
bestimmt.  Da  alles  das  für  jeden  beliebigen  Strahl  atiszufübreii 
ist,  so  existiert  eine  Schaar  von  Regelflächen  0,  und  eine  Schaar 
der  0.,  von  dem  nändichen  Charakter. 

Sind  X,  y,  z die  Coordinaten  des  ersten  Grenzpunkts  in 
dem  durch  (x,  y,  i)  gehenden  Strahl,  so  sind 

X = X r^l,  y = y r^m,  i'  = j -|-  r,n, 

d.  i.  die  Coordinaten  jedes  Punktes  als  Functionen  von  n und  v, 
die  Gleichungen  der  Fläche  F, ; und  ebenso 

x'  — X -j-  r.,/,  y = y r^m,  i'  = i -f-  r^n 

die  Gleichungen  der  Fläche  Fj.  Integriert  man  die  beiden  Gleicli- 
iingcn  ^ = /, , ^ = ti,  so  erhält  man  die  Schaaren  der  Itegel- 

llächen  0,,  Oj.  Sind  ihre  vollständigen  eine  willkilriicbe  Con- 
stanlc  enthaltenden  lntt‘grale  gefunden,  und  eliminiert  man  mit- 
telst eines  derselben  aus  den  Gleir.bungen 

X — X _ y — y _ z'  — z 
t m n 

die  Grössen  « und  v,  so  erhält  man  eine  Gleichung  in  x',  y,  z' 
mit  einer  willkürlichen  Constanten,  welche  die  ganze  Schaar  der 
Regelflächen  0,,  0,  darstclll,  je  nachdem  die  eine  oder  die  an- 
dere Integralgleichung  angewendet  wurde.  Die  Schaaren  der 
(’.nrven  o,,  6,,  Oj,  ftj  gehen  aus  den  drei  Gleichungen  einer  der 
Flächen  F,,  Fj  durch  Verbindung  mit  der  einen  oder  andern 
Integralgleicbung  hervor. 

Die  Brennflächen  des  Strahlensysteni  s (P,, d.  i. 
die  Flächen  der  Brennpunkte  .seiner  Strahlen,  sind  natürlich  nur 
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mit  diesen  selbst  reell.  Wenn  man  von  einem  beliebigen  Strahle 
aus  zu  demjenigen  fortgclit,  der  ihn  in  dem  auf  gelegenen 
Brennpunkte  schneidet,  von  diesem  zum  nächsten  in  derselben 
Weise  und  so  fort,  so  erhält  man  in  den  Strahlen  die  Erzeu- 
genden einer  abwickelbaren  Fläche  ,$2, , deren  Bürkkehrkantc 
«,  in  liegt,  und  die  auch  (Z>.^  in  einer  Ciirve  schneidet. 
Daraus  entspringt  eine  Schaar  abwickelbarer  Flächen  ß,,  deren 
Bückkehrkanten  eine  Scha.ir  von  Curven  er,  in  d>|  und  welche  in 
tPj  die  Schaar  von  Curven  ß.^  hestimmen;  und  eine  Schaar  ab- 
wickelbarer Flächen  ß,,  deren  Rückkehrkanten  eine  Schaar  von 
Curven  etj  auf  0^.  und  die  in  0^  eine  Schaar  von  Curven  ß^  be- 
stimmen. Diese  Möglichkeit,  die  Strahlen  des  Systems 
in  doppelter  Weise  zu  einer  Schaar  abwickelbarer 
Flächen  zusammen  zu  fassen,  die  ihre  Rückkehrcuc- 
ven  in  den  Brcnnflächcn  haben,  charakterisiert  die 
Strahlensystemc  mit  reellen  Brennflächcn.  Man  sieht 
auch:  Alle  Strahlen  eines  Systems  mit  reellen  Brenn- 
flächen sind  gemeinschaftliche  Tangenten  der  Brcnn- 
flächcn; ein  solches  System  kann  also  als  das  System  der  ge- 
meinschaftlichen Tangenten  zweier  Flächen  oder  als  das  System 
der  Doppeltangenten  einer  Fläclie,  endlich  als  das  System  aller 
Tangenten  einer  auf  einer  Fläche  (F)  liegenden  Schaar  von  Cur- 
ven («)  geometrisch  definiert  werden.  Da  jede  der  beiden  Schaa- 
ren  abwickelbarer  Flächen,  in  welche  alle  Strahlen  des  Systems 
zusammen  gefasst  werden  können , eine  der  Brennfiächen  einhüllt, 
so  schneiden  sich  die  beiden  Schaar en  von  Curven, 
welche  durch  die  beiden  Schaaren  der  abwickelbaren 
Flächen  auf  den  Brennfiächen  des  Systems  bestimmt 
werden,  in  conjugierten  Richtungen.  Endlich  ist  die 
Schnittcurve  der  beiden  Brennfiächen  die  Enveloppe  für  alle  auf 
den  beiden  Brennfiächen  liegenden  Rückkehrcurven  der  abwickel- 
baren Flächen,  die  die  Strahlen  des  Systems  umfassen. 

Die  Gleichungen  der  Brennfiächen  , 0.^  erhält  man  in  den 
Systemen  x'  = x gß,  y — y Pim,  z = z p,»i, 

a:'  = X -f  gß.  y = tj  g.^m,  z = z g„n  -, 

die  der  abwickelbaren  Flächen  ß,.  und  der  Curvenschaaren 
|3,,  05,  |3j  durch  die  Integration  der  DilTerentialgleichnngen 

flv  du  . I 

-r  = T, , --  = Wie  oheii. 

du  * du  ^ 
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Eine  Siels  reelle  Fläche  isl  endlich  der  Orl  der  Mitlel|uiiikle 
aller  Slrahlcn,  die  Milleiriäche  des  Systcins.  Wenn  man 
von  ihr  aus  die  Abscissen  der  Punklc  in  den  Slrahlen  rcchnel, 
so  hal  man  r,  = — rj,  p,  *=  — Pj,  gE  — (f  -|-  f ) F -f"  öG  = 0, 
als  vvesenlliche  Vereinfachung. 

Ihre  Gleichungen  sind  aus  der  Ahscissc  des  Milleipunkles 

_ rj_+  r,  _ gK  - (f  + f)_F  +jQ 
2 2J' 

in  der  Form  a:'  = a;  -f-  .V/,  !/'  = !/-}-  -Vm,  i'  — : .V« 

zu  bilden. 

Durch  die  Üegeneralion  einer  oder  mehrerer  unler  diesen 
Flächen  zu  Linien  oder  Punkten , ihr  Zusammciilällcii  oder  ihr 
Verschwinden  irn  Unendlichen  werden  Grenz  fälle  des  allge- 
meinen Slrahlensyslems  characlerisierl.  Ein  solches  isl  das 
Syslein  J = 0,  A = 0,  B = 0,  C = 0,  das  von  der  allgemeinen 
Untersuchung  ausgeschlossen  ist  (vergl.  Art.  1(12);  die  Greiiznächcti 
der  kürzesten  Abstände,  die  Mitteinächc  und  eine  der  llrenn- 
llächen  sind  unendlich  entfernt,  die  andere  exislierl.  Die  eine 
der  Flächenschaaren  Sl,  deren  llückkehrkanten  auf  der  unendlich 
entfernten  Brennfläche  liegen,  ist  eine  Schaar  cylindrischer  Flächen, 
und  das  System  kann  somit  deniiierl  werden  als  das  System  aller 
der  Tangenten  einer  Fläche,  welche  den  Tangenten  einer  bestimm- 
ten Curvc  in  ihr  parallei  sind. 

166.  Wenn  man  die  Grössen  l,  m,  n,  welche  die  Ilelatioii 
P -j-  vP  -)-  »r  = 1 erfüllen,  als  rechtwinklige  Goordinateii  in 
einer  Kugellläche  vom  lladius  Eins  betrachtet,  so  isl  nach  dein 
in  Art.  148  dargclegtcn  Grundgedanken  von  Gauss  jedem  Strahl 
des  Systems  ein  Punkt  der  Kugel  zugeordnet,  und  wenn  man 
durch  einen  Punkt  des  Strahls  eine  zu  ihm  normale  Ebene  und 
in  ihr  um  jenen  eine  unendlich  kleine  geschlossene  Curvc  denkt, 
so  entspricht  ihr  mittelst  der  durch  die  Punkte  ihrer  Peripherie 
gehenden  Strahlen  auf  der  Kugel  eine  gleichfalls  einen  unendlich 

kleinen  Flächenraum  g>  einschlicssende  Curve.  Das  Verhältniss  y 

beider  unendlich  kleiner  Flächen  heisst  das  Dich  ligkeitsmaass 
des  Systems.  Seine  Derechnung  lässt  sich  auf  Grund  der  im 
Art.  161  gegebenen  Formeln 

X'dp  = dx  Rdl  — l [Idx  -(-  «irfy  -f-  iidz),  clc- 
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ausrülirvii,  wenn  in  Üiihmi  dp  den  uneiidlicli  kleinen  Al)stand  eines 
Punktes  der  Curvc  f von  dem  durch  x,  y,  z,  l,  m,  n,  Tt  ge- 
gebenen Fii$s|iunkle  des  Strahls  in  ihrer  Ebene,  l',  fi,  v abei- 
seine  Richinngscosinns  bedeuten;  ist  dann  a der  Winkel  des  dp 
mit  der  Normale  der  ersten  llaii|itebene,  so  ist 

cos  a = A|A'  -f-  v,v',  sin  a = AjA'  -|-  fijft'  -|" 

und  darnach  auf  rii'und  der  vorigen  Gleichungen  und  wegen 
A,/  -|-  p^m  i’,n  = 0,  Aj/  p.pn  v^n  = 0, 
dp  cos  a = A|rfx  -}■  “I“  ^ ■)"  Pidm  -f"  ejrfH), 

dp  sin  a = A.^rfx  -|-  p.ply  -j-  vplz  -f-  ^ -j-  p./lni  v^dn) ; 

hieraus  aber  nach  den  im  Art.  163  für  A,,  y,,  v^,  A.^,  fi,,  v.,  ge- 
riindencn  Werthen  und  für  die  Substitutionen 


4^  = *_+i' £l+  15+2(1)  ,/j  ® + 2(l+_ " 2+ 

„ f -f  Sh  + li  CP  + r.  » + Sh  + « (F  4-  0<«) 

= = y;  . 

ilp  cos  « = — J.plu  — B^lv,  dp  sin  « = A^du  -(-  Ilplv, 


also  tan  tt 


.4,  -j-  ßp  ^ A,  cos  a A,  Bin^n 

.1,  ß,t’  /)'i  cos  «-)-/?,  sin  «’ 


lerner  dl  ^ ,/p  = l'*  . 

(//,  C08«  + COa  « + ^^2  •^1*'  " 

also  , dp‘‘dtt  = (/f,  A’.j  — A^  du^dt. 

lHe.se  l•'ol•mel  verbindet  man  mit  der,  wie  folgt,  für  die  Kugel 
erhaltenen  Endgleichung.  Ents|iricht  den  dp  auf  der  Kugel  das 
Rogenelement  da,  so  ist  aus  den  Coordinateii  /,  »i,  ;i : / + dl,  etc. 
seiner  Endpunkte  ila  = {dl“^ dni^  = 

und  seine  Richtungscosinus  sind 


M A -|-  Ai  ihn  b 4“ 

dB  (E  -f  >Tl  0/’,A’  da  (E  -f  ■>¥!  + Ql’.i' 


Ist  dann  /„  der  Werth  des  t für  tt  = 0,  also  /„  = — Af-.  Bf, 
und  a der  dem  Winkel  tt  ents|)rcchendc  Rogen  auf  der  Kugel, 
.so  hat  man 


(a  + *’lq1  (*  + + '*>  + O '.l»  + + f®  + ® 1q)  (®  -|-  ® 0 

(E  + 2F/„  -f  (E  -f  Ztt  + Ot‘  i 

E -f-  Fl“  + (F  -f  0/„1  t 

tE  + -.-F/«  + (E  + ‘Fl  -f  0<*4’ 
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also  tan  n ^ + 0/,)  l’  E + 2F/  + 0<*  ’ 

und  somit  äo^da  = Jilu^rll  jene  Gleichung  für  die  Kugel.  Die 
.augedcutele  Verbindung  giebl  da- da'  — — dp'‘da. 

Man  hat  aber  für  die  Flächen  f und  <p  die  Ausdrücke 


tlt 

f = dp‘da,  <P  — i j da'^da'. 


so  dass  man  erhält  T = ® = i ^ i iT  «lurch  Umfor- 

/ •’lC'l 

mung  nach  den  Wertbeu  der  ^ und  D und  den  Ausdrücken  des 
Art.  1Ü4  für  dieAbscissen  p,,eo  der  Brennpunkte  0—  : 

das  Dicbligkeilsmaass  in  jedem  Punkte  eines  Strahles 
ist  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  Products  der 
Rntfernungeu  dieses  Punktes  von  den  Brennpunkten 
des  Strahls. 


Pas  Dichtigkeitsmaass  ist  daher  stets  reell.  Es  ist  für  Slrah- 
Icnsysteme  mit  reellen  Brenndächen  für  alle  zniseben  ihnen  ge- 
legenen Punkten  negativ,  für  alle  ausserhalb  gelegenen  positiv, 
hat  in  dem  .Mittelpunkte  jedes  Strahls  den  grössten  negativen 
Werth  und  ist  in  den  Breimpimkten  unendlich  gross.  Sind  die 
Brennflächcn  imaginär,  so  ist  cs  stets  positiv  und  hat  in  dem 
Mittelpunkte  eines  jeden  Strahls  sein  .Maximum.  Die  Strahlen, 
welche  der  Peripherie  von  /"  angelioren,  bilden  ein  unendlich 
dünnes  Strahlcnhündel,  und  /‘ist  der  der  Absrisse  Ä ent- 
sprechende Querschnitt.  Ist  dann  /"  der  der  Abscisse  Ä'  ent- 
sprechende Qiierscbnitt  desselben,  so  bleibt  q>  unverändert  und 
man  findet,  dass  die  Flächeninhalte  zweier  Querschnitte 
eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  sich  umge- 
kehrt, wie  die  Dichligkcitsmaasse  der  entsprechen- 
den Stellen  verhalten.  Diess  rechtfertigt  die  Benennung 
Dichtigkeitsmaass.  da  hiernach  die  Dichtigkeiten  in  demselben  Ver- 
hältniss  stehen,  wie  die  DiebtigkeiLsmaasse. 

Wenn  man  verschiedene  Strahlen  betrachtet,  so  gelangt  man 
zu  dem  BegrilT  eines  Ortes  von  Punkten  gleichen  Dichtigkeits- 
maasses  und  damit  zu  dem  einer  Schaar  von  Flächen  glei- 
chen Dicbtigkcitsmaasscs. 
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Da  — (e,  4-  pj)  A + p,  pj  = , also 

ist,  so  sind  für  diese  beiden  Werllie  von  R dann  x'  — x RI,  ctr. 
die  (Koordinaten  der  l’iinktc  des  Systems,  deren  Diclitigkcitsmaass 
den  Werlli  S Ital;  die  (Koordinaten  jedes  Punktes  einer  Fläche 
jener  Scliaar  sind  als  Functionen  von  m und  v bestimmt. 

Die  beiden  Brenniläcben  geboren  zu  den  Fläcben  gleichen 
Diclitigkeitsmaasses.  sie  entsprechen  dem  Wertlie  0 = oo;  die 

Fläi  lien  sind  reell , so  lange  ^ nicht  negativ  und  grösser  als 


Nach  der  Constanz  des  Products  der  .Abstände 


von  den  Brennpunkten  sind  aus  den  bekannten  Brennfläciien  die 
Fläcben  gleicher  Dichtigkeit  leicht  zu  constniiereii.  . 

11)7.  Ein  für  die  Untersuchung  der  Stralileusystern?  wichtiger 
Begriff  ist  der  des  D r e h u n g s w i n k e 1 8 eines  zweiten  Strahls 
gegen  ilcn  ersten  für  eine  bestimmte  Strecke  nb;  es 
ist  der  Winkel  der  zwei  aus  Punkten  des  zweiten  Strahls  gegen 
den  ersten  gefällten  Normalen,  die  in  o und  b diesen  treffen; 
also  entspricht  der  ganzen  iinbi'grcnzten  (Keraden  der-Drehnngs- 
winkel  von  zwei  Hechten.  Wir  zählen  die  Drehungswinkel  vom 
Ausgangspunkte  des  Strahls,  d.  i.  von  dem  Punkte  der  Abscissc 
/(  = 0;  ist  dann  dp  die  Länge  der  Normale  im  Punkte  der 
Ahsci.sse  R,  a der  Winkel,  den  es  mit  der  Normale  der  ersten 
Haiiptebene  macht,  und  entsprechen  die  W'erthe  dp„  und  «„  dem 
Perpendikel  im  ersteren  Punkte,  so  gelten  nach  Ai't.  166  die 
Uleichuugen 


dp  cos  nr  = — Ajdu  — R,^dv, 


und  nach  den  eben  dort  gegcheiieu 

, ® “h  t ^2 

c/p„  cos  a„  = 

, . e -|-  t't, 

rf/)„  sin  «„  = 


dp  sin  a = .iplu  -f-  R\fiv 
Wertheu  von  .4^,  A.,,  etc.. 

du  — 

* t 

du  + d»; 


also  auch 

dp  cos  a — dp„  cos  «„  = 
dp  siii  « — dp,,  siu  = 


It  (E  -f  Fc,l 
ft 

/f(E+  FC,1 

f\ 


du  — 
du  -j- 


«|F  4-  0^1 

'V 

rt  (F  + 


dv. 


dv. 
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iiml  daher 
<1,1  : 

ilv  ■■ 


ilp  sin«  — rfpj  sin  «fl 

liy<  “ 


dp  cos  a — <//)„  COB  «fl 


(<///sinn— f//>,^in  «„)/,  {dp  cos  « — dp„  cos  «„)r. 


H y. 


ni^. 


Durch  Kiiiführung  dieser  Werlhe  in  die  vorher  lür  rf/jflCos«,,, 
itp„  sin  «fl  geruiidcucn  Ausdrücke,  und  iteduction  erhält  man  dann 


R dp  cos  «n  = — Tj  [dp  cos  rt  — sin  «j) 

+ (^ir)  “ ~ 

R dp„  sin  «I,  = — “ — ^Po  “«) 


daraus 


— r,  {dp  sin  « — dpg  sin  «„); 


dp  ros  a = (i  — dp  cosa„  — ^ P.  dp„  sin  «,|, 

V P'P»/  9,Qt 

dp  sin  n = Py<P  — P dp^  cos«„  (l  — — dp„  sin  «„ 
e,9t  \ PiP«/ 


und 


tan  ff  = 


liy<P  — A*  COB  ff«  -j-  (piOj  — Hcf)  Bin  «a 
(PiC,  — Rcf)  cos  «fl  — uV <P  — S*  sin  «o 


Setzt  'man  ß = a — 
Dreliungsoinkcis  tan  ß = 


«fl.  so  erhält  man  den  Ausdruck  des 

/i  (Vd*  — A’  — d sin  2 «(,) 
ei  pj  — R (C|  cos*  «0  + r*  Bin’  fffl) 


Daraus  erkennt  man  den  Werth  tan  ß = 0 als  zugehörig 
den  in  den  Focalehcncn  gelegenen  Strahlen  («g  = o>|,  ffg  = Mj), 
was  auch  aus  dem  ÜegrifT  des  Drehungswinkels  seihst  hervorgeht. 

In  den  Strahlcnsystemen  mit  imaginären  DrennQächen  kann 
der  Drchungsw  inkel  für  endliche  Strecken  nie  Null  werden,  d.  h. 
die  Drehung  der  Strahlen  kann  ihren  Sinn  nicht  ändern.  Bei 
den  Strahlcnsystemen  mit  imaginären  Breiinnächeii  hat  man  da- 
her solche  mit  Bechtsdrehung  von  sulchen  mit  Linksdrehung  zu 
unterscheiden. 

Für  reelle  Brennpunkte  erhält  man  die  Drehuiigswinkel  ß,,ß.j 
vom  Ausgangspunkte  his  zu  den  Brennpunkten  für  die  Substi- 
tutionen R = Pi>  ^ — Pi  *'»'!  mittelst  der  Delation 
r,  cos^  fffl  r.^  sin’  «a  = M — ■ d cos  2 «g 


tan  ß,  = y<P-  S^-  d sin  2«,  ß ^ ]/,p  — S’  - ,/ein  ««„ 
-f-  rf  COB  2 «fl  — d -f-  rf  COB  2 fffl  ’ 
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(I.  i.  nach  den  Formeln  des  Art.  164 


tan  ß,  — tan  (co,  — or„),  tan  — tan  (oj^  — «„), 
oder  |3j  — ß,  = u.j — (b,  —y,  d.  Ii.  die  Drehung«»  inkel 
von  einem  Brennpunkte  eines  Strahls  bis  zum  andern 
Brennpunkte  desselben  haben  für  alle  unendlicli 
nahen  Strahlen  denselben  Werth,  dem  Neigungswin- 
kel der  Focal ebenen  gleich. 

.Man  leitet  ferner  aus  dem  allgemeinen  VVerIhe  von  tan  ß 
den  Ausdruck  der  .Ahscisse  ah 

^ _ PiPj  sin  ß 

M sin  ^ -f  F'f  — cos  ß — tl  sin  (2  -j-  ß) 


und  erkennl,  dass  für  constantes  ß den  Grenzen 

sin  (2«o  + /3)  = + 1,  = — iß.  «o  = ~ iß 

der  grösste  Werth  /?,  und  der  kleinste  Werth  Äj  der  Ahscisse 
erhaben  werden,  nämlich*' 




‘ A/  sin  ^ -F  Fd’  — cos  ß — d' 

« 

^ ^ 

* ;W  sin  ^ -f-  Fd’^  d’  cos  ß + d’ 

woraus  sich  durch  Bestimmung  von  i und  ^ ergiebl 

i-  _ cos’  («0+  IP  — F»)  I sin»  (g„  -f  — Jir) . 
fi  /t,^  ■ ' //,  ’ 


speciell  für 


cos’  Uf 

~«r 


+ 


sin’  a„ 


Wenn  man  also  von  einem,  beliebigen  Punkte  eines  Strahls 
ausgehend  jeden  unendlich  nahen  Strahl  in  der  Länge  nimmt, 
in  welcher  er  mit  diesem  einen  gegebenen  constanten  Drehiings- 
winkel  maebt,  so  wird  diese  Länge  jedes  unendlich  nahen  Strahls 
aus  der  Länge  des  grössten  und  des  kleinsten  und  aus  dem  Win- 
kel, welchen  die  Bichtung  seines  Ausgangspunktes  mit  der  Dich- 
tung des  Ausgangspunktes  des  grössten  Strahls  macht,  durch  die 
nämliche  Gleichung  bestimmt,  wie  der  Krümmungshalbmesser 
eines  Normalschnittes  einer  Fläche  durch  den  grössten  und  klein- 
sten Krümmungshalbmesser  und  durch  den  Winkel,  den  dieser 
Normalschnitt  mit  einem  der  ilauptschniltc  macht  — d.  i.  durch 
die  Euler’sche  Gleichung. 

168.  Von  den  Gleichungen  des  vorigen  Art.  aus 
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dp  cos  ß = — — ij  dp„  cos  K„ dp„  sin 

, /tV,P—ä’  , , (.  fir,\  , 

dp  sin  « = - dp,,  cos  o„  + j dp„  sin 

in  (lenen  dp  nml  a als  [’olarcoorilinaten  der  der  Abscisse  Ä ent- 
s|ireclienden  Qiierscliiiillscurve  des  nnendlicli  dünnen  Straliien- 
bündels,  dp,,,  a„  als  die  Coordinaten  der  dem  Ansgangspunkle 
enls|ireclienden  aiunselieii  sind,  kann  man  zn  * rerlil»inkligeii 
(iuordinalen  übergehen,  die  auf  die  llauptebenen  des  Strahls  be- 
zogen sind,  durch  die  Subsliliitionen 

dp  cos  « ==  X,  dp  sin  (t  — y,  dp,,  cos  a„  — ir„,  dp,,  sin  ß„  = y„ 


VjP  — A» 
Pi  Pt 


!/o> 


lind  erhält  x — (\ 

\ Pi  Pt/  ” 

ny,nzrst  / «r  \ 

"="pTpV""'-'+1^-p,tJ^-’ 

mit  entsprechenden  Wertlicn  von  Xg,  y„.  Die  umgrenzenden 
llnrven  der  tjncrsclinitte  eines  unendlich  dünnen 
Stralilenhündels  sind  somit  (Kurven  desselben  Grades 
lind  stehen  zu  einander  in  der  Beziehung  der  Colli- 
ncation,  als  HIementartheile  inshcsondercinderspe- 
c i e 1 1 e r e n d c r A f f i n i t ä t.  *) 

Die  Querschnitte  in  den  beiden  ftrennpunkten,  für  welche 
das  Dichligkeitsmaass  unendlich  gross  war  (Art.  1G6),  die  also 
nnendlicli  kleine  einer  hüliern  Ordnung  sein  müssen,  finden  sich 
durch  R = Q,,  R = Qj  nach  der  dann  eintretenden  Identität 
der  Gleichungen  für  x und  y,  ausgedrückt  durch 
^/d—  d -,/d  + S, 

y-^Vd+s'  y-=^yT-s' 

sie  sind  also  unendlich  kl  eine  gerade  Linien,  die  I)  renn - 
I inien  des  Dündels. 

Durch  itückgang  zu  den  Polarcoordinaten  zeigt  man,  dass 
sie  in  den  Focalehenen  gelegen  sind.  Ihre  Längen  kön- 
nen niir  Null,  d.  h.  in  einer  höhern  als  der  ersten  Ordnung  un- 
endlich klein  sein,  wenn  d = 0,  also  auch  (5  = 0 ist;  oder 
für  r.j  — r,,  = p,,  d.  h.  wenn  die  Grenzpunkte  der  kürze- 

*)  Kill  System  von  Geraden,  deren  jede  zwei  nicht  in  derselben 
Kbeiie  liegende  Gerade  trilft,  schneidet  je  zwei  zn  diesen  Geraden  zu- 
gleich parallele  Ebenen  in  zwei  afliuen  Systemen  von  I’unkten. 
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ülcn  Abstände  und  die  Urcnnpunkle  mit  dem  Mittelpunkte  ziisnm- 
nicn  fallen.  Man  nennt  solche  Strahlen  Haiijitstralilen  und 
sieht,  dass  sie  nur  da  statt  haben,  wo  die  Grenzflächen  und  mit 
ihnen  zugleich  die  Brennflächen  gemeinschaftliche  Punkte  liaben. 
Es  gieht  nur  ein  Strahlensystem  ans  lauter  Hauptslrahlen,  hei 
welchem  sämmtliche  Strahlen  durch  einen  Punkt  gehen.  Es 
gieht  aber  unendlich  viele  Strahlensysteme,  deren  Ilauptstrahlen 
eine  Fläche  der  Hauptstrahlcn  bilden,  und  unendlich  viele  solche, 
welche  isolierte  Ilauptstrahlen  haben ; von  jener  ,\rt  ist  das 
System  der  gemeinscbaftlichen  Tangenten  zweier  confocalcr  Flä- 
chen zweiten  Grades,  seine  Ilauptstrahlen  sind  die  Tangenten  der 
llurchschnittscurve  beider  Flächen.  Im  Allgemeinen  aber  hat  ein 
Strahlensystem  keine  Ilauptstrahlen,  weil  die  Lnbestiinmtheil  der 
llauptebencn  nach  Art.  163  den  beiden  unabhängigen  Veränder- 
lichen u und  V die  für  zwei  zählenden  Bedingungen 
gF  — i (f  + f ) Q = 0,  eG  — gE  = ü,  i (f  4-  f)  E — eF  = <>• 
und  dazu  w egen  S = 0 die  dritte  Bedingung  f = f auferlegt. 

IGO.  Es  bleibt  übrig,  di  e Z usainmenh  änge  d ieser  Leh- 
ren mit  der  Theorie  der  Krümmung  der  Flächen  näher 
zu  bezeichnen,  an  die  schon  einzelne  Ergebnisse  erinnert  habeti. 

Wenn  es  eine  Fläche  giebt,  für  welche  jeder  durch  x,  y,  z. 
l,  m,  n bestimmte  Strahl  eine  Normale  (im  Punkte  x\  y,  z)  ist, 
so  hat  man  x'  = x rl,  y'  — y rm,  z'  = i/  -f-  rn, 

Idx'  -|-  mdy  ndz'  — 0; 

also 

Idx  -(-  mdy  -(-  ndz  -j-  dr  [P  -j-  -|-  n*)  -|-  r(W/  -(-  mdm  -|-  ndn)  = 0, 

und  somit  Idx  -f-  mdy  ndz  = — dr,  d.  i. 

(la  -j-  mä  -f-  nc)  du  -|-  (la  -j-  mb’  -j-  nc)  dv  = — dr. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  muss  also  ein  vollständiges 
Differential  einer  Function  — r von  u und  v sein,  oder 

d {la  -f-  mA  nc)  d {la  -(-  -j-  nc’) 

da  du  ' 


und  somit  wegen  ^ = 


da' 

Ihi’ 


da 


db’  de  de 

da  ’ dv  du  * 


aa'  -}■  “ f = r 


eine  Identität  sein.  Diese  Bedingung  ist  nöthig  und  hinreichend, 
damit  die  Strahlen  des  Systems  Normalen  einer  Fläche  sind. 

Wenn  sie  erfüllt  ist,  so  werden  die  quadratischen  Gleichun- 
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gen  der  Art.  1(>2  und  16i  von  den  Wurzeln  t,,  Tj  und 
und  ebenso  die  derselben  Arl.  von  ileii  Wurzeln  p,,  und  r,,  r, 
tnil  einander  identisch;  Die  rocalebenen  eines  Strahls  fallen  mit 
den  llanptebenen,  die  Brennpunkte  mit  den  Grenzpunkteii  der 
kürzesten  Ahstände  zusammen.  Kür  eine  der  Flächen,  deren 
ISormalen  die  Strahlen  des  Systems  sind,  sind  die  Grenz-  und 
Brennpunkte  die  beiden  Hauptkrüminungscentra,  und  die  Theorie 
der  Krümmung  ist  also  ei nspecieller  Fall  der  Theorie 
der  Strahlensysteme,  ohne  dass  jedoch  ihren  Lehren 
wesentlich  neue  Ergebnisse  anzu  schliessen  wären. 

Die  Existenz  der  Brennlinien  kann  so  ausge.sprochen  werden: 
Die  beiden  Hauptnormalebenen  eines  Punktes  einer 
Fläche  werden  von  allen  diesem  Punkte  unendlich 
nahen  Normalen  derselben  so  geschnitten,  dass  die  Ent- 
fernungen der  Schnittpunkte  vom  gegebenen  Punkte 
der  Fläche  in  der  einen  llauptcbene  gleich  dem  gröss- 
ten, in  der  andern  gleich  dem  kleinsten  Krümmungs- 
halbmesser sind.  (Vergl.  Art.  42).  Die  Sätze  der  Theorie  der 
Krümmung  sind  in  der  allgemeineren  Theorie  enthalten.  Den 
Hauptnormalschnitten  in  einem  Flächenpunktc  enUsprechen  die 
Hauptebenen  und  die  Focalebencn  des  unendlich  dünnen  Strah- 
lenbündels; von  ihren  Eigenschaften  erhalten  jene  die  beiden, 
stets  reell  und  zu  einander  normal  zu  sein,  diese  die  andere,  die 
schneidenden  unendlich  nahen  Strahlen  zu  enthalten.  Den  Haupt- 
krümmungsmittelpunkten entsprechen  die  Grenzpunkte  und  die 
Brennpunkte  des  unendlich  dünnen  Bündels  und  ihren  Flächen 
die  Flächen  F^,  F^,  0^;  die  Grenzflächen  erhallen  die  in  ihrem 

Namen  ausgesprochene  Eigenschaft;  die  Brennflächen  die  Eigen- 
schaft, von  allen  Strahlen  des  Systems  tangiert  zu  werden.  Die 
beiden  schönen  Eigenschaften  der  Flächen  der  Hauptkrümmungs- 
rentra.  dass  ihre  Umrisse  sich  stets  rechtwinklig  schneiden,  von 
welchem  Punkte  des  Raumes  man  sie  auch  betrachten  mag,  und 
dass  die  Hückkchrcurven  der  abwickclharen  F'lächen,  in  welche 
die  Normalen  sich  zusammen  fassen  lassen,  geodäti.sche  Linien 
auf  den  F'lächen  der  Hauptkrümmungsmittelpunkte  sind,  gehören 
dem  System  der  Normalen  einer  Fläche  speciell  an  und  fehlen  in 
der  allgemeinen  Theorie.  Die  Schaaren  von  Flächen  0^,  0^, 
fallen  mit  den  Flächen  der  .Normalen  der  Krümmungslinien  zii- 
saninien.  Die  Normalen  der  Kreis-  und  Nabclputiktc  sind  Hanpt- 
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strahlen  des  Syslenis.  Die  En ler'silio  Gleichung  ist  für 
ß = '•|  = Ci-  = e-2 

in  der  allgemeinen  Gleichung  des  Art.  167  enthalten.  Die  dort 
geführte  Untersuchung  liefert  ferner  für  die  Theorie  der  Krilni- 
uiung  den  Satz;  Wenn  inan  an  zwei  unendlich  nahen  Punk- 
ten einer  Fläche  diu  Normalen  zieht  und  ihnen  die 
hestimmte  Länge  gieht,  in  welcher  ihr  Drehungswin- 
kcl  gleich  eiuein  Hechten  ist,  so  stellen  sie  die  Krüm- 
mungshal  hmesscr  der  Fläche  Inden  beiden  unendlich 
nahen  Punkten  für  den  durch  sie  gehenden  Nornial- 
schnitt  dar.  Man  sicht  endlich,  dass  der  Ausdruck  des  Dich- 
tigkeitsmaasses  im  Art.  166  auf  das  Gauss’schc  Krüm- 
mungsmaass  zurückkomnit.^^J 

Schliesslich  wollen  wir  die  Entnickelung  dieses  Themas,  wie 
sie  in  Art.  161  mit  einer  Erinnerung  an  die  Lehre  von  den  sechs 
Goordinaten  einer  geraden  Linie  begonnen  worden  ist,  auch  mit 
einer  solchen  beendigen. 

ln  Art.  246  in  Bd.  I ist  hei  der  ersten  Erfirterung  der  Be- 
griffe vom  Strahlencomplex  (1)  sofort  bemerkt  worden,  dass  der 
Complex  eine  projectivische  Beziehung  zwischen  den  Punkten  und 
Ebenen  jedes  seiner  Strahlen  bewirkt,  in  welcher  nämlich  den 
Berührungspunkten  des  Strahls  mit  den  Complexcurven  seiner 
verschiedenen  Ebenen  diese  Ebenen  oder  den  Berühruugsehenen 
des  Strahls  mit  den  Complexkegeln  seiner  verschiedenen  Punkte 
diese  Punkte  entsprechen.  Verbinden  wir  diess  damit , dass  ein 
Strahlensystcm  im  hier  gehrauchten  Sinne  des  Wortes  der  Inbe- 
griff der  gemeinschaftlichen  Strahlen  zweier  Complexe  ist,  so 
sehen  wir,  dass  die  Dunktreihe  in  einem  Strahle  desselben  in 
doppelter  Weise,  nämlich  einmal  durch  den  ersten  und  das  andere 
mal  durch  den  zweiten  Complex,  projectivisch  bezogen  ist  zu 
dem  Ebencnhüschel  um  denselben,  und  erkennen  sofort  in  den 
Doppelpunkten  dieser  zwei  vereinigten  projectivischen  Reihen  und 
in  den  ihnen  entsprechenden  Ebenen  die  Focalpunkte  und  Focal- 
ebenen  des  betrachteten  Strahls;  denn  sie  sind  auch  hiernach 
die  Punkte  und  die  Ebenen,  in  welchen  dieser  Strahl  von  unend- 
lich nahe  benachbarten  Strahlen  des  Systems  geschnitten  wird. 


Salmon,  AdaI.  (ieom.  d.  RAumes.  II.  8.  Aafl. 
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III.  Kapitel. 

Familien  von  Flächen. 

170.  Wenn  dit;  ('■leidmiigcii  einer  Ciirve 
<l>  (a:,  y,  z,  c,,  c,,  . . . c„)  = 0,  W (a-*  y.  z,  c,.  c.^.  . c„)  = 0 

M l'arameter  oder  iini)csliinmtc  Coiislanteii  enthallen,  so  wird  die. 
Ciirve  vollständig  heslimml  , wenn  n dnrcli  diese  Parameter  zu 
crffdlendc  Gleiclinngen  gegel)en  sind.  Wenn  dagegen  nur  (n  — 1) 
Gleiclinngen  zur  Bestininuing  der  n Parameter  gegeben  sind,  so 
können  die  oliigen  Gleiclinngen  nnendlicli  viele  Gnrven  glcicli- 
mässig  re|iräsentieren,  und  die  Vereinigung  aller  dieser  Curven 
bestimmt  eine  Fläche,  deren  Gleichung  durch  FJimiuation  der 
n Parameter  zwlsclien  den  (n  -|-  1)  gegebenen  Gleichungen  — 
nämlicli  den  (n  — 1]  Relationen  mul  den  zwei  Gleichungen  der 
r.urve  — gefunden  wird.  Wenn  z.  ß.  die  beiden  obigen  Gleicli- 
ungen  eine  veränderliche  Curve  liezcicliiien,  deren  Bewegung  durch 
diu  Bedingung  liestimml  ist,  dass  sie  {u  — 1)  feste  Leitcurven 
stets  durclisclineidet,  so  ist  die  Bestimmung  der  erzeugten  F'läciic 
ein  Problem  der  gedarbten  Art.  Denn  diircli  Elimination  der 
Veränderlichen  ar,  y,  z zwischen  den  zwei  Gleichungen  der  ver- 
änderlichen Cnrve  und  den  beiden  Gleiclinngen  einer  der  i.eit- 
ciirven  drücken  wir  die  Bedingung  aus.  iinter  welcher  diese  Cur- 
ven sich  schneiden,  und  erhalten  damit  eine  Relation  zwischen 
den  n Parametern;  mit  (»  — 1)  Relationen  dieser  Art  erlialten 
wir  die  Gleichungen  der  erzeugten  Fläclie  in  der  angegebenen  Art. 

Wir  haben  in  Bd.  I,  Art.  109  f.  einen  speciellen  Fall  dieser 
allgemeinen  Aufgabe  behandelt. 

Flächen , für  welche  die  Form  der  Functionen  <t>  und  V die 
nämliche  ist,  werden  als  von  derselben  Familie  hczeiclinet, 
wenn  auch  die  die  Parameter  verbindenden  Gleichungen  verschie- 
den sind;  d.  i.  wenn  z.  B.  dieselbe  veränderliche  Curve  mit  ver- 
scliiedenen  Reihen  von  I.eitcurven  verbunden  wird,  so  sind  alle 
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so  zu  crzeugciulcn  Flärln!ii  als  zu  (Icrsellicn  Faniiliu  gfliörig  au- 
ziiselieu.  In  vcrscliicdeiieii  «itliligeii  Fällen  küiiticn  die  (jleich- 
uugen  aller  zu  derselben  Fainilie  gehörigen  Flächen  in  eine  , ein- 
zige Gleichung  vereinigt  werden,  welche  eine  willkürliche  Func- 
tion oder  mehrere  solche  F'unctionen  enthält;  die  Gleichung  jeder 
individuellen  Fläche  der  Familie  wird  dann  durch  S|)ccialisicrung 
der  Form  dieser  Functionen  erhalten.  Wenn  wir  diesolhcn  durch 
Ihllerenliation  elin)inieren,  so  erhalten  wir  eine  ]iartielle  Dif- 
ferent i a I g I e I c h u n g , die  allen  Flächen  der  Familie  ge- 
rn e i n s a m a n g e h ü r t u n d g e w ö h n I i c h d e r A u s d r u c k i r g e n d 
einer  geometrischen,  allen  Flächen  der  Familie  ge- 
meinsamen F^igenschaft  ist;  sie  leitet  directer  als  die  Func- 
lionalgleichung  zur  Lösung  für  einige  Klassen  von  Aufgaben. 

171.  Es  ist  der  einfachste  F'all,  wenn  die  Gleichungen 
der  veränderlichen  Curve  zwei  Constantcneinsch Hes- 
sen. Denn  wenn  sie  nur  eine  Gonstante  eiilhiciten,  so  würde  die 
Elimination  derselben  die  Gleichung  einer  bestimmten  Fläche,  aber 
nicht  die  einer  Flächenfamilie  liefern.  Wenn  man  nach  einander 
für  jede  dieser  Gonstanten  auflüst,  so  bringt  man  die  beiden  ge- 
gebenen Gleichungen  in  die  F’orm  u = c^,  v = c^,  wo  u und  v 
bekannte  F'unctionen  von  x,  y,  z sind. 

Wenn  diese  Curve  eine  F'läche  erzeugen  soll,  so  müssen  die 
Cp  c.^  durch  eme  gegebene  Relation  verknüpft  sein,  die  von  der 
F'orm  c,  = (Cj)  sein  wird;  indem  man  für  c,  und  Cj  ihre 
Werthe  setzt,  erkennt  inan,  dass  die  allgemeine  Gleichung  der 
crzcuglen  F'läche  von  der  F'orm  m = <P  (o)  ist.  Wir  können  in 
diesem  F'alle  auch  leicht  die  partielle  DilTerentialgleichung  bilden, 
welcher  von  allen  F'lächen  der  F'amilie  genügt  werden  muss. 
Deiiii  wenn  ff  = 0 eine  F'läche  der  Familie  darstellt,  so  kann  V 
nur  durch  einen  constanten  Factor  von  u — <J>  (u)  verschieden 
sein,  d.  h.  man  hat  kU  — n — (e)  und  durch  Difl'c-renliation 

^ 51  = S - 

nebst  zwei  analogen  Gleichungen  für  die  DilTerentiale  nach  y und  z. 

Durch  Elimination  von  A und  <l>'  (p)  erhält  man  dann  die 
partielle  Diirerentialgleirhimg  in  der  Determinantenform 

I f/„  Vr  ff,  I 

«I,  )/,,  « . I = o. 

, P|  . Pj.  »3 

11* 
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In  (licsoin  Falle  simi  u und  v als  bekannte  Fiinclionen  der 
(luordinaten  vorausgesetzt,  und  die  eben  gescbriebene  CIcicbung 
liegründet  eine  Ilelatiun  ersten  Grades  zwisrbcn  den  PifTeren- 
tialcn  t'j,  f/j,  {/j. 

Wenn  die  Gleiebiing  der  Fläche  in  der  Form  z — 0 (x,t/)  =0 
gescbrieben  wurde,  so  wäre 

1/3=1,  U,  = — />,  üj  = — 9, 
narb  den  schon  wiederholt  bezeicbncten  Itedeiitungen  von  /j  und  7, 
und  die  partielle  niiTerentialgleichung  der  Familie  wäre  von  der 
Form  J‘/>  -|-  0'/  — wo  P,  <J,  R bekannte  Functionim  der  Goor- 
dinatcn  sind. 

Fnd  umgekehrt  repräsentiert  das  litlegral  einer  solchen  par- 
tiellen ÜilTerentialglcii'liung,’^)  welches  von  der  Form  U = 0 (v) 
ist,  geometrisch  eine  Fläche,  welche  durch  die  Bewegung  einer 
Curve  von  den  Gleichungen  u = r,,  i>  = c.^  erzeugt  wird. 

Die  partielle  DilTerenlialgleichung  bietet  das  einfachste  Mittel 
dar,  um  zu  prüfen,  oh  eine  gegebene  Fläche  zu  einer  bestirn- 
ten Familie  gehöre.  Wir  haben  nur  die  aus  der  Gleichung  der 
Fläche  hervorgehenden  Werthe  von  U,,  U^,  II3  darauf  zu  prüfen, 
oh  sic  die  partielle  Differentialgleichung  der  Familie  identisch  er- 
füllen; geschieht  diess,  so  gehört  auch  die  betrachtete  Fläche 
dieser  Familie  an. 

172.  Wenn  gelordert  ist,  eine  specielle  Fläche  der  •gege- 
benen Familie  u = 0 (v)  durch  die  Bedingung  zu  bestimmen, 
dass  dieselbe  eine  gegeben e Gurve  enthalte,  so  kann  die 
Form  der  Function  in  diesem  Falle  gefunden  werden,  indem  man 
die  Gleichungen  u = c,,  v = Cj  bildet  und  zwischen  diesen  und 
denen  der  festen  Gurve  die  Grössen  x,  rj,  z eliminiert;  man  er- 
hält eine  Delation  zwischen  c,  und  c.^  oder  zwischen  u und  t>, 
welche  die  Gleichung  der  verlangten  Fläche  ist.  Die  geometrische 
Bedeutung  dieses  Verfahrens  he.steht  darin,  da.ss  wir  die  Bewegung 
einer  veränderlichen  Curve  u — c^,  v = durch  die  Bedingung 
vorschreiheii,  dass  sie  die  gegebene  feste  Gurve  immer  durch- 
schneidet. Dann  sind  alle  Punkte  der  letzteren  auch  Punkte  der 
erzeugten  Fläche. 

Ist  gefordert,  eine  Fläche  der  Familie  u = 0 (r)  so  zu  he- 
stimmeii,  dass  sie  eine  gegebene  Fläche  umhülle,  so 
wissen  wir,  tiass  in  jedem  Punkte  der  Berührungscurve  die 
l}^.  Uj,  1/3,  etc.  dieselben  Werthe  für  die  feste  und  die  umhül- 
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liüllemic  Klätlie  besitzen.  Wenn  wir  also  in  die  jn-irtiellu  DifTc- 
rcnlialglcichnng  <ler  gegebenen  Familie  fnr  0,,  Uj,  ihre  ans 
der  Gleicbung  der  festen  Fläche  bestiinmten  Wertbc  snbstitnieren, 
so  erhalten  wir  eine  Gleichung,  welche  für  jeden  Punkt  der  Be- 
rührungscurve  erffillt  sein  muss,  und  welche  daher  in  Verbindung 
mit  der  Gleichung  der  festen  Fläche  diese  Curve  bestimmt.  Das 
Problem  ist  damit  auf  das  Vorhergehende  zurückgeffdirt,  welches 
eine  Fläche  der  gegebenen  Familie  durch  eine  gegebene  Curve 
zu  legen  verlangt.  Diese  Theorie  wird  besser  verstanden  werden 
durch  die  folgende  Betrachtung  der  Bcis|>iele  der  wichtigsten  Flä- 
chenfamilien der  hier  besprochenen  Klasse,  d.  h.  derjenigen,  deren 
Gleichungen  in  der  Form  « = (/>(»)  ausgedrückt  werden  können. 

174.  Cylindrische  Flächen.  Eine  cylindrische  Fläche  wird 
durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie  erzeugt,  wenn  dieselbe 
ohne  Bichtungsänderung  forLschreitet.  Da  die  Gleichungen  einer 
geraden  Linie  vier  unabhängige  Conslanten  enthalten,  und  die 
Bestimmung  der  Richtung  zwei  dieser  Constatiten  feststellt,  so 
bleiben  nur  die  zwei  übrigen  unbestimmt,  und  die  Familie  der 
cylindriseben  Flächen  gehört  zu  der  Kl.asse  von  Flächen,  welche 
in  den  letzten  zwei  .\rt.  hetrachlct  wurden. 

Wenn  die  4Reichungen  der  geraden  Linie  in  der  Form 
X = -f-  p.  tj=  mz  -f  q 

gegeben  sind,  so  dass  l und  m,  welche  die  Richtung  bestimmen, 
gegeben  sind,  und  wenn  die  Bewegung  der  Geraden  durch  irgend 
eine  Bedingung  geregelt  ist  — wie  dass  sie  sich  längs  einer  ge- 
wissen festen  Curve  bewege  oder  eine  feste  Fläche  berühre  — 

so  begründet  diess  eine  Relation  zwischen  p und  q,  und  die 

Gleichung  der  Fläche  wird  in  der  Form 

X — Iz  = 0 (»/  — jnz) 

erhalten.  Wenn  allgemeiner  die  erzeugende  gerade  Linie  der 
Durchschnittslinic  der  beiden  Ebenen 

ax  by  cz  = 0,  a x b' y c ^ = 0 

parallel  bleiben  soll,  so  dass  ihre  Gleichungen  von  der  Form 
ax  by  cz  — tt,  a'x  b'y  -j-  c'i  = |3 

sind,  so  wird  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  in  der  Fortn 
ax  by  cz  ^ 0 {ax  -j-  b'y  -f-  cz) 

erhalten. 
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Imlein  wir  in  die  Cleicliiing  des  Arl.  171  für  u und  v die 
Wcrllie  nx  by  cz  und  ax  b'y  -{-  cz  einfüliren,  erli;dlon 
wir  die  partielle  DilTerentialgleicliung  der  Cylinderfläclien 

[bc  — b'c)  Ul  -f-  [c/i  — c'a)  U-,  [nb'  — ab)  U^=  0 
oder  nach  der  dritten  Aufgabe  des  Art.  41  in  ßd.  1 
ü,  cos  o -)-  {/j  cos  ^ -f-  f/j  cos  y ■=  0, 
wenn  «,  ß,  y die  Itiditiingswinkel  der  erzeugenden  Geraden  sinil. 

Wenn  wir  erinnern,  dass  U,,  U^,  Uj  den  Iticlitungseosinus 
der  Normale  der  Fläche  proportional  sind,  so  erkennt  inan,  dass 
die  geonictrisclie  ßedeutnng  dieser  Gleichung  darin  he- 
stclit,  dass  die  Ta nge  n t enehene  der  Fläche  die  lUch- 
tung  dei*  erzeugenden  Geraden  immer  enthält. 

Die  llaiiptschnitte  und  zugleich  die  Krümmungslinien  in  jedem 
l’uukte  einer  Gylinderflächc  sind  der  Normalsrhnitt  und  die  Er- 
zeugende; die  eine  der  Hauptkrümmungen  ist  gleich  Null. 

Beisp.  1.  Man  .soll  die  Gleichung  des  Cylinders  heslinmicii,  dessen 
Erzeugcnilc  p.n'allel  zu  x =■  Iz,  y = rnz  sind,  und  w'ckher  die  ehene 
Giirve  j = 0,  0 {x,  y)  = 0 zur  Lcitcurve  hat. 

Auflösung.  0 (x  — tz,  y — mz)  — Ü. 

Beisp.  2.  Man  soll  die  rdcichung  des  Cylinders  hostiuiinrn,  dessen 
Erzeugende  zur  lUirchsdinittsliuie  von 

ax  -)-  by  -|-  cz  = 0,  ax  -j-  b'y  -j-  cz  — 0 
parallel  ist  und  die  Schnittlinie  von 

«X  + -f  yz  = <5,  F (x,  y,  z)  = 0 

zur  Lcitcurve  hat. 

Man  löse  die  Gleichungen  . 

ax  by  -j-  cz  = u,  a’x  -j-  b'y  cz  = v,  ax  -f-  pz  = d 

für  X,  y,  z auf  und  suhstiluici  e die  erhaltenen  Werlhc  in  die  Gleichung 
F y,  z)  = 0. 

Beisp.  .1.  Die  Gleichung  des  Cylinders  zu  hcstimnien,  dessen  Er- 
zeugende die  Richliingscosinus  /,  ;n,  n hahen,  und  dessen  Leitcurvc  die 
Durchschniltslinie  der  Flächen  U = 0,  F = 0 ist. 

Die  Eliminaliuii  kann  zweckmässig  folgcndcrmassen  vollzogen  wer- 
ilen:  Wenn  x',  y,  z'  die  Coordinaleu  des  Punktes  sind,  in  dem  eine  Er- 
zeugende des  Cylinders  die  Lcitcurve  schneidet,  wählend  x,  y,  z diu 
Cuordiuateu  eines  hcliehtgen  Punktes  dersclhen  Erzeugenden  .sind,  so 

gellen  die  üelationcn  JL  •- 

! m II  ’ 
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und  wenn  0 den  gemeinsamen  Werlli  dieser  Quotienten  bezeiclincl,  so  ist 
X = X — 10,  i/  = y — mi,  z'  = z — n 0. 

Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleiciiungen  U—0,  T= 0, 
denen  die  x',  y\  z'  genügen  müssen , erhält  man  zwei  (ileicimngen, 
zwischen  wciclicn  0 eliminiert  werden  kann.  Die  Resultante  ist  die 
tilcicliung  des  Cylindcrs. 

licisp.  4.  Den  Cylinder  zu  bestimmen,  dessen  Erzeugenden  ilic 
Richtnngscosinus  t,  m,  n entsprechen,  und  wclciicr  die  Fläciic  zweiter 
Urdnung  -f-  Cy'^  -(-  Cz*  = 1 umliülll. 

Nach  der  partiellen  DiHerentialglcicliung  ist  die  Berührungsenrve 
der  Durchselmitt  der  Fläciic  mit  der  Ebene 

Alx  + Bmy  -|-  Cnz  = 0. 

Indem  man  dann  wie  im  letzten  Beispiel  vcrfälirt,  crliält  man  die 
Gleiclinng  des  Cylindcrs  in  der  Form 

{AP+  Bm‘  + (Ax^  + By^  + C:’  — 1)  = {Alx  + Bmy  + Cnz)*. 

Allgemein  für  die  Gleiclinng  der  Flüche  zweiter  Ordnung 
<P  (x,  y,  z)  = 0,  (h  =0) 


und  die  Bichtnngseosinns  l,  m,  n ist  die  Gleichung  des  unibüllcnden 
Cylindcrs  gegeben  dnrcli 


2 k 4- 

( dx‘  ' 


, d'u 


‘ly 


rth, 


' ilyiiz 


I o . 'C« 

+ -"'rfzrfx 


.du  . du  , du)’^ 


djn 


r- 


,/z( 


175.  (ionische  oder  Kegel  flächen.  Kegelllächeii  wer- 
den erzeugt  durch  die  Bewegung  einer  geraden  Linie,  welche 
stets  diircli  einen  festen  Punkt  gellt.  Indem  wir  ausdrücken,  dass 
die  Coordinaleii  dieses  Punktes  den  Gleichungen  der  geraden  Linie 
genügen,  erhalten  wir  zwei  Relationen  zwischen  den  vier  Goii- 
stanten  der  allgemeinen  Gleichungen  der  geraden  Linie.  Da  somit 
die  Gleichungen  der  erzeugenden  Linie  nur  zwei  unbestimmte 
Gonstanten  enthalten,  so  ist  das  Problem  von  der  im  Art.  170 
discutierten  Klasse. 

Seien  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Linie 


X — 1»  _ y — ß _ z_—  y 

l m n ' 

WO  u,  ß,  y die  bekannten  Coordinaten  des  Scheitels  des  Kegels 
und  l,  Hl,  H^leii  Uichtuiigscosiiius  der  erzeugenden  Geraden  pro- 
portional sind;  so  eiithalteii  diese  Gleichungen,  obwohl  dem  Scheine 
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iiaili  drei,  in  Wahrlieil  nur  zwei  nnbcsiininite  Conslanlen,  weil 
sie  nur  die  Verhältnisse  der  Grössen  l,  m,  n besliininen. 

Schreiben  wir  die  Gleichungen  in  der  Form 

X — « / y — ß m 

X — y n'  z — y n’ 

SO  sehen  wir,  dass  die  Bedingungen  des  Problems  eine  Relation 
/.wischen  und  — begründen  müssen,  und  dass  daher  die  Gleich- 
ung des  Kegels  von  der  Form  sein  wird 

: — y \-  —Vj 

Man  erkennt  leicht,  dass  diess  gleichbedeutend  ist  damit, 
dass  die  Gleichnng  des  Kegels  eine  homogene  Function  der  drei 
Grössen  x — a,  y — ß,  z — ysei;  man  kann  diess  auch  direct 
aus  der  Bemerkung  schliessen.  dass  die  Bedingungen  des  Pro- 
blems eine  Relation  zwischen  den  Richtungscosinus  der  Gene- 
ratrix  begründen  müssen,  und  dass  eine  solche,  da  diese  Cosinus 
durch 

etc. 

ausgedrückt  sind,  nolhwcndig  eine  homogene  Function  von  /,  m,  n 
und  daher  von  den  zu  ihnen  proportionalen  Grössen  x — «, 
y — jS,  z — y sein  wird. 

^Venn  der  Scheitel  des  Kegels  im  Anrangspunkt  der  Cnordi- 
naten  liegt,  so  ist  seine  Gleichung  von  der  Form 


oder  sic  ist  eine  homogene  Function  von  x,  y,  z. 

Die  partielle  DifTerentialgleichung  wird  gefunden,  indem  man 
in  die  Gleichung  des  Art.  170 

_ X — a ^ y — ß 

I — y ■ ~ z —y 

suhsituiert  und  ist  daher  von  Brüchen  befreit 

V,  . U,  . ü, 

~ — r>  0 , — (x  — n) 

0 . (i— y).  — ^ 

oder  {X  - u)  U,  + {y  - ß]  U,  + {z  - y)  U,  ^ 0. 
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Sie  ilrückt  nlVeiihar  aus,  dass  diu  Tanj;uMtutiuliuiif  in  juduin 
I’iiiiktc  der  Fläche  durch  den  festen  I’unkl  {a,  ß,  y)  gehen 
muss. 

In  Art.  1 17  (Ueisj).  12),  Bd.  I ist  die  Methode  zur  Bildung 
des  über  einer  gegcheneii  Curve  stehenden  Kegels  und  im  Art.  Ifi 
oben  die  zur  Bildung  der  Gleichung  desjenigen  Kegels  gegeben, 
welcher  eine  gegebene  Fläche  umhüllt. 

Die  Ilauj>lschnittc  einer  Kegelfläche  sind  die  Erzeugende  des 
Punktes  und  der  zu  ihr  normale  Querschnitt.  Die  Krümmungs- 
linien sind  die  Erzeugenden  und  ihre  orthogonalen  Trajeetorien. 

Bi'isp.  Für  ilierilcicliung  der  Fläche  zweiter  Orilnung  ®(ar,i/.  2)  = 0 
ist  die  Gleichung  des  uiiihüllcndru  Kegels  vom  Scheitel  (a,  ß,  y)  für 
die  Dczeichnung 

® {"1  ß-  r)  = “ 


2u 


4-  iv—ßy  + 2 (.r  — n)  (y  — ß) 


iBu 


.,  Ipu 


iPu 

iTtttiß 


+ 2 (»  - « (=  - )•)  + 2 (=  - ?)  I«  - -)  -,1 

- 1(“ S + ("- «S + <=->•)  r;!’- 


175.  Conoidflächen.  Dieselben  «erden  durch  die  Bewe- 
gung einer  geraden  Linie  erzeugt,  die  eine  feste  Axe  stets  schnei- 
det und  zu  einer  festen  Ebetic  immer  parallel  bleibt.  Diese  Be- 
dingungen lassen  zwei  von  den  vier  Coiistaiiten  in  den  allgemei- 
nen Gleichungen  der  Geraden  unhestimmt,  tind  diese  Flächen  ge- 
hören daher  zu  der  im  Art.  170  betrachteten  Klasse. 

Wenn  die  Axe  die  Durchschnittslinie  der  Ebenen  «=0,  j3=0 
ist  und  die  Erzeugetide  der  Ebene  y = 0 parallel  bleibt,  so  sind 
die  Gleichungen  der  Erzeugenden  a = c,ß,  y = Cj,  und  die  all- 
gemeine Gleichung  der  Conoidflächen  ist  olTenhar 


ß 


= ® (y). 


ln  derselben  Art  flndet  man  die  allgemeine  Gleichung  der 
Flächen,  welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  längs  zweier 
festen  geraden  Linien  « = 0,  |3  = 0:  y ==  0,  <5  = 0 entstehen, 

in  der  Form  ~ = <p 


Die  partielle  Dillerentialgleichnng  der  Conoidflächen  ist  nach 
Art.  170 
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ü. 


1 ' 


u. 


ßa-i  — ß^a,  ßa.^—ß.fi 

I >’i  . y-i  . ^3 


= 0, 


wo  n = ff|X  + + "3!  + “4>  ctc-  , sind. 

Wir  heinerkt'n,  dass  die  linke  Seile  dieser  Gleicliutij,’  als  die 
liiirerenz  zweier  Delermiiianteii  darstellbar  isl,  so  dass  sic  wird 


ß “ (Viß2ri)  = 0. 

niese  Gleichung  kann  auch  direcl  aligeleilel  werden,  indem 
■|)aii  ausdrückt,  dass  die  Tangenteiiehene  in  irgend  einem  Punkte 
der  Fläche  die  Erzeugende  enthüll,  su  dass  die  Tangenleneheiie 
eines  l‘nnkles  der  l'htclie,  die  durch  ihn  gehende  Parallclehcnc 
zur  hircctorehene  und  die  durch  ihn  und  die  Axe  gelegte  Ebene 
C('ß  — aß'  = 0 

eine  genieinschariliche  Dnrchsrhnillslinic  haben.  Die  Elemente 
der  oben  geschriebenen  Determinante  sind  die  Coefficienleii  von 
X,  ij,  z in  den  Gleicinmgcn  dieser  drei  Ebenen.  Diejenigen 
Goiioide,  welchen  man  in  den  Anwendungen  am  häungslen  be- 
.gegnet,  sind  gerade,  d.  h.  die  f«i5le  Axe  oder  Direclrix  ist  nor- 
mal zur  festen  Üireclorebcne. 

äVenn  man  für  diesen  Fall  die  Direclrix  als  Axe  z und  die 
Direetorcheiic  als  Ebene  xij  wählt,  so  wird  die  Functionalgleich- 
nng  der  Fläche  ij  = a:<i>(z)  und  ihre  partielle  DilTerenlialgleiciiung 
xü^  -f-  1/^2  = 0. 

Die  Linien  grösster  Neigung  werden  in  diesem  Falle  in 
Kreisen  projicierl;  denn  in  F'olge  der  eben  geschriebenen  partiel- 
len DilTerenlialgleiehung  wird  die  Glcirhnng  des  Art.  146 
U^tlx  — U,dy  — O'in  die  Form  xdx  -j-  ydy  = 0 gebrachl,  welche 
eine  lleihe  concenlrischer  Kreise  repräsentiert. 

Das  Nämliche  erkennt  man  aurh  geometrisch;  denn  die  Ni- 
veaulinien sind  die  Erzeugenden  des  Systems,  und  da  sic  in  eine 
Iteihe  von  Slraiden  aus  dem  Anfangspunkt  projicierl  werden,  so 
sind  sie  durch  die  Reihe  concenlrischer  Kreise  orthogonal  ge- 
schnillcn. 

Beisp.  1.  Die  lileicliung  des  geraden  Conoids  zu  linden,  welches 
durch  die  Axe  der  z und  durch  eine  chetie  Curvc  von  den  rilcichungcii 

.r  = o,  F (y,  z)  = 0 

hcsIininU  isl. 

Inden)  wir  x,y,z  zwischen  diesen  Gieichungen  und  y = c^x,  z = c^ 
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oliiniiiicrci),  crlialU’n  wir  F (c^  n,  c.j)  = ()  oder  ilk-  vcrl;inglc  (ilcicliiing 

Isl  die  feslc  Curvc  ein  Kreis  x ==  a,  i/-  -j-  — r^,  so  ist  die 

rilcidiiing  der  Fläche  (Cono-cuiieiis  von  Wallis) 

x^z'^  ==  r^x^. 

Sic  liegt  zwischen  ilcn  Ebenen  r = + '">  Oire  Tangcnlenehenc 
-f-  — (r*  — r,)  x^  — x^z"‘ 

schneidet  die  Fläciic  in  einer  Erzeugenden  und  einer  Cnrvc  dritter 
Ordnnng. 

Ha  die  ersten  Dillcrenliale  derselhen  fnr  x = y = 0 nnalihängig 
von  I verschwinden,  so  ist  die  Ave  der  z eine  singniärc  l.inic  in 
dieser  Flache.  Der  Tangcntcnkcgcl  eines  in  ihr  gelegenen  l’unktes  wird 
nach  den  Werthen  der  zweiten  DiHercnlialquolicnten  durch 

o*i/®  — (c*  — z®)  x'^  = 0 
dargeslelll,  d.  Ii.  er  degeneriert  in  ein  Ehenenpaar. 

Frisp.  2,  Sei  ilie  Lcilcurve  eine  Schraid)encurvc  und  die  gerade 
Itirectrix  die  Axe  ihres  Cylinders.  Das  gerade  Onnoid  isl  die  Fläche 
einer  Wendeltreppe,  oder  cs  bildet  die  nachgängige  Schranhe.  Seine 
Gleichung  ist  im  1.  Beisp.  des  Art.  111  gegeben. 

17G.  n md  reli  ungsflSclien.  Es  isl  die  Fiindanientaleigen- 
scliaft  «diier  Unidrehungslhäclie,  das.s  jeder  zu  ihrer  Axe  normalo 
eheiie  (Jiierschnilt  ein  Kreis  isl,  dessen  Centrum  in  der  Axe 
liegt,  oder  dass  er  aus  mclireren  sidclien  Kreisen  besteht  (Paral- 
lelkreise). In  Folge  dessen  kann  inan  eine  solche  Fläche  bclrach- 
len  als  erzeugt  durch  die  Pewegung  eines  Kreises  von  veränder- 
lichem Halbmesser,  dessen  Cenlrnm  ci'ne  feste  gerade  l.inie  (Axe) 
durchlänft,  während  seine  Ebene  stets  zu  ihr  normal  hleihl. 

Sind  — die  Cieichungeu  di'r  Axe,  so 

l m n 

kann  der  erzeugende  Kreis  in  irgend  einer  seiner  Lagen  dtirge- 
slelll  werden  als  der  Ihirchschnilt  der  zur  Axe  normalen  Ebene 
Ix  -f-  my  -}-  uz  = c,  mit  der  aus  irgend  eimuu  festen  Punkte  der 
.Vxc  beschriebenen  Kugel 

(x  — («)■■'  -f  (y  — /J)’  + (i  — - y'/  = cj. 

Da  diese  Cleiclumgen  zwei  nnbestimnite  Coiislanteii  enthal- 
leii,  so  isl  das  Prohleiu  von  iler  im  Art.  170  helrac.htelen  Klasse, 
imd  die  (ileichung  der  Fläche  muss  von  der  l’onii  sein 

(,r  _ „1?  -f  (y  — ^)»  -1-  (z  — = (P  (/x  + my  + uz]. 
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Ist  die  Axc  der  z die  lliiidrelMiiigsaxe,  und  widdeii  wir  den 
Atiraiigspunkl  der  Coorditialen  als  den  I'nnkl  («,  ß,  y),  so  wird 
diese  r.leiclmng  in  ilie  Form  ilkergefülirl 

•T*  -{-  y’  + ® (•).  "der  I = ’V  {x‘  + v’)- 

Ilie  parlielle  liilTercnlialgleiclinng  ist  nach  der  Formel  des 
All.  170 

: V,  . V,  , ü.,  I 

/ , W . H I ~ 0, 

|X  — ß.  v — ß,  I — )'| 

odei-  { (:  — lO  — »{y  — ß]}  -|-  {n  (x  — n)  — /(i  — y)} 

-f  {/  (y  — f^)  — (a;  — n) } = 0, 

und  ITir  die  Axe  der  z als  Findreliungsaxc 

yUf  — xZ7j  = 0. 

Sie  drückt  aus,  dass  die  Normale  der  Fläche  stets  die  Axe 
derselhen  durchschneidel.  Denn  wenn  wir  die  lledingung  aiis- 
drücken  wollten,  unter  welcher  die  beiden  Geraden 

X — « _ !/—  ß I — y I z — t' 

l m n ’ v \ ' V t ~~  Vi 

sich  durchschneiden,  so  könnim  wir  die  gemeinschartiiclicn  AVertlie 
dieser  Brüche  respective  durch  9,  ö'  bezeichnen.  Indem  wir  aber 
für  X,  y,  z auriösen  und  die  ans  den  Gleichungen  jeder  von 
beiden  Geraden  erhaltenen  Werihe  einander  gleich  setzen,  er- 
halten wir 

« ~l"  VyV , ß Om  = y Pj®",  y -j-  9n  = z'  -|-  U.fi' 

und  daraus  durch  Eliminatinn  von  0,  0'  die  Delerminanlc 


P,  , Pj  . Pa 

/ , m , n 

x'  — « , y'  — ß,  z'  — y 


0. 


Die  Krümmungslinien  sind  der  Meridian  und  der  Parallel- 
kreis  des  Punktes;  die  Hauptkrümmiingshalbmesser  der  krüni- 
mungshalbmesser  des  Meridians  und  der  von  der  Axe  begrenzte 
Theil  der  Normale  des  Punktes. 

177.  Die  Gleichung  einer  Fläche,  welche  durch  die  Um- 
drehung einer  gegebenen  Cnrve  um  eine  feste  Axe  erzeugt  wiril, 
findet  man  nach  Art.  171  durch  Elimination  von  x,  y,  z zwischen 
den  Gleichungen 


I 
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Ix  + my  + nz  ^ 0,  (x  — o)*  + (j/  — ft*  + (^  ~ y)*  = " 
iinil  den  beidon  ^Cluichungeii  der  (^urre,  indem  man  sodann  u 
und  V diircli  ihre  Werthe  ersetzt. 

Wir  haben  ein  Ueisjiiel  dieses  V’erfabrens  in  Bd.  I,  Art.  117 
geliabt  lind  wälilcn  als  ein  neiteres  die  Aufgabe:  Die  Gleichung 
der  Fläche  zu  bestimmen,  welcbe  durch  Umdrehung  eines  Kreises 
y = 0,  (a;  — a)-  -(-  s*  = r- 

um  eine  in  seiner  Khene  gelegene  Axe  z erzeugt  wird. 

Indem  man  z = u,  x*  -f-  y*  = t>  setzt  und  zwischen  diesen 
Gleichnngcn  und  denen  des  Kreises  eliminiert,  ei'hält  man 

{y V — -f-  oder  {j/(x'*  -|-  y*)  — o}®  -|-  s*  = 

oder  von  der  Wurzelgrösse  befreit  (Art.  30,  Beisp.  1) 

{x'*  y'^  H"  I*  “h  «*  — = 4o^  (x*  -j"  y*)- 

Die  Fläche  liegt  zwischen  den  Khenen  j = + r und  man 
erkennt,  dass  ihre  Gestalt  verschieden  ist  für  die  Voraussetzungen 


Wenn  der  rotierende  Kreis  die  Axe  nicht  schneidet  («  > r), 
so  thiit  (Hess  auch  die  Fläche  selbst  nicht,  sie  hat  die  Form 
eines  Ringes,  der  die  Axe  frei  iimschliesst.  Schneidet  der  Kreis 
die  Axe,  so  erzeugen  die  Segmente,  in  welche  er  durch  sie  zer- 
legt wird,  verschiedene  Mäntel  der  Fläche,  indem  sie  die  Axe 
in  Funkten  z = y [r^ — «0  schneiden,  welche  Knotenpunkte  der 
Fläche  sind. 

Die  Schnitte  der  Ringflächc  durch  der  .Axe  parallele  Ebe- 
nen sind  durch  Einführung  von  y = const.  in  die  vorige  Gleich- 
ung ausgedrückt,  und  ihre  Gleichung  kann  sofort  in  die  Form 
SS'  = const.  gebracht  werden,  wo  S = 0,  S"  = 0 Kreise  he- 
zeichnen;.  es  sind  Lemniscaten  verschiedener  Art.  Man  erkennt 
geometrisch,  dass  die  von  der  Axe  sich  entfernende  Schnittebene 
zuerst  die  Fläche  in  zwei  getrennten  Ovalen,  dann  in  dem  Augen- 
blicke, wo  sie  die  Fläche  berührt  (y  = a — r)  in  einer  Curve 
mit  einem  Doppelpunkte,  der  Lemniscate  von  Bernoulli,  wei- 
terhin in  einer  einfach  geschlossenen  Curve  schneidet. 

Beisp.  1.  Bestätige,  dass  x’  -f-  — 3xy  z — P eine 

Unulrehuiigslläche  darsteilt. 

Die  Axe  derselben  ist  x — y = z. 
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Ilcisp.  2.  Welches  isl  ilic  (ilcichiiiifi  einer  Umilreliungsllädie, 
ilercn  A\c  die  Axe  i isl,  iinil  welche  das  Uutalioiiselliiisuid 

(x  — «)*  -f  (h  — ß)*  I (=  — y)’  , 

iiniliQlll? 

Sic  isl  + + fjL-  y}*  = 1. 

a*  * r* 

178.  .Man  kann  aiidi  voraussetzen,  dass  die  Punkte  einer  er- 
zeugenden (hirve  sich  auf  Kreisen  bewegen,  deren  Ceulra  in  einer 
Iksten  Geraden  liegen,  die  zu  ihren  Ebenen  nicht  normal,  son- 
dern unter  einem  conslanlen  Winkel  geneigt  ist. 

Sind  dann  l,  m,  n die  ilichtungscosinus  der  Axe,  X,  p,  u 
die  der  Kreisehenen,  so  gelten  für  r als  den  Halbmesser  eines 
Kc(  o'ses  und  n als  den  Absl.  od  seines  Genlrums  von  einem  festen 
Anfangspunkt  (a,  ß,  y)  in  der  Axe  die  Gleichungen 

r'‘={x  ~a}'^-{-{t/—ßf-{-{z—y)'^—2c{l{x—a)  -f-  m {ij—ßj+n  (i— y) ) , 

A (a:  — «) -f  p (y  — |S) -f  V (i  — y)  = e (U -f  «ift  + « v). 

Aus  ihnen  erhält  man  durch  Dilfcrcntiation 
(x  — « — el'jdx  -f-  (y  — ß — em)dy  -f-  (i — y — en]dz  = O, 

Xdx  -[-  p</y  -f-  vdz  — 0, 

so  dass  rfx,  dy,  dz  zu 

p [z  — y)  — V {y  — ß)  e [mn  — tip), 

e (x  — a)  — A (z  — y)  -f-  e (n  A — l v], 

A (y  — jJ)  — p (x  — a)  -j-  c (Ip  — »lA). 

res|)ectivc  proportional  .sind  und  in  U,dx  -f-  t^^dy  Uy/z  — 0 

unter  ilenutzung  von  c == -.einge- 

setzt die  llifferentialgleichung  der  l'amilie  solcher  Flächen  er- 
gehen. 

Für  A = /,  p = m,  V — u kommt  man  auf  ilie  Gleichung 
des  vorigen  Art.  zurück. 

.Man  erhält  daraus  mit  Leichtigkeit  z.  B.  die  Bestimmung  der 
Lage  der  Kreisschnitte  der  Flüchen  zweiten  Grades  und  hat  hier 
die  bezügliche  Generation  derselben. 

171).  Die  Flächcnfauiilien,  welche  wir  betrachtet  haben,  sind  die 
Beachtenswerthesten  unter  denen,  deren  Gleichungen  in  der  Form 
M = <t>  (v)  ansgedrückt  werden  können. 

Wir  gehen  zu  dem  Falle  weiter,  wo  die  Gleichungen 
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der  erzeugenden  Curve  mehr  als'  zwei  willkürliclie 
Parameter  enthailen. 

Da  wir  immer  mit  Hilfe  der  sie  verbindenden  Gleichungen 
alle  diese  Parameter  in  Function  eines  unter  ihnen  darstelleii 
können,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Gurve 
in  der  Form 

£|x. = 0.  /■/x,.v,z,c,ip(c),  t(c),...}.  = 0 

setzen,  und  die  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  wird  erhalten, 
indem  man  zwischen  ihnen  die  Grösse  c eliminiert.  Und  wie 
schon  früher  gezeigt  ist,  alle  Flächen,  für  welche  die  Form  der 
Functionen  F,  f dieselbe  ist,  gleichgültig  wie  die  Formen  der 
Functionen  <p,  ig,  . . . sie  unterscheiden,  werden  als  zu  derselben 
Familie  gehörig  bezeichnet. 

Da  aber  offenbar  <lie  Klimination  von  c nicht  vollzogen  wer- 
den kann,  ohne  dass  bestimmte  Formen  der  Functionen  <p,  i/j  . . . 
festgesetzt  werden,  so  ist  es  nicht  im  Allgemeinen  mög- 
lich, eine  einzige  Fiinctiona  Igle  ich  iing  zu  bilden, 
welche  alle  Flächen  der  Familie  umfasst;  wir  können  sie 
nur  durch  ein  Paar  von  Gleichungen  darstellen , aus  denen  eine 
Gonstante  zu  eliminieren  bleibt.  Wir  können  aber  die  willkür- 
lichen Functionen  durch  Dilferentiation  eliminieren  und  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  erhalten,  die  allen  Flächen 
derselben  Familie  gemeinsam  ist.  Die  Ordnung  dieser 
Gleichung  ist,  wie  gegenwärtig  bewiesen  werden  soll,  der  Anzahl 
der  willkürlichen  Functionen  qp,  tg,  . . . gleich. 

Fs  ist  dabei  zu  bemerken  wichtig,  dass  im  Allgemeinen  die 
Ordtiung  der  partiellen  Diffarentialgleicliung,  welche  man  durch 
Flimination  einer  Anzahl  willkürlicher  Functionen  aus  einer  Gleich- 
ung erhält,  höher  als  die  .Anzahl  der  eliminierten  Functionen  ist. 
Wenn  z.  B.  eine  Gleichung  zwei  willkürliche  Functionen  g>, 
enthält,  so  liefert  die  Differentiation  nach  x,  y,  die  wir  als  un- 
abhängige Veränderliche  ansehen,  mit  der  Original  gleichung  ein 
System  von  drei  Gleichungen  mit  vier  unbekannten  Functionen 

■ 9>-  V'.  9>\ 

Die  zweite  Differeiitiatioii  d.  h.  eine  zweifache  nach  x,  eine 
solche  nach  y,  eine  nach  x und  y in  Succession  — giebt  uns 
drei  neue  Gleichungen,  und  es  ist  im  Allgemeinen  nicht  möglich, 
die  sechs  Grössen  <p,  ip,  <p,  f',  cp'',  unter  den  sechs  Gleich- 
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ungcn  des  Systems  zu  cliininieren.  Wir  müssen  daher  zur  dril- 
len Din'ercntiation  sclircitcn,  um  die  Elimiualion  vollziehen  zu 
können. 

In  derselben  Arl  rmdel  man  leicht,  dass  die  Elimination  von 
n willküiiitlien  Functionen  die  ('Zn  — 1)  fache  üiflerenlialion  er- 
fordert. Und  wenn  im  gegenwärtigen  Falle  die  Ordnung  der  üif- 
fereulialgleicliuiig  geringer  ist,  so  entspringt  diess  daraus,  dass 
die  zu  ciiminierendcn  Functionen  sämmtlich  Functionen  der  näm- 
lichen Grösse  sind. 

180.  Um  diess  nachzuweisen,  ist  es  geeignet,  den  specielleii 
Fall  zuerst  zu  betrachten,  in  welchem  eine  Familie  von  Flächen 
durch  eine  einzige  Functionalgleichung  dargestellt  «erden  kann. 

Diess  wird  dann  statlliiiden,  wenn  es  möglich  ist,  durch 
Gomhinalion  der  Gleichungen  der  erzeugenden  Curve  eine  der 
(Äinstanten  so  abzulrennen,  dass  die  Gleichungen  die  Form 
u = c,,  F (x,  y,  z,  c,,  Cj,  . . . c„)  = 0 
erhallen.  Indem  man  dann  mittelst  der  Bedingungsgleichungen 
die  übrigen  Conslanlen  in  Function  von  c,  ausdrückt,  erhält  man 
das  Eliininationsresultat  in  der  Form 

•F{a-,  y,  z,  u.  («),  ^ (u),  . . . } = 0. 

Wenn  nun  durch  ü,  das  Differential  der  Gleichung  der  Fläche 
nach  X und  durch  F’,  das  in  der  Voraussetzung  u = consl.  ge- 
bildete Differential,  mit  V^,  F^,  . . . aber  die  entsprechenden 
Diiferentiale  nach  y und  z bezeichnet  werden,  so  gelten  die 
Gleichungen 

^ "1’  ^ = ^3  + 5^'  «a: 

Gleichungen,  in  welche  die  derivierlcn  Functionen  q>' . il>' , . . . 
nur  in  das  Glied  eingehen,  aus  denen  sie  daher  mit  diesem 

säinnillich  zugleich  eliminiert  werden  können.  Man  erhält  so  diu 
in  U^,  t'j,  f/j  homogene  Gleichung 


u,. 

«J, 

welche  nur  die  ursprünglichen  Functionen  (f,  . . . enthält. 

Bezeichnen  wir  sie  durch  V — 0,  so  können  wir  in  gleicher 
Weise  die  neue  Gleichung 
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Pf 

>2. 

r. 

= u 

«2. 

«3 

liildon,  welche  ausser  tien  ursprüngliclioB  (p,  ip,  . . . keine  will- 
kürlichen Fiinclionen  enihält,  in  die  aber  in  F, , F,,  F,  die 
■Kweiten  IMITerenlialquotieiUen  von  U elngehen. 

Aus  dieser  Gleichung  können  wir  in  derselben  Arl  eine  neue 
bilden  und  so  fortrahren , bis  wir  aus  der  Reihe  der  so  gebilde- 
ten Gleichungen  — wenn  die  letzte  von  ihnen  von  der  Ord- 
nung der  DilTerenliation  ist  — die  n Functionen  qp,  ip,  . . . eli- 
minieren können. 

Wenn  wir  die  letzte  dieser  Gleichungen  unterdrücken , so 
können  wir  die  willkürlichen  F'unctionen  alle  bis  auf  eine  elimi- 
nieren und  können  je  nach  unserer  Wahl  der  zu  bewahrenden 
Function  n verschiedene  Gleichungen  der  [n  — 1)*®“  Ordnung  er- 
halten, von  denen  jede  eine  willkürliche  Function  enthrdt.  Sic 
sind  die  ersten  Integrale  der  endlichen  PilTerentialgleichimg  der 

n‘®“  Ordnung.  In  derselben  Art  können  wir  — " Gleichungen 

der  zweiten  Ordnung  bilden,  deren  jede  je  zwei  willkürliche  Func- 
tionen enthält,  u.  s.  w. 

181.  Wenn  wir  x undy  als  die  unabhängigen  Veränderlichen 
betrachten  und  wie  gewöhnlich 

dl  = pdx  -f-  //dy,  dp  = rdx  -f"  > Pl<’- 

schreiben,  so  kann  der  llildungsprozess  dieser  Gleichungen  zweck- 
mässig wie  folgt  bezeichnet  werden:  „Man  nehme  das  totale  Rif- 
ferential  der  gegebenen  Gleichung  in  der  Voraussetzung,  dass« 
constant  ist, 

F^d.v  -f  F^dy  -|-  F^  {pdx  -f-  ydy]  = 0; 
setze  dy  = ntdx  und  substituiere  für  m seinen  aus  dem  nide^ 
rcntial  von  tt  = 0,  nämlich 

u^dx  -f-  i/jdy  -f-  «3  [pdx  -j-  qdy)  — 0 
abgeleiteten  Werth. 

nenn  wenn  wir  die  gegebene  Gleichung  in  llezng  auf  .r  und  y 
dilTerentiieren,  so  erhalten  wir 

^ I + ("i  + 

^2  + 7-^3  + ^ (“>  + 7“3) 

Halmou,  Auftl.  iieum.  il.  Kttunu's.  11  3.  AuH.  15 
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uml  das  Hesiiliat  ilrr  Rliniination  von  ans  diesen  (■leicluingen 

thi 

ist  dasselbe  wie  das  ResiiKat  der  Rliminalion  von  m zvvisclien 
den  Gleirliungcn 

“I"  (^2  + ?^j)  = f*' 

“i  + /"':i  + («2  + 'l'h)  = f . 

Es  ist  piadiscli,  fnr  eine  der  f.leirliungen,  vvelrhe  die  er- 
zeugende r.nrve  darstellen,  die  ilirer  l'rojeelion  auf  die  Ebene  xy  zu 
wählen;  da  diese  Gleiclinng  z nicht  etilliält,  so  gehen  in  den 
aus  ihr  ahgeleitelen  Werth  von  m die  Grössen  y und  q nicht  ein, 
und  die  erste  DilTereiitialgleichung  ist  von  der  Form 
p -|-  qm  = R, 

«o  R auch  eine  Funelion  ist,  die  p und  q nicht  enlhrdt.  Dann 
sind  die  einzigen  Glieder  der  zweiten  DilTcrentiaigleichung,  welrhe 
r,  s oder  I enthalten,  »liejenigen,  welche  aus  der  niflerenlialiun 
von  p + qm  hervorgehen,  und  diese  Gleichung  ist  von  der  Form 
r -j-  2sm  -(-  lm‘  = S, 

wo  S die  Grössen  x,  y,  z,  p,  q,  alter  nicht  r,  s mier  t enthal- 
ten kann. 

Wenn  wir  nun  zwei  Functionen  zu  eliminieren  hätten,  so 
würden  wir  für  diese  Gonstanlen  aus  der  urs|irünglichen  Functio- 
nalgleichung  der  Fläche  und  aus  der  Gleichung  p yw  — fi  anf- 
lösen,  diese  Werthe  in  m und  in  S einselzen,  und  die  Form  der 
endlichen  zweiten  Diirerentialgleichung  würile  hieihen 
r -f  25ot'  -f  Im'^  = S', 

wo  m'  lind  S'  die  Grössen  x,  y,  z,  p,  q enthalten  können. 

In  derselben  Weise  würde,  wenn  drei  willkürliche  Functin- 
nen  zu  eliminieren  wären,  und  die  partiellen  DilTerentiale  dritter 
Ordnung  von  z durch  a,  ß,  y,  d bezeichnet  werden,  die  partielle 
DifTerenlialgleichung  von  der  Form 

a -|-  3mß  -|-  -j-  m^d  = T 

sein.  Und  in  analoger  Weise  für  höhere  Ordnungen. 

Die  folgenden  Beispiele  werden  zur  näheren  Erläuterung 
dieser  Theorie  nützlich  sein. 

182.  Regelflächcn  mit  einer  Hichtiingsehene.  Diess 
ist  eine  Familie  von  Flächen,  welcher  als  ein  specieller  Fall  auch 
die  ('.onoidnächen  angehören. 
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Nehmen  wir  zuerst  die  feste  FJieiie  als  Ebene  xy  an.  so 
sind  die  (ihdelinngen  der  erzeugenden  Geraden  von  der  Form 
I = <^|.  '/  = + •'s- 

Die  Functionalgleiclning  der  Fläelie  wird  gebildet,  indem  man 
in  die  letztere  Gleiebung  ffir  c,  und  e,  respeclive  q>  (:)  und  (r) 
einsetzt.  Da  bei  der  Itildung  der  partiellen  nifTerentialgleicbung 
; als  r'onstant  zu  betrarbten  ist,  so  können  wir  die  r.leiebnngen 
in  der  Form  : = c,.  y = r.jX  -j-  Cj  lassen  und  erhalten 
p </m  = 0,  m = Oj. 

Je  nac'bdem  wir  dann  r.,  oder  eliminieren,  geben  die.se 
Gleiebnngen  die  andern  p -[-  z/e,  = 0,  px  -j-  qy  = i/e.,. 

Es  existieren  daher  zwei  rileiebnngen  erster  Ordnung,  deren 
jede  eine  willknriicbe  Fiinetion  entbält,  nriinlicb 

p + ycp  (z)  ^ 0.  px  + yy  = (i). 

Um  die  willkurlirben  Fnnrtionen  vollständig  zu  eliminieren, 
differentiieren  wir  p ym  — 0,  in  Erinnerung,  dass  wegen  m = e.^ 
diess  als  eine  Con.stante  zu  betrarbten  ist;  wodurrb  wir  erbalten 
r -}■  2s»i  -j-  Ini^  = 0, 

und  woraus  dnrrb  Elimination  von  m mittelst  p ym  ^ O die 
geforderte  Gleirbiing  bervorgebt 

ipr  — 2/jijrs  -|-  = 0. 

Ist  dagegen  die  Rirbtiingsebene  dnrrb  «a"-!- es  =0  dar- 
gestellt, so  sind  die  Gleicbungen  der  Erzeugenden 
ax  -f  by  -f  cs  = e,,  jr  = Cja-  -f  Cj. 

Die  Fiinrtionalgleirbnng  der  Familie  der  Flächen  wird  er- 
halten, indem  man  für  c.^  und  Functionen  von  {nx  by  cs) 
einselzt.  Durch  Dilferenlialion  erhält  inan 

« -|-  cp  -|-  m [b  -f-  cy]  = (),  «i  = c.^. 

Die  durch  die  Elimination  je  einer  der  willkürlichen  Fnnc- 
tioneii  entstehenden  Gleirhiingcn  sind  daher 

rt  -f-  cp  »I  [b  -f-  cy)  y>  [ax  öy  -j-  cz)  — 0, 

(n  -f-  cp)  X (/»  cy)  y = {b  -f  cy)  {nx  by  -f-  cs). 

Wenn  man  aber  a -j-  bm  c (p  -j*  = 0 dilferentiiert, 

indem  man  m als  eine  Uonstaiite  betrachtet , so  wird 
r -f-  2-s»i  -|-  lm‘‘  = 0 

15* 
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lind  diircli  Einrrilining  des  Trülier  für  »i  gefundenen  Wertlics 

(6  -|-  rqY  r — 2(fl  -|-  cp)  (0  + c?)  s + («  + cp)^  I = 0. 

183.  Man  kann  auch  zu  dieser  Gleielmng  gelangen,  indem 
man  ausdrückt,  dass  die  Tangcntenelienen  der  Fläche  in  zwei 
Punkten  derselben  Erzeugenden  sich  in  dieser  Erzeugenden  diirch- 
schneiden.  Sind  a,  ß,  y die  laufenden,  x,  y,  z die  ('.uordinalen 
des  lierührungspunktes,  so  ist  jede  Erzeugende  der  Durchschnitt 
der  Tangentenebene 

y — 2 =/)(«  — *)  + -/  ((J  — y) 
mit  einer  durch  den  Dernhrnngs|innkt  gehenden  Parallelehene 
a{a  — x)  + * — y)  + (y  — z)  = Q 

zur  festen  Richtungsehene,  und  somit 

(n  + cp)  {o  — x)  + (6  + cq]  [ß  — y)  = 0. 

Wenn  wir  nun  zur  Durr.hschnittslinie  dieser  Tangentenehene 
mit  einer  folgenden  Ebene  übergehen,  so  ändern  sich  x,  y,  2,  p,  q 
während  tt,  ß,  y unverändert  bleiben.  Die  Dillerentiation  der 
Gleichung  der  Tangentenebene  giebt 

[rdx  4-  sdy)  (a  — x)  -{-  (sdx  -f  Idy)  (ß  — y)  — 0 
und  die  Elimination  von  (“  — x),  (ß  — y) 

(b  -f-  cq)  (rdx  + sdy)  = (a  + cp)  (sdx  + Idy). 

Da  aber  der  Berührungspunkt  sich  längs  der  Erzengeiiden 
bewegt,  weicbe  einer  festen  Ebene  parallel  ist,  so  haben  wir 
fidx  -|-  bdy  + edz  = 0 oder  (a  -(-  cp)  dx  -f-  (ä  + cq)  dy  = 0. 

Die  Elimination  von  dx,  dy  ans  der  letzten  Gleichung  liefert 
dann  wie  vorher 

(b  cqY  r — 2 (a  cp)  (b  -f“  * "f"  (<■'  "1"  cp)"^  t = 0. 

184.  Regelfiächen  mit  einer  festen  Axe  oder  ge- 
raden Directrix.  Auch  diese  Klasse  schliesst  die  Familie  der 
Gonoide  ein.  Nehmen  wir  zuerst  an,  die  feste  Axe  sei  die  Axe 
der  2,  so  sind  die  Gleichungen  der  erzeugenden  Linie  von  der 
Form  X = c,x,  2 = CjX  + Cj,  und  die  Gleichung  der  Familie 
dieser  Flächen  wird  erhalten,  indem  wir  in  die  letztere  Gleichung 

für  c.^  und  C;,  willkürliche  Functionen  von  ^ einführen.  Durch  Dif- 
ferentiation haben  wir  m = c^,  p -}-  mq  = c.^,  also 

px  -f  qy  = xqp  und  z — px  — qy  = t 
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Durch  nochmalige  DifTereiiliatioii  wird  r -f-  2sm  -f-  = 0. 

und  durch  Kiurülirung  des  Werlhcs  m = c,  = ^ enlslcht  die 
verlanglc  DilTi'rciUialglcicIiuiig  in  der  Form 
rx^  -f"  2sj.'y  -)-  ly^  — 0. 

Dieselbe  Gleichung  wäre  auch  erhallen  worden,  indem  man 
ausdrückte,  dass  zwei  auf  einander  folgende  Tangentenebenen  sich 
in  einer  Krzeugenden  durchschneidcn.  Wie  im  Arl.  183  erhal- 
ten wir  für  den  Durchschnitt  zweier  auf  einander  folgenden  Tan- 
genlenebenen 

{rdx  -f  s<ly)  («  — x)  + {s,l.v  -f  Uly)  {ß  — y)  = 0, 

Aber  irgend  eine  Erzeugende  liegt  in  der  Ebene  ay  = ßx, 
oder  cs  ist  {a  — x)  y ~ {ß  — y)  .-r,  und  die  Elimination  liefert 
X [rrix  -(-  sdy)  -(-  y {sdx  Idy)  — 0; 

und  da  ~ = 5.  = ist,  so  erhalten  wir  wie  vorher 

nx  ce  X 

rx'^  -}-  2 sxy  -|-  ty’  = 0. 

Wenn  allgemeiner  die  Erzeugende  durch  die  Linie  n = 0, 
^ = 0 gehl,  wo 

« = (lo:  -f"  “I“  "I"  ß — “I“  -f-  c’i  rf" 

ist,  so  sind  die  Gleichungen  der  Erzeugenden  « — c,^,  y=CjX-\- 
und  die  Gleichung  der  Familie  von  Flächen  ist 

y = X9>  + t p- 

Daraus  entspringt  durch  Differentiatiou 
m — C2,  n cp  -{-  OT  (6  -f-  cy)  ==  C|  ^ o'  -(-  c'p  -f-  m {//  c'y  J. ; 

und  durch  weitere  Differentialioneii  r -|-  2sm  -f-  ==  0,  d.  h. 

nach  Einführung  des  für  m aus  der  letzten  Gleichung  culs|>riu- 
genden  Werlhcs  die  geforderte  partielle  DifTerenlialgIcichung 
{(o-f cp)/?  — (o'-f c»«}’/  — 2{((i-fcp)|J  — + X 
{(6  + cy)^— (6'-f  c'y)«}  s -f-  + — (*'  + c'y)  «}^r  = (l. 

185.  IVenn  die  Gleichung  einer  Flächcnfamilic  n willkürliche 
Functionen  derselben  Grösse  enthält,  und  wenn  verlangt  wird, 
eine  Fläche  der  F'amilie  zu  bestimmen,  welche  durch  n feste 
Gurven  gehl,  so  schreiben  wir  die  Gleichungen  der  erzeugenden 
Gurve 

M = C|,  F [x,  y,  I,  C|,  c, . , . = 0, 
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und  crlialleii  eine  zur  l-diininalion  von  e,,  e,,  . . . Iiinreichende 
Anzahl  von  Gleidiunjjen,  indem  \>ir  ausdrücken , ' dass  die  erzeu- 
gende (lurvc  jede  der  festen  (hirven  sehiicidel.  Sei  z.  B.  die 
('•leicluing  der  Fläehc  der  Familie  x -|-  yqj  (z)  -|-  (z)  = 0 zu 

heslimmen,  welche  durch  die  festen  Curveii 


!/  — n.  P (a;,  z)  = 0:  tj  ~ — a.  (x,  z)  = 0 
hindurchgehl.  Sind  dann  z = Cp  x = yc.,  -}-  e,  die  Gleichungen 
der  erzeugenden  Linie,  so  erhalten  wir  durch  Suhstilulinn 


F [ac.j  -f-  Cj.  c^)  = 0,  Ff  (Cj  — flc.p  c,)  = ü, 
oder  durch  Ersetzung  der  c,,  Cg  durch  ihre  Werllie 
A’  {x  -}-  ej  (rt  — y),  z|  = 0,  i-’,  {x  — Cj  («  + i/)>  *}  = 0; 

Gleichungen,  aus  denen  durch  Elimination  von  die  Gleichung 
der  fraglichen  Fläche  gefunden  wird. 

licisp.  1.  Sind  die  llircclri.vcurvcn  iiislicsniidcrc 

y = «'  f» ■ + 1 ; y = — «.  = c’, 


so  ciiiiiiiiicrcn  wir  c.^  zwischen 
{x-f  c,  («— .i 

- i« 1-,  = 1. 


{x 


Cz  («  + y)}’  + -•*  = 


und  erhallen,  indem  wir  Cj  aus  jeder  von  heiden  licsliuimcn , 


a — y 


X - - ;«j 

“ + y 


Das  itesidlal  ist  scheinhar  vom  aclilcn  (irade;  es  ist  alier  in  zwei 
Faclorcn  anflöshar,  welche  — durch  die  rdeichlicil  oder  den  (icgen- 
salz  der  Vorzeichen  der  Iladicale  der  letzten  Gleichung  unlcrschiedcii 
— zwei  Gonoide  darstcllcn. 

licisp.  2.  Die  Erzeugende  soll  die  Axe  z und  die  Raumeurve 
+ = z’-f  = 

in  zwei  Punkten  durchschneiden. 

Wir  eliminieren  zwischen  den  rtlcichnngcn  der  Geraden 
y==c,x,  z=e.^x  + rg 

und  denen  der  Gurve  y und  z und  erhalten  die  Gleichungen  in  x 

-f  1)  .x-J  - r»  = 0,  4-  1)  -r  + 2 W + = 0. 

Die  llcdingung  des  zwcifadien  Durchschnitts  mit  der  (iurvc  fordert 
die  llehereinslimmung  beider  Wurzelpaare  dieser  Gleicliungen,  d.  h.  die 
Rcdiiigungeu 


0, 


n^~  r.» 
c.’+T 


r* 

c,*+l' 
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Die  crslc  gicljl  colwcdcr  C3  = 0 oder  = 0,  und  dann  die  zweite 
iin  ersten  Falle  Ä’  {c,®  -f-  1)  = r*  (cj-  + !)•  !/  — * = '^2^* 

also  {x^  -j-  y*)  = (a;^  -|-  t^),  eine  KegelllSclie  zweiten  Grades, 

für  welche  der  Anfangspunkt  der  Goordinaten  der  Scheitel  ist.  Ini 
zweiten  Falle  aber 

(ß^  — C3*)  {c,2  -f  1)  = r^,  y = c^x,  z = c„ 

also  (ß^  — i’)  (a'^  -f-  y*)  = 

eine  Fläche  vom  vierten  Grade,  deren  Erzeugende  stets  der  Ebene  a-y 
parallel  bleibt. 

Es  mag  ferner  bemerkt  werden,  dass  diu  oft  aiiflrctende  Bedingung 
für  die  Erzeugende,  mit  einer  festen  Geraden  einen  bestimmten  Win- 
' kel  zu  bilden,  identisch  ist  mit  der  andern,  stets  einer  Erzeugenden 
eines  gewissen  lirchungskegels  parallel  zu  sein,  welcher  diese  Gerade 
zur  Axe  hat,  oder  den  unendlich  entfernten  Parallelkrcis  dieses  Kegels 
zur  Leitcurve  zu  haben.  So  wird  allgemeiner  eine  unendlich 
entfernte  Leitcurve  durch  einen  Bich  tu  n gskegel  vertreten. 
Und  manche  andere  Bedingungen  kommen  darauf  zurück.  So  erzeugt 
eine  Gerade,  welche  zwei  feste  Gerade  so  schneidet,  dass  das  Segment 
der  Schnittpunkte  von  unveränderlicher  Länge  ist , eine  Begclllächc 
vierten  Grades,  welche  einen  Richtungskcgcl  hat,  dessen  Axe  zu  der  zu 
heiden  Leitlinien  parallelen  Ebene  normal  ist.  Die  zu  ihr  normalen 
Querschnitte  der  Fl.U'hc  sind  Ellipsen,  welche  in  der  Linie  des  kürze- 
sten Abstandes  beider  Leitgeraden  ihre  Centra  haben ; der  entspreebende 
uncndlicb  ferne  Querschnitt  ist  ein  Kreis. 

18G.  Wir  haben  nun  gesehen,  dass  es  zur  Bildung  der  par- 
tiellen Binereiitialgleichung  einer  Flächenfamilie,  deren  Gleichung 
eine  Anzahl  willkürlicher  Functionen  derselben  Grösse  enihäll, 
zweckmässig  ist,  für  die  Gleichung  der  Fläche  die  heiden  Gleich- 
ungen der  erzeugenden  Curve  zu  suhstituieren. 

Fs  ist  aber  leicht  zu  erkennen,  dass  dieser  Prozess  gleich- 
mässig  anwendbar  bleibt,  wenn  die  Flächenfamilie  nicht  durch 
eine  einzige  Fiinctionalgleichung  ausgedrückt  werden  kann 

Die  willkürlichen  Ftinclioncn,  welche  in  die  Gleichungen  des 
Art.  179  eingchen,  sind  sämmtlich  Functionen  derselben  Grö.sse, 
obwohl  der  Ausdruck  dieser  Grösse  in  F'unction  der  Goordinaten 
itnbekannt  ist.  Wenn  wir  diese  Grösse  differentiieren,  so  erhal- 
ten wir  dl/  = mdx  und  können  die  unbekannte  Grösse  m zwi- 
schen den  totalen  DiiTerentialcn  der  beiden  Gleichungen  der  er- 
zeugenden Ctirvc  eliminieren  und  so  die  verlangte  partielle  Dif- 
ferentialgleichung bilden.  Es  ist  vorlhcilhaft,  für  eine  der  Gleich- 
ungen dieser  Curve  die  Gleichung  ihrer  Projeclion  in  der  Ebene 
xy  zu  wählen. 
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St‘i  i.  \i.  (lii;  ailgeiiieiiie  (•leiclniMg  der  Regel  flächen 
7,11  rinden,  d.  Ii.  die  Gleichung  aller  der  Flächen,  welche  diircli 
Rewegiing  einer  geraden  Linie  err.eiigl  werden  können. 

Die  Gleichungen  der  erzeugenden  geraden  Linie  sind 
I ==  c,a:  -f  C3,  ij  = c^x  + c^, 

lind  diu  Familie  der  Flächen  wird  erhallen,  indem  man  für  c,j, 
(•3,  c,  willknrlichc  Fnnclionen  von  c,  suhsliUiierl. 

Die  Diirercntialion  liefen  /»  -(-  iik/  = c,,  m = c^.  Ans  der 
Diirerenlialion  der  ersten  dieser  Gleichungen  gehl,  da  m als  eine 
Gonstanle  durch  die  zweite  characterisierl  ist, 
r -f-  ‘2s»i  -f-  Im-  = 0 

hervor.  Da  diese  Gleichung  noch  immer  m oder  enthält,  des- 
sen Ausdruck  in  Function  der  l'.oordinatcn  unbekannt  ist,  so 
müssen  wir  nochmals  diirerentiieren  und  erhallen 
n -j-  ',\ßm  -|-  -j-  dm^  = 0, 

wenn  a,  ß,  y,  6 die  drillen  DilTerenlialiiuolienlen  hezcichnen.  Die 
Fliminatinn  von  m zwi.schen  dieser  cuhischen  und  der  vorigen 
<|uadralischen  Gleichung  liefurl  die  verlangte  |iartiellc  Diflerential- 
gleichung.  Sic  löst  sich  olfenbar  in  die  zwei  linearen  Gleichungen 
dritter  Ordnung  auf,  welche  man  erhält,  indem  man  nach  ein- 
ander in  die  cuhische  Glcichnng  die  beiden  Wurzeln  der  quadra- 
tischen (ileichung  für  m cinsctzl. 

Man  erhält  dieselbe  Gleichung  auf  geometrischem  Wege,  in- 
dem man  ausdrüchl,  dass  die  Tangcnlciicbcncii  in  drei  auf 
einander  folgenden  I'iiiiklen  einer  Erzeugenden  sich 
in  derselben  durch  schneiden.  Die  Gleichung 
dl  = i>dx  qdy 

ist  eine  Relation  zwischen  den  Grössen  1,  p,  q,  die  den  Rich- 
tungscosinus einer  Tangentenebene  proportional  sind,  während 
dx,  dy,  dz  ihrersciUs  den  Richtimgscosinus  irgend  einer  Linie  in 
dieser  Ebene  proportional  sind,  welche  durch  den  Berührungs- 
punkt gehl.  Wenn  wir  zu  einer  zweiten  Tangcnlcneheiie  über- 
gehen, die  durch  einen  nächsirnlgcnden  l*uiikl  derselben  Linie 
geht,  so  lassen  wir  p,  q variieren,  während  die  gegenseitigen  Ver- 
hältnisse von  dx,  dy,  dz  unverändert  bleiben.  Diess  giebl 
rdx’'-  -f~  ^sdxdy  Idy^  = 0. 

Um  dann  zu  einer  dritten  Tangcnlcncbenc  überzugehen,  dif* 
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fereiitiieren  wir  noclimals,  imicin  wir  dx  : dy  als  coiislant  be- 
trachten, mul  erhalten  so 

udx^  -}-  3ßdx^dy  -j-  ^ydxdtß  -|-  drfy*  = 0. 

Die  Rliininnlioii  des  Verhältnisses  dx  : dy  zwischen  diesen 
beiden  Gleichungen  liefert  dieselbe  allgemeine  Oleiclmng  der 
Regelflächen  wie  vorher.  Man  erhält  sic  in  <ler  Form 


« . 

, 3ß 

3y 

6 1 

3ßr , 

ßßs  -«<-(-  3yr, 

6ys  -j-  dr , 

2 As 

! 

r , 

2 s 

t 

0 ' 

0 , 

c . 

2 s , 

' 1 

welche  noch  redneierbar  ist;  entwickelt 

-j-  -j-  Orl  (ß't  -|-  y’r)  -f-  2ods  ^3rt  — 4s-J 

-|-  6 (‘2s’  — rl)  {ityl  -{-  (3dr)  — fis(o^<’  -|-  ydr’)  — \Bßyrsl  — 0. 

[We  ersten  Integrale  dieser  Gleichung  werden  nach  der  An- 
gabe des  Art.  180  gefunden , indem  man  die  letzte  der  vorigen 
Gleichungen  unterdrückt  und  alle  Conslanlcii  his  auf  eine  elimi- 
niert. Wir  haben  so  die  Gleichung  />  -f-  my  = <?,,  aus  welcher 
hervorgeht,  dass  eines  der  Inlegralc  p -j-  my  — q>  (m)  ist,  für  m 
als  eine  der  Wtirzeln  von  r -f-  2sm  + On’  — 0. 

Die  andern  beiden  ersten  Integrale  sind 

y — mx  = <li  (m),  z — px  — myx  — % (m). 

Die  di'ci  zweiten  Integrale  werden  gebildet,  indem  man  m 
zwischen  je  einem  Paar  dieser  Gleichungen  eliminiert. 

187.  Enveloppen.  Wenn  die  Gleichung  einer  Fläche  n Pa- 
rameter enthält,  welche  durch  (n  — 1)  Relationen  verbunden  sind, 
so  können  wir  in  Function  irgend  eines  von  ihnen  alle  übrigen 
ausdrücken  und  die  Gleichung  in  die  Form  bringen 
I = /■  |a:  y,  c,  rp  (c),  ry  (c),  . . . }■ 

Wenn  wir  dann  c zwischen  dieser  Gleichung  und  -r-==0 

° de 

eliminieren,  so  erhalten  wir  die  Envcloppe  aller  der  Flächen, 
welche  den  verschiedenen  IVerthen  von  c entsprechen.  Die  so 
gefundenen  Enveloppen  sind  von  derselben  Familie,  so  lange  die 
Form  der  Function  F dieselbe  bleibt,  wie  auch  die  Formen  der 
Functionen  <p,  ig,  . . . sich  verändern. 

Die  Durchschnittscurve  der  gegebenen  Fläche  mit  ^ = 0 
wird  die  Gharacteristik  genannt  (vergl.  die  Anmerkung  des 
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Art.  65);  si«  isl  die  DurchschniUslinie  zweier  auf  einander  fel- 
gender Flächen  des  Systems. 

Wenn  man  die  Cliaractcrislik  als  eine  bewegliche  Curve  he- 
(rachlct,  die  durcli  die  heideii  GIciclumgcii  dargeslclll  isl,  zwi- 
schen denen  man  c zu  clitiiinicren  hat,  so  erkennt  man,  dass 
das  Problem  der  Envcloppcn  in  dem  enthallcu  ist,  welches  wir 
im  Art.  179  und  den  folgenden  discutiert  liahen. 

Wenn  die  Function  F eine  Anzahl  n von  willkürliclien  Func- 
tionen q>,  if>,  . . . enthält,  so  wird  nach  jener  Piscussion,  weil 

dann  die  qp',  i//,  . . . eiithallcn  muss,  die  partielle  PilTeren- 

tialgleichung  der  Familie  von  der  Ordnung  ‘in;  hei  näherer  lie- 
trachtung  der  Art  jedoch,  in  welcher  diese  Functionen  in  die 
('■leichungcii  eiiigehcn,  riiidel  man,  dass  jene  Ordnungszahl  sich 
auf  n reducicrl.  Penn  wir  erliallrn  durch  PifTerenlialion  von  t = F 


also  wegen  ^ = 0 p 


H — F^\  und  da  F,,  F^  die  unter 


der  Voraussetzung  c = consl.  gehildetcn  PilTerenliale  sind,  so 
enthalten  diese  ürössen  nur  die  Originalfunctionen  tp,  if>,  . . . 
aber  nicht  ihre  Derivierlcn  tp',  tp’,  . . . 

Aus  diesem  Paar  von  Gleichungen  können  wir  wie  im  Art.  186 
andere  bilden  und  so  forlfahren  und  erhallen  eine  zur  Elimina- 
tion aller  Parameter  hinreichende  Zahl  von  Gleichungen,  wenn 
wir  bis  zur  n*'’'’  Ordnung  aufgcslicgeii  sind,  wie  aus  dem  Fol- 
genden noch  näher  bewiesen  wird. 

188.  Wir  haben  den  Fall  nicht  weiter  zu  betrachten,  wo 
die  gegebene  Gleichung  nur  einen  Parameter  enthält,  weil  die 
Elimination  desselben  zwiseben  der  Gleichung  und  ilirem  DilTe- 
renlial  nur  der  Gleichung  einer  bestimmten  Fläche,  nicht  aber 
der  einer  Flächenfamilic  Ursprung  giebl. 

Wenn  aber  die  Gleichung  zwei  Parameter  a und  b enthält, 
welche  durch  eine  Gleichung  verbunden  sind,  die  b als  eine 
Function  von  n bestimmt,  so  können  wir  zwischen  den  Gleich- 
ungen z — F,  p =z  F,,  fj  = Fj  die  Grössen  n und  b eliminieren 
und  erhallen  die  Resultate  in  der  Form  f {x,  y,  z,  p,  q)  =■  0. 

Untersuchen  wir  z.  R.  die  Enveloppe  einer  Kugel  von  un- 
veränderlichem Halbmesser,  deren  Ccnlrum  eine  in  der  Ebene  xy 
gelegene  Curve  beschreibt;  ein  specieller  Fall  der  allgemeinen 
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Klasse  ilcr  Rulirenllädieii , von  «lein  ;;lek'b  nachher  zu  handeln 
sein  wird. 

Da  die  Gleichung  einer  sulchen  Kugel 

(a:  — «)Z  + (y  — ß)‘‘  -j-  z’  = 

ist,  'und  die  Dedingnngen  des  Problems  einen  Ort  bezeichnen, 
längs  dessen  der  Punkt  («,  ß)  sich  bewegt,  also  ß in  Fnnction 
von  « hestinimen,  so  wird  die  Gleichung  der  Enveloppe  gebildet, 
indem  man  die  Grösse  a zwischen  den  Gleichungen 

(a:_c()3_j-|y_^(„)|2_j-j5  = r2,  (a;  — 0)4  {y  — ?)(«)}  <p' («)  = 0 

eliminiert.  Da  die  Elimination  nicht  ohne  die  Bestimmung  der 
Form  der  Function  q>  ansgeführt  werden  kann,  so  lässt  sich  diese 
Familie  von  F'lächcn  eben  nur  durch  die  Gomhination  der  beiden 
eben  geschriebenen  Gleichungen  definieren. 

Wir  hätten  dieselben  Gleichungen  auch  bilden  können,  in- 
dem wir  ausdrückteti,  dass  die  Fläche  durch  einen  Kreis  erzeugt 
werde,  welcher  sich  so  bewegt,  dass  seine  Ebene  iminei'  normal 
zur  Bahn  seines  Gentrums  hieiht.  Denn  die  Gleichung  der  Tan- 
gente des  Ortes  von  (a,  ß)  ist 
/f  fl 

y — ^ ^ (a;  — «)  oder  y — 9 (o)  = («)  (,t  — o). 

lind  die  Normalehcnc  zu  ihr  (a:  — o)  4 V (“)  {’J  — 9>  (“)}  — 0. 

Um  die  partielle  BilVcrentialgleichimg  zu  erhalten,  dilTeren- 
tiieren  wir  die  Gleichung  der  Kugel  unter  der  Voraussetzung  der 
a und  ß als  Constanten  und  erhalten 

a:  — (I  -f  = 0,  y — |3  4 9;  = 0. 

Lösen  wir  diese  für  (x  — a),  (y  — ß)  auf  und  substituieren 
die  Werthe  in  die  Gleichung  der  Kugel,  so  entsteht  die  fragliche 
Gleichung  io  der  Form 

(1  4 /,2  4 9’)  = r^. 

Wir  hätten  diese  Gleichung  auch  bilden  können  als  den  Aus- 
druck der  geometrischen  Wahrheit,  dass  die  Länge  der  (Nor- 
male constanl  und  gleich  /-ist. 

189.  Ehe  wir  weiter  gehen,  soll  gezeigt  werden,  wie  die 
willkürlichen  Funcliunen,  weiche  in  der  Gleichung  einer  Familie 
von  Enveloppen  erscheinen,  durch  die  Bedingung  bestimmt  wer- 
den können,  dass  die  fragliche  Fläche  durch  gegebene 
Curven  hindurch  gehen  müsse. 
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l>ii-  Tangenle  i'iiicr  der  gegelieiieii  rtii\en  in  ii'gend  einem 
I’miklc  ihres  Laufes  liegt  in  der  Tangenlcnehene  der  bctradile- 
len  l'lArlic ; und  da  die  uinhidlende  Fläelic  in  jedem  ihrer  Punkte 
die  nänilielie  Tangenlenchcnc  liat  »ie  die  iindiüllte  Fläche,  welche 
diirili  diesen  Punkt  geht,  so  hdgt,  dass  jede  der  gegebenen  Gur- 
ren in  jedem  ilirer  Piinklc  die  iiinliülltc  Fläche  heriihrt,  welche 
durch  diesen  Punkt  geht. 

Ist  dann  die  Gleichung  der  iimlifdlten  Fläche 
z = F {.T,  y,  C|,  Cj,  . . . c,). 

so  kann  sie  durcli  (n  — 1)  gegebene  Gurveii  gelidirt  werden; 
denn  indem  man  ausdrückt,  dass  die  durch  diese  Gleichung  be- 
stimmte Fläche  jede  der  gegel)eueu  Gurren  herührt,  erliält  man 

{;i  — 1)  FSclatioucu  zwischen  den  Gunstanlen  c,,  Cj welclie 

mit  den  beiden  Gleichungen  der  C.liaracterislik  rerhunden  diese 
Gonslanlen  zu  eliminieren  gestatten. 

So  enthält  z.  U.  die  Gleichung  der  im  letzten  Art.  disciitier- 
teii  Flächenfamilie  nur  zwei  Goiistanten  und  eine  willkürliche 
Function,  und  mau  kann  sic  daher  durch  eine  gegebene  Gurre 
hindurchgrhen  machen. 

Sei  die  Eureloppc  der  Kugel 

{x  — «)*  -f  (y  — ßf  -f  i’  = 

zu  linden,  wclclie  stets  durcli  die  gerade  Linie  x = mz,  y = 0 
gehl.  Da  die  Durchschnitlspunkte  dieser  Linie  mit  der  Kugel 
durch  die  (juadratisrlie  Gleichung  {mz  — «)•  -|-  ß‘  -j-  z‘  = r’  oder 
(1  + >«’)  — 2mza  -f-  «2  -f  ß-!  — rJ  = 0 

gegeben  sind,  so  ist  die  Bedingung  der  Dcrühriing  der  Geraden 
mit  der  Kugel  (1  -j-  m*)  («-  -f-  ß‘  — r‘)  ==  mV,  d.  h.  der  Ort 
der  Gentra  der  jene  Linie  berührenden  Kugeln  ist  eine  Ellipse. 
Die  fi'agliche  Enreloppe  ist  dann  eine  Art  ron  elliptischer  Hing- 
llächc,  deren  Gleichung  erhallen  wird,  indem  man  er,  ß zwischen 
den  Gleichuugcn 

{x  — «)’  -j-  (y  — ß)^  -f-  = r‘,  (1  -|-  m’)  — r’)  == 

(x  — «)  rf«  -j-  (y  — ß)  dß  = 0,  «da  -f-  (1  -j-  m’)  ßdß  = 0 
eliminiert,  aus  deren  beiden  letzten 

(1  + m’)  ß{x  — n)  = a(y  — ß) 
lierrorgchl.  Die  Hcsullante  bezeichnet  eine  Fläche  der  achten 
Ordnung, 

190.  Sei  ferner  gefordert,  die  willkiiilichc  Function  so  zu 
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heslimmcn,  dass  die  uniliüllcnde  Fläciic  zugleicli  eine 
gegebene  Fläclie  iimlifille. 

In  jedem  Punkte  der  Uerülji'iing  znisclien  der  geforderten 
Fläche  und  der  festen  Fläche  z = f {x,  y)  hat  die  hewegliche 
Fläche  I = F [x,  y,  c,,  c,,  . . .),  «eklie  durch  diesen  Punkt  geht, 
die  nämliche  Tangcntenchcue  mit  der  festen  Fläche;  d.  Ii.  die 
ans  den  Gleichungen  der  festen  und  der  beweglichen  Fläche  ab- 
geleiteten Werthe  von  p und  y müssen  dieselben  sein.  So  erhal- 
ten wir  /■,  = i’,,  /"j  = /j,  uud  wenn  wir  zwischen  diesen  Gleich- 
iiDgeii  und  den  beiden  Gleichungen  z — F,  z = f,  welche  für  den 
Berührungspunkt  erfüllt  sind,  die  Grössen  a-,  y,  z eliminieren,  so 
stellt  die  Itesullantc  eine  Relation  der  Parameter  dar.  In  Folge 
dessen  kann  eine  Enveloppe  durch  die  Umhüllung  ebenso  vieler 
fester  Flächen  näher  bestimmt  werden,  als  ihre  Gleichung  will- 
kürliche Functionen  enthält. 

Sei  z.  B.  verlangt,  eine  Röhrenfläche  der  im  Art.  189  dis- 
cutierten  Art  zu  hestimmen,  welche  die  Kugel  a;*-j-y“-|-z’=fl- 
herühre;  so  muss  ilie  Fläche  (a:  — «)’  (y  — ß)^  -f-  z*  = r'^ 

berühren,  und  wir  erhalten  ^ ^ ~ j Bedingungen, 

welche  fordern 

1 = 0,  — = ^ oder  ßx  = ay. 

>J  y—  ß 

Wenn  wir  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  die  Grössen  x und  y 
zwischen  den  Gleichungen  der  festen  und  der  heweglichen  Kugel 
eliminieren,  so  erhalten  wir 

4 (o*  + ß^)  fl*  = (fl*  — r*  -j-  o*  -t-  ^*J*. 

Die  W'urzeln  dieser  quadratischea  Gleichung  für  (a*-(-/3*)  sind 
[fl  + r)*  und  zeigen,  dass  das  Centrum  der  heweglichen  Kugel 
sich  in  einem  von  zwei  Kreisen  bewegen  muss,  deren  Radien  sind 

fl  + r. 

Die  fragliche  Fläche  ist  daher  einer  oder  der  andere  von 
zwei  Ringen,  deren  Oeffnungen  den  eben  hezeichneten  Werthen 
entsprechen. 

191.  Wir  fügen  ein  Paar  weitere  Beispiele  von  Flächenfa- 
milien  hinzu,  deren  Gleichungen  nur  eine  willkürliche  Function 
enthalten.  Man  soll  die  Enveloppe  eines  geraden  Kegels  finden, 
dessen  Axe  der  Axe  der  z parallel  ist,  und  dessen  Scheitel  eine 
gegebene  (iurve  in  der  Ebene  a-y  durchläuft.  Ist  die  Gleichung 
des  Kegels  in  seiner  ursprünglichen  Lage  2*  = m*  (a:*  -j-  y*),  so 
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wiril  sic  beim  Uebcrgnng  des  !srbci(cls  narli  dem  Punkle  («,  ß) 
in  die  Form  — m‘‘  |(x  — «)*  -f*  (j/  — verändcrl,  und 
wenn  die  Ciirve  gegeben  ist.  längs  welclicr  der  Scheitel  sieb  be- 
wegt, so  ist  ß in  Function  von  u bestimmt. 

Die  DilTerentiation  giebl  pz  = »i*  {x  — et),  = m‘‘  (y  — ß) 
und  die  Kliminalion  sodann  y’  -j-  (/‘‘  = m’. 

Diese  Gleiebung  drückt  aus,  dass  die  Tangcnleneliene  der 
Fläche  einen  conslanten  Winkel  mit  der  Kbene  der  xij  bildet, 
wie  diess  aus  der  Erzengnngsart  sieb  ergiebl.  Man  kann  leicht 
auch  beweisen,  dass  der  Inhalt  eines  Theils  der  Fläche  zu  seiner 
l'rnjection  auf  die  Ebene  xy  in  einem  conslanten  Verhällniss  steht. 

192.  Die  in  den  Art.  188,  191  betracbtelen  Flärbenramilien 
sind  beide  in  der  folgendermassen  rbaraclerisierten  Familie  von 
Flärben  enthallen:  Man  soll  die  Enveloppe  einer  Fläche 
rinden,  welche  sieb  ohne  Rotation  so  bewegt,  dass  ein 
gegebener  IMinkt  derselben  längs  einer  bestimmten 
('■nrve  fortsebreitet. 

ist  I = /’  {x,  y)  die  Gleichung  der  Fläche  in  ihrer  ursprüng- 
lichen l.age,  so  ist  ihre  Gleichung  für  die  neue  ohne  Drehung 
eingenonnnene  Eage,  in  der  der  zuerst  im  Anrangspnnkt  der  Goor- 
dinatrn  befindliche  Punkt  nach  (a.  ß,  y)  übergangen  ist, 
z — y = F {x  — a,  y — ß). 

Wenn  dann  eine  (’.iirve  gegeben  ist,  längs  welcher  der  Punkt 
(n,  |3,  sich  bewegt,  so  können  wir  o,  ß in  Function  von  aus- 
drürken,  und  das  Problem  erscheint  als  zu  der  im  näcitslen  Art.  zu 
betracbtemlen  Klasse  von  Pnddenien  gehörig,  bei  welcher  tlie 
Gleichung  der  Enveloppe  zwei  willkürliche  Fniictionen  enthält.  Ist 
tiagegen  bestimmt,  dass  diese  Leitenrve  auf  einer  gewissen  bekannten 
Fläche  liegt,  so  ist  von  den  beiden  Gleichungen  derselben  die  eine 
bekannt  und  nur  die  andere  willkürlici , und  die  Gleichung  der 
Enveloppe  enthält  nur  eine  willkürliche  Function.  Wenn  wir  dann  ß 
als  eine  willkürliche  Fniiction  von  o ansehen,  so  giebl  die  Gleichung 
der  festen  Fläche  y als  eine  bekannte  Fnnclion  von  a,  ß.  Man  (indel 
leicht,  wie  in  diesem  Falle  die  partielle  Diirerentialgleichnng  zu 
bilden  ist.  Löst  man  die  drei  Gleichungen 

2 — y = F (x  — a,  y — ßj,  p = F,  (x  — ci,  y — ß), 
f/  = (x  — y — ß] 

für  X — o,  y — ß,  z — y und  erhält 

a:  — ct  = /•[/,,  y),  y — ß = 'f\p,n),  z — y=  "f  ip,  y). 
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iiml  isl  r (a,  ß,  y)  = 0 dio  rileirliiiiig  der  Fläclie,  auf  welcher 
der  Punkt  (o,  ß,  y)  sich  beuegt,  so  ist  die  verlangte  partielle  Oif- 
ferenlialgleicliiing 

^ 0».  y — y (p. '/).  z — "/■  {P’  y) } = 0. 

Die  drei  Functinnen  f,  'f,  "f  sind  offenhar  durch  die  He- 
ialion il"f  = pdf qtif  mit  einander  verbunden. 

Man  erkennt,  dass  die  eben  gefundene  partielle  Differential* 
gleirhnng  das  geometrische  Factum  ausdrürkt,  dass  die  Tan- 
gen len  ebene  in  jedem  Punkte  der  Knveloppe  der- 
jenigen im  enlsprechenden  Punkte  der  Origin.alfläehe 
parallel  isl. 

Beisp.  Die  partielle  Diirerentialgleielning  der  Enveloppc  einer 
Kugel  von  cunslaiilcm  H.alliniesser  zu  finden,  welche  sirli  so  bewegt, 
ilass  ihr  Centriini  längs  einer  auf  einer  reslen  gleirhen  Kugel 

+ y-  + 

gelegenen  l'urve  forlschreitel. 

Die  Cleiehnng  der  heweglichen  Kugel  ist 

(x  — «)*  -f  (y  — ßf  + {-  — r?  *= 

also  a-  — « + “ y)  = y ~ ^ + y (•  — y)  — '*• 


und  daher  x — a ■■ 


— pr 


d+P*+v’)i’ 

Z — y = 


y-^=:TT 


— yr 


(1 


Schreiben  wir  \ p“^  — p*,  so  zeigt  sich  durch  wirk- 

liche Diirerenlialion  leicht  die  Relalion  erfüllt 


9 


Die  partielle  Dilferenlialgleichung  isl 

(a:p.  + prf  -f  [yq  -f  yr)’  -f  (rp  ~ r)i=  pV’ 

oder 


+ -’)  (1  + P*  + i + 2 (px  -f  qy  — i)  r = 0. 

Der  eine  der  hehlen  Mauptkrüuimungsradien  hat  in  allen  Punkten 
der  Flüche  denselben  Werth  r. 

193.  Wir  gehen  dazu  weiter,  die  Form  tier  partiellen  DilTe- 
rentialgleichiing  der  Enveloppn  für  den  Fall  zn  untersuchen,  in 
welchem  die  Dleichung  der  beweglichen  Fläche  drei  Constanlen 
enthält,  die  durch  zwei  Relationen  verbunden  sind. 
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Isl  die  rilcirliiing  iIit  Flärli«  z = F (a%  ij,  a,  h,  c),  so  liaheii 
wir  p ==  F^,  y >=  F.y 

Diircli  fmuTc  UifTerciiliotion  «io  im  Arl.  181  erhallen  wir 
r sm  = f’,1  mFyi,  s -|-  /m  = F^^  “H 
und  diireli  Fliininatimi  von  m die  geforderle  Oleiclinng  in  der 
Form 

(r  - -F,,)  ('  - = (*•  - 

Hic  Fiinclionen  F^^,  f’,j,  F^^  enthalten  a,  h,  c,  für  welche 
ihre  Werlhe  in  Function  von  p,  y,  x,  y,  z,  wie  sie  aus  den 
vorigen  drei  rileichnngen  hervorgehen,  zu  siibslitniereii  sind.  Wir 
erhallen  dadurch  eine  Gleichung  von  der  Form 

flr  4-  2 Ss  + n + U {rl  — *»)  = F, 
in  welcher  die  Cueflicienlen  durch  die  Itelatiuu 
RT+  VV=  S* 

verlinnden  sind.’4 

194.  Ans  den  wichtigsten  unter  den  Fällen,  wo  die  Gleichung 
drei  l’aranicler  enlhiHt,  wählen  wir  die  folgenden  Itei.s|dele. 

Fntwickelbare  Flächen.  Sic  sind  Fnvelopiten  der  Khene 
z = ax  by  c, 

wenn  wir  für  b und  c die  Werthe  y>  (a)  und  (n)  .setzen  dOiTeii. 
Durch  DHTerentialion  erhalten  wir  p = a,  y = 6.  also  y = y>  (/>). 

Somit  ist  eine  Fläche  abwickelbar,  wenn  p und  y durcli 
eine  von  x,  y,  z unabhängige  Relation  vereinigt  sind.  So  ist 
die  Familie  iles  Arl.  191,  für  welche  wir  p^  ip  = gefunden 
haben,  eine  Familie  von  enlwickelbaren  Flächen. 

Wir  erhalten  auch  : — px  — yj/  = ’i'  (p).  welches  das 
andere  erste  Integral  der  endlichen  Differentialgleichung  ist.  Diese 
letztere  wird  erhallen  durch  DifTerenlialion  der  Gleichungen 
p = «,  y — b,  oder  r -j-  s'H  = 0,  s -f"  = 0 und  durch  Kli- 

niinalion  von  m,  also 

rl  — s’  = 0.  *) 

Nach  Arl.  148,  150  drückt  diese  Gleichung  die  abwickel- 
bare Natur  der  Fläche  aus,  nach  Art.  51  sagt  sie,  dass  in  jedem 
l'imkle  der  Fläche  eine  der  llauplkrümmnngen  gleich  Null  isl. 
Die  andere  variiert  längs  der  Frzeugenden.  Die  Hauptschnilte 

*)  Schreibt  man  sie  in  der  Form  r : s = s : I,  »o  aucli  sie  aus, 
wag  vorher  bemerkt  ward  ^Arl.  58  f.). 
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sind  die  Erzeugende  und  der  zu  ihr  normale  Selinill,  die  Krüm- 
nningslinien  die  Erzeugenden  und  ilirc  nrlliogonalen  Trajeelorien ; 
die  zwischen  ihnen  cnilialtencn  Thcilc  der  Erzeugenden  sind  gleirli 
lang.  Isl  eine  dieser  orthogonalen  Trajcctorien  sphärisch  oder 
noch  specieller  eben,  so  .schneidet  die  entsprechende  Kugel  oder 
Ebene  alle  Erzeugende  unter  gleichen  Winkeln.  In  Folge  dessen 
sind  dann  auch  alle  andern  Linien  dieser  Art  sphärisch  oder  ehen, 
nämlich  in  cnncentrischen  Kugeln  oder  parallelen  Ehenen  gelegen. 
Solehe  Flächen  sind  nolhwendig  einer  Kugel  unigcschriehcn.  Dem 
speciellen  Falle  der  Paralleleheneu  entspricht  die  ahwickelhare 
Srhraubenfläche. 

Ini  llückhlick  auf  diu  Art.  34,  51  erkennt  man,  dass  die 
II  e d i n g II  n g rt  = s*  i n j e d c m p a i'  a h o I i s r.  h e n P ii  n k t einer 
heliehigen  Fläche  crrüllt  ist.  Diess  hätte  sich  auch  direct 
erweisen  lassen,  indem  man  die  Gleichung  rt  — s- = 0 in  eine 
Function  der  DilTcrenlialquotienten  von  U transformierte,  mittelst 
der  Relationen 

p,  -I-  pu^  = 0,  u-i  + vP.,  = 0, 

Un+^U,^p+U,y  = -rUj. 

U^  + 2U,,r/+  = 

die  Function  rt  — wird  dadurch  mit  der  llesse’schen  Deter- 
minante der  Fläche  identisch. 

Wir  sehen  daraus,  dass  jeder  Punkt  einer  ah  wirk  el- 
itären Fläche  ein  parabolischer  Punkt  isl,  wie  diess 
auch  daraus  hervorgeht,  dass  nach  Art.  71  die  Tangentenebene 
irgend  eines  Punktes  die  Fläche  in  zwei  zusaminenfallenden  ge- 
raden Linien  schneidet,  so  dass  die  Inflcxionslangenlen  des  Punk- 
tes in  eine  einzige  zusammcnrallcn. 

Die  Ilesse’sche  Detcrminnnle  einer  abwickelbaren  Fläche 
enthält  ilahcr  die  Gleichung  der  Fläche  selbst  als  einen  Factor, 
und  da  die  erste  für  eine  Fläche  Ordnung  von  der  Ordnung 
(4«  — 8)  isl,  so  isl  sic  für  eine  abwickelbare  Fläche  aus  dieser 
selbst  und  einer  Fläche  (3n  — 8)‘"  Orilnung  zusammengesetzt. 

Um  die  Punkte  zu  rmdcu,  in  welchen  die  Developpable  durch 
die  letztere  Fläche  geschnitten  wird,  bilden  wir  die  Hesse 'sehe 
Determinante  von  xu  -j-  %ßv  = 0:  sie  ergiebt  sich  als  das  Pro- 
duct der  Gleichung  der  Dcveio|ipabeln  seihst  in  eine  Reihe  von 
Gliedern,  in  denen  der  von  x und  y unabhängige  Theil  durch 

Snlmon,  Anal,  Ucom.  d.  Kotime«,  11.  2.  AntL  IC 
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»1^'  D'<“ss  zeigt,  «lass  eine  Erzeu- 

gende xy  der  Dcveloppabeln  jenen  ergänzenden  Rest  der  Ilesse’- 
sciicn  Fläidie  erstens  in  den  Punkten  schneidet,  in  denen  sie 
t>  = 0 triITt,  d.  li.  zweifach  in  den  Punkten  der  Rnckkehrkante  (m) 
und  in  r — 4 Punkten  der  Doppelcurvc  (a:);  und  dass  sie  die- 
selbe zweitens  überall  da  schneidet,  wo  sie  der  Hesse’schen  De- 
terminante von  u,  betrachtet  als  eine  binäre  Form,  begegnet, 
d.  h.  der  llesse’schen  Determinante  des  von  diesen  r — 4 Punk- 
ten mit  dem  dreifach  zählenden  Punkt  in  (m)  gebildeten  Systemes, 
in  welchem  der  letztere  Punkt  vierfach  zählt.  Der  Durchschnitt 
irgend  einer  Erzeugenden  mit  dem  von  der  Developpaheln  selbst 
verschiedenen  Theile  der  Hessc'schen  Fläche  besteht  somit  aus 
dem  sechsfach  zählenden  Punkt  in  (rn),  den  r — 4 Punkten  in  [x) 
und  2(r  — 5)  andern  Punkten.’*) 

195.  Rührenfl  ächen.  Man  soll  die  DiiTerentialgleichung 
der  Enveloppc  einer  Kugel  von  unveränderlichem  Radius  hestiin- 
men,  deren  Centrum  sich  in  einer  Curve  bewegt. 

Wie  ira  Art.  192  ist 

(«c  - «)’  + (V  - ßi^  + (z-  yY  = R\ 
a:  — « + p (i  — y)  =0.  y — /I  + «y  (:  — y)  = 0, 
also  1 .4.  -)-  {l  _ y)  r -f  OT  |/)«/  -(-  (i  _ y)  = 0, 

py  + (z  — y)  s + »"  { 1 + 9’  + (z  — y) = 0. 

Und  daher 

{1  + p’  + (i— y)  '■}  {1  +9^4-  (i— y)'}  = {P9  + (z  — y)  *}*• 

Indem  man  für  z — y seinen  Werth  7 {Art.  192) 

(1  + P*  + 9’)i 

substituiert,  wird 

[rl  — s^)~  R {(1  +7’)  r — '2p>js  + (1  + p’)/}  K(1  + P’  + 9^) 
+ (1  + P’  + 9*1*  = 0. 

welche  Gleichung  ausdrückt  (vergl.  Art.  54),  dass  in  jedem  Punkte 
der  fraglichen  Enveloppe  einer  der  beiden  Hauptkrümmungshalb- 
messer gleich  R ist,  wie  diess  geometrisch  evident  erscheint. 

197.  Wir  wollen  in  der  Kürze  zeigen,  welches  die  Form 
der  DiiTerentialgleichung  der  Enveloppe  dann  ist,  wenn  die  Gleich- 
ung der  umhüllten  Fläche  vier  (konstanten  enthält. 

Wie  vorher  gelten  ausser  der  Gleichung  der  Fläche  die  drei 
Gleichungen  p = F,,  q = F^,  (r  — /'„)  (<  — F„)  = [s  — F^^Y- 


','4« 
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Schreiben  wir  zur  Abkürzung  die  lelzlcrc  Gleichung  in  der 
Form  = ff’  und  setzen 

u F|  I , = A,  ß F^^^  = B,  y ^"1 22  = C,  d / 22 j — ^1 

so  enlslehl  durcli  DilTerentialion  von 

(A  4-  5m)  t + (C  + Dm)  p — 2 (5  + Cm)  c = 0. 

Und  indem  wir  für  m den  aus  der  Gleichung  a -f-  rm  = 0 
abgeleiteten  Werth  substituieren  und  erinnern,  dass  (ir  a‘  ist, 
erhalten  wir 

— 35Jt’  4-  3Cö*r  — Z)o3  = 0, 

in  welcher  Gleichung  für  die  implicite  in  sie  eintretenden  Para- 
meter ihre  aus  den  vorigen  Gleichungen  abgeleiteten  Werthe  ein- 
zusetzen sind.  Die  Gleichung  ist  daher  von  der  Form 
o 4“  3ßm  -j-  3ym^  4“ 

wo  m und  U Functionen  von  x,  y,  z,  p,  y,  p,  s,  I sind. 

In  derselben  Art  kann  die  Üiflerentialgleichung  gebildet  wer- 
den , wenn  die  Glcicbung  der  bewegten  Fläche  eine  grössere  Zahl 
von  Parametern  enthält. 

198.  Nachdem  wir  in  den  vorigen  Art.  dargelegt  haben,  wie 
die  partiellen  DilTerentialgleichungen  gebildet  werden,  zeigen  wir 
nun,  wie  aus  einer  gegebenen  partiellen  DifTerentialgleicbung  eine 
andere  Dirfereiitialgleich ung  abgeleitet  werden  kann,  wel- 
cher durch  jede  Characteristik  der  durch  jene  dar- 
gestellten Familie  von  Flächen  genügt  wird.''’) 

Sei  zuerst  die  gegebene  Gleichung  von  der  ersten  Ordnung, 
d.  h.  von  der  Form  f (x,  y,  z,  p,  y)  = 0. 

Wenn  diese  Gleichung  der  Enveloppe  einer  bewegten  Fläche 
angchört,  so  wird  sie  nicht  nur  durch  die  Enveloppe,  sondern 
auch  durch  die  bewegliche  Fläche  in  jeder  ihrer  Lagen  erfüllt; 
denn  die  Enveloppe  berührt  diese  Fläche,  und  in  dem  Berührungs- 
punkte sind  X,  y,  :,  p,  y für  beide  Flächen  dieselben  Grössen. 

Sind  speciell  x,  y,  z die  Coordinaten  eines  Punktes  der 
Characteristik,  so  muss  die  Gleichung  f (x,  y,  z,  p,  y)  0 durch 
diese  Werthe  von  x,  y,  z erfüllt  sein,  ob  p und  g die  aus  einer 
Lage  der  bewegten  Fläche  oder  der  nächstfolgenden  Lage  der- 
selben abgeleiteten  Werthe  besitzen,  weil  jeder  Punkt  der  Cha- 
racteristik Durchschnitt  zweier  auf  einander  folgender  Lagen  der 
bewegten  Fläche  ist.  Wenn  wir  also  die  gegebene  Gleichung 
nach  p und  y als  den  allein  Veränderlichen  differentiieren , so 

16» 
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infisspn  «lip  Piinktp  «Ipi-  Oliaractpriilik  «lpr  Cilpirliun-; 


/'(/;<  -{-  <Jihj  = 0 

gpnfigpn. 

Oder  in  anderer  narstelliing:  Ist  die  Gleieliung  der  bewegten 
Fläche  z = F {x,  tj,  n),  wo  wir  die  Cnnstanlen  säinnillirh  als 
Functionen  eines  einzigen  l’arainelers  a aiisgedrnckl  denken;  so 
haben  wir  nach  Art.  188 

P = F,  (x.  y.  a).  y = fj  {x,  y.  a). 

Wertlie  von  />  und  y,  ilie  in  die  gegebene  (ilciciiiing  suhstitiiierl 
werden.  Dann  wird  die  (diaraeteristik  ansgedrückt,  indem  man 
mit  der  gegebenen  Oleicbung  ihr  nach  « genommenes  DifTerential 
rombiniert;  da  aber  « in  die  gegebene  Oleirbiing  mir  eingeht, 
weil  I»  in  den  Wertben  von  />  und  y enilialtim  ist,  so  haben  wir 

wie  vorher  Q'-i  = 0. 

da  ' da 

Da  ferner  die  Tangente  der  Characteristik  in  irgend  einem 
l'iinkte  in  der  Tangentenebene  von  jeder  der  beiden  Flächen 
liegt,  welche  sieb  in  diesem  l'iinkle  schneiden,  so  winl  die 
('•leicbung  dz  = jtdx  -|-  ydy  erffillt,  ob  />  und  y die  einer  be- 
stimmten oder  die  der  näclistfolgenden  I,age  der  beweglichen 
F'läclie  entsprechenden  Wertbe  haben,  und  es  isl  daher 


dx  -[- 


dy 

da 


dy  = 0. 


Die  Combination  dieser  Oleicbiing  mit  der  vorher  geriindeneii 
giebl  endlich  die  DilTerentialgleicbung  der  C.baraclerislik 


Pdy  — Qdx  = 0. 

Wenn  beispielsweise  die  gegebene  Gleicbnng  von  der  Form 
Pp  Qy  — R ist,  so  genügt  die  (iharacteristik  der  Gleichung 
Pdy  — Qdx  = 0.  aus  welcher  durch  (iombinalion  mit  der  ge- 
gebenen Gleichung  und  mit  dz  = pdx  ydy  abgeleitet  wird 
Pdz  = Bdx,  Qdz  = Rdy. 

Es  ist  bekannt,  welcher  Gebrauch  von  diesen  Gleichmigrii 
bei  der  Integration  dieser  Klasse  von  DiiTercntialgleiclinngen  ge- 
macht wird.’*) 

Wenn  das  obige  System  simultaner  Gleichungen  durch  Inte- 
gration giebt  u = C|,  r = Cj.  so  sind  dicss  die  Gleichungen  der 
Characteristik  oder  erzeugenden  Curvc  in  irgend  einer  ihrer 
l,.agcn,  weil,  damit  v conslant  sei,  sobald  i<  conslant  ist,  eine 
rtelalion  II  — <p  (p)  bestehen  muss. 
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Bcisp,  Sei  ilie  rileidtung  die  im  Arl.  Art.  180  hclraclilelc,  d.  i. 
r^l  + ;>-  + = r^. 

Jede  r.haraelcrislik  genügt  dann  der  (ileieliung  /irfi/  = qdx,  die 
naeii  Art.  147  anzeigt,  dass  die  (iliaracteristik  iiinner  eine  Linie  griVsster 
Neigung  in  der  Fläciic  ist,  wie  dicss  aucli  gconictriscli  erhellt. 

199.  Die  eben  gcfumicne  (Ucicimng  der  Cliaracleristik  ent- 
hält im  Allgemeinen  die  Grössen  p und  q\  man  kann  dieselben 
aber  eliminieren,  indem  man  mit  jener  die  gegebene  partielle 
DiiTereiiliargleichung  und  die  Gleichung  dz  = pdx  -|-  qdy  verbin- 
det. So  leiten  wir  in  dem  lelztbelracblclen  Beispiel  aus  den 
Gleichungen  (1  -|-  //^  -f-  q^)  = r’,  qdx  — pdy  die  neue  Gleich- 
ung ab  z‘  {dx‘  -f-  dy'^  -f-  d:*)  = r*  {dx^  -j-  diß). 

Es  ist  bekannt,  dass  es  zwei  Klassen  von  Dinerentialgleichim- 
gen  erster  Ordnung  giebt,  von  denen  die  eine  aus  der  Gleichung 
einer  einzigen  Fläche,  z.  B.  durch  die  Elimination  einer  Gonslan- 
len  aus  einer  Gleichung  und  ihrem  DilTerenlial 

(/  = 0,  U,dx+  U.,dy  + U^dz  = 0, 

abgeleitet  ist;  während  die  andere  durch  Conibinalion  der 
Gleichungen  zweier  Flächen  gebildet  wird,  z.  B.  |ndem  man 
zwischen  den  Gleichungen  {/  = 0,  F = 0 und  ihren  DilTerentialen 
drei  Gonslantcn  cliiiiiniert. 

Eine  Gleichung  von  jener  Klasse  drückt  eine  zwischen  den 
Bichtungscosinus  irgend  einer  Tangente  der  Fläciic  slatllindende 
Itelation  aus;  während  eine  Gleichung  der  zweiten  Klasse  eine 
Bclation  darstclit,  welche  durch  die  Bichtungscosinus  einer  Tan- 
gente von  irgend  einer  der  Ctirvcn  eiTüllt  wird,  die  das  System 
U ==  0,  F = 0 darstellt.  Die  hier  zu  betrachtenden  Gleichungen 
gehören  zur  letzteren  Klasse.  So  ist  die  geometrische  Bedeutung 
der  als  Beispiel  gewählten  Gleichung  die,  dass  die  Tangente  jeder 
der  durch  sie  dargestellten  Curven  mit  der  Ebene  xy  einen  IVin- 

kel  macht,  dessen  Cosinus  gleich  ist.  Diese  Eigenschart  ist  l'ür 

jeden  in  einer  Verticalebene  gelegenen  Kreis  errüllt,  dessen  Ba- 
dius  r ist,  und  die  gedachte  Gleichung  hätte  in  der  That  gebil- 
det werden  können,  indem  man  die  Constanten  er,  ß,  m zwischen 
den  Gleichungen 

{x  — “)*  -f-  (y  — 4"  ^ m {y  — ß)  0 

eliminiert. 
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200.  Die  Diflerenlialglcicliiiiig,  welche  nach  dem  angegebe- 
nen Verfahren  gefunden  wird,  ist  nicht  nur  für  jede  Charactcri- 
stik  einer  Flächenfamilie  wahr,  sondern  weil  jede  Characterislik 
die  Cuspidalkante  der  erzeugten  Fläche  berührt,  so  sind  die  Ver- 
hältnisse  dx  : dy  : dz  für  irgend  eine  Charactcristik  und  die  ent- 
sprechende Rückkelirkante  dieselben,  und  die  gefundene  Gleichung 
wird  daher  für  die  Rückkehrkante  jeder  Fläche  der  betrachteten 
Familie  gleichfalls  erfüllt. 

So  ist  in  dem  gewählten  Reispiel  die  durch  die  Differential- 
gleichung ausgedrückte  geometrische  Eigenschaft  nicht  nur  für 
einen  in  einer  Verticalebene  gelegenen  Kreis  wahr,  sondern  sie 
bleibt  auch  wahr,  wenn  dieser  Kreis  auf  einen  verticalen  Cylin- 
der  aufgewickelt  wird,  und  die  Rückkehrkante  der  dadurch  ge- 
gebenen Familie  von  Flächen  gehört  immer  zu  der  Familie  so 
erzeugter  Curven. 

Ebenso  wie  die  partielle  OilTerentialgleichung  in  p,  q,  welche 
eine  Relation  zwischen  den  Richtungscosinus  der  Tangentenebene 
aiisdrückt,  sowohl  für  die  Enveloppe  als  für  die  einzelnen  um- 
hüllten Flächen  wahr  ist,  so  sind  die  hier  betrachteten  totalen 
Differentialgleichungen  zugleich  wahr  für  die  Rückkehrkante  und 
für  die  Reihe  von  Characteristiken , welche  dieselbe  berühren. 
Dieselbe  Wahrheit  kann  auch  so  ausgesprochen  werden:  Das 

System  der  Gleichungen  U = 0,  j~  = 0,  welches,  wenn  a als 

Constante  betrachtet  wird,  die  Characteristik  repräsentiert,  stellt 
die  Rückkehrkante  dar,  wenn  a eine  unbekannte  Function  der 

Veränderlichen  ist,  welche  mittelst  der  Gleichung  = 0 zu  eli- 
minieren ist.  Aber  die  Gleichungen  U = 0,  ^=0  haben  offen- 
bar dieselben  Differentiale,  wenn  a als  veränderlich  und  dieser 
Bedingung  unterworfen,  oder  wenn  es  als  constant  betrachtet  wird. 

So  sind  im  Beispiel  des  letzten  Art.,  wenn  wir  in  die 
Gleichungen 

(x  — ct}’  -f-  (v  — -f-  = r^,  (x  — o)  -1-  m (y  — /?)  = 0 

ß — q>  {a)  und  m = tp'  (er)  einsetzen  und  diese  mit  der  Gleichung 

1 (p  [ttf  = (y  _ j?)  q>"  {«) 

verbinden,  die  Differentiale  der  ersten  und  zweiten  Gleichungen 
dieselben,  wenn  a gemäss  der  dritten  Gleichung  veränderlich,  ebenso 
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als  wenn  cs  cniislaiit  ist;  uiul  üaliL'r  bleiht  die  OilTei'ciilialijIcicliiing, 
welche  durch  die  Elimination  von  a,  ß,  m zwischen  den  ersten  bei- 
den Gleichungen  und  ihren  unter  der  Voraussetzung  der  Constauz 
dieser  Grössen  gebildeten  DilTcrentialcn  entsteht,  gleichmässig 
wahr,  wenn  dieselben  nach  den  dargelegten  Gesetzen  veränder- 
lich wären.  Und  wir  erhalten  die  Gleichungen  einer  Curve,  die 
dieser  DilTerentialgleichung  genügt,  indem  wir  eine  Form  etwa 
tp  (ct)  willkürlich  wählen  und  dann  zwischen  den  Gleichungen 
(a:  — «)*  + {y  — {“)}*  + 

a:  — a <p'  (a)  — <p  (a)J.  = 0, 

1 + {<p'  (“)}^  <=  {y  — <p  (“)}  ¥'  («). 

die  Grösse  a eliminieren. 

Mich.  Roberts  hat  bemerkt,  dass  durch  die  Substitution  von 
a:  -}-  Idx,  y -f-  kdy,  z -j-  Xdx  für  x,  y,  z 
in  die  Gleichung  einer  Fläche  und  nachmalige  Bildung  der  Üis- 
criminante  in  Bezug  auf  X ein  Resultat  erhalten  wird,  welches  die 
DifTerenlialgleichung  der  Rückkehrkante  einer  der  gegebenen  Fläche 
umgeschriebenen  abwickelbaren  Fläche  darstellt.  In  der  That  ist 
es  nach  Art.  18  oiTenbar,  dass  die  Discriminante  die  Bedingung 
aiisdrückt,  unter  welcher  die  Tangente  der  durch  die  Gleichung 
dargestellten  Curve  die  gegebene  Fläche  berührt. 

So  ist  die  allgemeine  Gleichung  der  Rückkehrkante  der  einer 
Kugel  umgeschriebenen  Abwrickelungsflächen 
(a:'^  -f-  y’  -|-  z*  — a’)  (dx’  dy‘‘  -)-  dz‘‘]  = {xdx  -(-  ydy  -|-  zrfi)’, 
oder 

{ydz  — zdy)*-f-  {zdx — xdz)*  -j-  [xdy  — ydx)*=a*(rf.T’-f-rfy*-|-dz^). 

Die  letztere  Form  zeigt  an , dass  dieselbe  Gleichung  für  jede 
geodätische  Linie  eines  Kegels  erfüllt  ist,  der  den  Scheitel  im 
Anfangspunkt  der  Coordinaten  hat.  Denn  bei  der  Entwickelung 
des  Kegels  auf  eine  Ebene  wird  die  geodätische  zur  geraden 
Linie,  und  wenn  die  Entfernung  derselben  vom  Anfangspunkt 
gleich  a ist,  so  ist  die  Fläche  des  Dreiecks,  welches  durch  Ver- 
bindung des  Elements  ds  mit  dem  Anfangspunkt  gebildet  wird, 

= ^,  und  diess 'ist  offenbar  die  durch  die  vorige  Gleichung 
ausgedrückte  Eigenschaft. 

Beisp-  Allgemeiner  i.st  die  iliffcrcntialgleiehung  der  Kdckkcbrkante 
der  einem  Ellipsoid 
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iiingcschricljcncn  abwickeliwren  Flächen  — von  der  partiellen  WITercn- 
lialglciclmng 

z — px  — qy  = {rtV*  + +<•■)!  — 

a’  iydz  — -f-  h‘{zdx  — xdz)'^  -f-  {xdij  — ydx)'^ 

— b'^c'dx^  -|-  c^a^dy"^  4"  a^b'^dz^, 

(Iller 

«»  ' b*  ' c* ) 

I 6»  “ c»  ^ \ a»  ' A»  ' c»  y’ 

und  sic  gehört  einer  tdiaractcristik  jener  Familie  von  Flächen  gleicli- 
falls  an.  Denken  wir  dann  die  RAckkclirkantc  der  der  Fläche 

_3L-  4-  ® -I * ==  1 

unigcsclirichenen  ahwickelharcn  Fläche  auf  der  Fläche  des  iirsprüng- 
liciicn  Ellipsoids,  so  tritt  die  Cleichiing 

(o* — k^)(ydz — — a'rfip -|-  (e* — k^)  {xdy — ydx)- 
==  (ft’— A’)(c’— A’)ffx’+(c*— (n’— A’)(6’— 
hinzu,  und  mau  erhält 

(arffy  — ydx)^  -j"  — xdzY  -(-  {xdy  — yrfa)’ 

==(6’-|“  — A’)da;’  -)-  (c’  -f"  o’  — A’)  rfy’  -j-  («’  -|-  ft’  — A’)  </i  ’. 

Da  aber  die  beiden  confocalcn  Flächen 

^ ,7*  -*  a-*  w*  -• 

a"»  ^ ^ ^ Ä»  "I"  c*  — A»  ~ ^ 


als  die  beiden  Mäntel  einer  Fläche  hctrdbhtet  werden  können,  welche 
der  Ort  der  Centra  für  eine  andere  Fläche  ist,  ’®)  so  gehört  die  letz- 
tere Gleichung  einer  geodätischen  Linie  des  Ellipsoids  an.  (Vcrgl. 
Art.  47  und  Art.  129  den  Satz  von  Chasles  über  die  Tangenten 
einer  geodätischen  Linie.) 

Ilicrinit  hängt  der  Satz  von  M.  Roberts  zusammen:  Wenn  man 
die  Tangenten  einer  geodätischen  Linie  auf  einer  centrisclicn  Fläche 
zweiter  Ordnung  bis  zu  ihren  rcspcctivcn  Durchschnittspunkten  mit  den 
zu  ihnen  normalen  Tangentenchenen  derselben  Fläche  verlängert , so 
erhält  man  Punkte  einer  mit  ihr  concentrischen  Kugel;  für  alle  geo- 
dätischen Linien,  welche  dicsclhc  Krtimmungslinie  berühren,  bleibt  sic 
die  nämliche. 

201.  Die  DilTerenlialgleicbung  der  Characterislik  kann  in 
derselben  Weise  gefunden  werden , wenn  ^ie  gegebene  Gleicbung 
von  der  zweiten  Ordnung  ist*“') 
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Wir  können  in  diescin  Kalle  /.wei  auf  einander  folgende 
Flächen  denken,  welche  der  gegebenen  DilTerentialglcIchung  ge- 
nngen  und  einander  längs  ihrer  DiiixlischnUlslinie  berühren. 
W’enn  wir  -i.  B.  eine  Oberllärhe  haben , die  durch  die  Bewegung 
einer  Curve  erzeugt  wird,  während  dieselbe  zwei  feste  llirccirix- 
curven  stets  schneidet,  so  denken  wir  eine  neue  diircli  dieselbe 
Curve  erzeugte  Fläche,  während  diese  zwei  neue  Directrixciirven 
beständig  schneidet;  wenn  dann  diese  letzteren  Leitcurven  die 
ersteren  in  den  Punkten  berühren,  wo  die  erzeugende  Curve  sie 
schneidet,  so  berühren  sich  die  hei,den  Flächen  längs  dieser  Linie. 

ln  diesem  Falle  haben  die  beiden  Flächen  längs  ihrer  üurch- 
schnittslinie  die  Crössen  x,  y,  r,  p,  q gemein  und  können  nur 
in  Bezug  auf  r,  s,  t von  einander  ahw eichen.  Dilferetiliiei'eii  wir 
daher  die  gegebene  IlirTercntialgleichung,  indem  wir  diese  Crössen 
als  allein  veränderlich  betrachten,  so  sei  das  Ergehniss 
R,lr  -f-  Srfs  + T,li  = 0. 

Da  nun  p und  q längs  dieser  Linie  constant  sind,  .so  sind 
drdx  -t-  (hdy  — 0,  dsdx  dtdy  — 0,  und  die  Elimination  von 
rfr,  d$,  dt  liefert  die  Gleichung  der  Cliaracteristik 
— Sdxdy  + Tdx^  = 0. 

In  den  Fällen  von  Gleichungen  zweiter  Ordnung,  welche 
wir  früher  betrachtet  haben , ergiebt  sich  diese  Gleichung  als  ein 
vollständiges  Quadrat.  Wenn  diess  nicht  der  Fall  ist,  so  zerfällt 
sie  in  zwei  Factoren,  welche,  wenn  sie  rational  sind,  zu  zwei 
unabhängigen  Characteristiken  gehören,  welche  durch  getrennte 
Gleichungen  repräsentiert  werden;  die  dagegen,  wenn  sie  nicht 
rational  sind,  zwei  Zweige  derselben  Curve  bezeichnen,  welche 
sich  in  dem  betrachteten  Punkte  der  F'läche  durchschneiden. 

202.  In  der  That,  wenn  Hie  Bewegung  einer  F'läche  durch 
einen  einzigen  Parameter  geregelt  ist  (vergl.  .Art.  60),  so  enthält 
die  Gleichung  ihrer  Enveloppc,  wie  wir  sahen,  nur  F'unctionen 
einer  einzigen  Grösse,  und  die  Differentialgleichung  gehört  zu  der 
einfachem  eben  vorher  betrachteten  Art.  Wenn  aber  die  Be- 
wegung der  F'läche  durch  zwei  Parameter  geregelt  ist,  so  ist  der 
Ort  ihrer  Berührung  mit  der  Enveloppe  nicht  eine  Curve,  son- 
dern ein  Punkt;  die  Gleichung  der  Enveloppe  enthält  im  Allge- 
meinen F'unctionen  von  zwei  Grössen,  und  die  DilTcrentialgleichung 
ist  von  der  allgemeineren  F'orm. 
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Wir  näliluii  als  ein  Iteispiel  des  Vorkommens  der  letzteren 
Klasse  von  Gleichungen  in  geometrischen  Untersuchungen  die 
Gleichung  der  Familie  von  Flächen,  für  welche  ein  System  der 
Krünimiingslinien  einer  festen  Ebene  y ==  mx  parallel  ist.  Indem 
man  in  die  Gleichung  des  Art.  50  die  Substitution  dy  » mdx 
vollzieht,  erhält  man  die  DilTerentialgleichung  der  Familie 

{(1  + <P)  s —/>?'}  + {(1  + — (1  + P"') 

— {(1  4-p’)  * — P?'-}  =0. 

Für  eine  sehr  interessante  Discussion  dieser  Gleichung  ist 

niif  Monge  p.  161  zu  venvtdsen,  da  die  Lehre  von  der  Inte- 

gration solcher  Gleichungen  nicht  in  den  Plan  dieses  Werks  ge- 
hört. Um  zu  zeigen , wie  solche  Differentialgleichungen  in  der 
Geometrie  begegnen,  wollen  wir  nachweisen,  wie  diese  Gleichung 
aus  der  Elimination  von  ot,  |3  zwischen  der  Gleichung 

(x  — o)*  -f  (y  — ^)  + {s  — («r  -f  m/J)}*  = ^ {ß  — maf 

und  ihren  nach  a und  ß gebildeten  Differentialen  entsteht. 

Jene  Differentiale  sind 

(x  — a)  -|-  [z  — q>)  [y  — ß]  -f-  m (z  — gp)  <p'  = — iff'iff, 

so  dass  (x  — “)  -f-  (y  — “I“  (f  4"  '"*)  (»  — y>)  q>'  = 0 ist. 

Es  ist  aber  auch 

(x  — o)  + P (z  — 9;)  = 0.  (y  — |S)  + ? (2  — <p)  = 0, 
also  (x  — o]  + m (y  — /S)  -1-  (p  -(-  my)  {z  — <p)  = 0. 

Die  Vergleichung  mit  der  vorigen  Gleichung  liefert  dann 

P + >”?  = (1  + »«’)  <f>'  {a  + mß). 

und  wenn  wir  («  -f-  mß)  durch  y ersetzen,  so  ist  noch  übrig,  die 
Elimination  von  y zwischen  den  Gleichungen 

^ + ">y  — V + {p  + mg)  9 iy)}  = 0, 
p -f-  mgr  = (1  -t-  m’)  <p  (y) 
zu  vollziehen.  Die  Differentiation  nach  x und  y giebt 
(l+p’  + wp?)  +(r  + »>s)  {j  — 9>  (y)}  = {1  + fp  + yp 
9’)-t-p9}-f-(s-f  mt)  {z  — ?>(y)}  = {1 + (p  + »i?)gp'}  y^. 
und  nach  der  zweiten  Gleichung  hat  man  r-|-»ns:s-|-mt=y,  ;yj, 
so  dass  das  Resultat  ist 

(1  + P^  + mpy)  (s  -f  mt)  = .[m  (1  -f-  9’)  -f  p?}  (r  -f  ms), 
wie  zu  beweisen  war. 

203.  Wegen  der  hervorragenden  Wichtigkeit  der  Regelflächen 
schliessen  wir  hier  ferner  einige  Details  aus  Rirer  besondern 
Theorie  an.*') 
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Üi«  Taiigeiilencbeiic  in  irgend  einem  Punkte  der  Fläche  ent- 
hält nothnendig  die  erzeugende  Gerade,  welche  durch  diesen 
Punkt  hindurchgeht,  weil  dieselbe  eine  der  Inflexionstangenten 
der  Fläche  in  demseihen  ist.  (Vergl.  Art.  6).  Jedem  anderen 
Punkte  der  Erzeugenden  entspricht  eine  andere  Tangentenebenc 
(Bd.  I,  Art  107),  welche  wie  folgt  construiert  werden  kann;  Be- 
kanntlich geht  durcli  jeden  Punkt  des  Baumes  eine  gerade  Linie, 
welche  zwei  heliebig  im  Raume  gelegene  Gerade  schneidet,  näm- 
lich die  Durchschnittslinie  der  beiden  Ebenen,  welche  durch  den 
Punkt  und  jene  beiden  Geraden  bestimmt  sind.  Denken  wir  daher 
drei  auf  einander  folgende  gerade  Erzeugende  der  Fläche,  und 
durch  einen  Punkt  A in  einer  von  ihnen  eine  gerade  Linie  ge- 
zogen, welche  die  beiden  andern  schneidet ; so  ist  dieselbe,  da 
sie  drei  auf  einander  folgende  Punkte  der  Fläche  mit  einander 
verbindet,  die  zweite  Inllexionstangente  in  A,  und  die  Ebene  die.ser 
Linie  und  der  Erzeugenden  durch  A ist  daher  die  Tangenten- 
ebene der  Fläche  in  A.  Es  ist  in  dieser  Construclion  vorausge- 
setzt, dass,  wie  diess  im  Allgemeinen  stets  der  Fall  ist,  je  zwei 
auf  einander  folgende  Erzeugende  sich  nicht  schneiden.  Giebt  es 
jedoch  in  der  Fläche  singuläre  Erzeugende,  welche  durch 
eine  nächstfolgende  Erzeugende  geschnitten  werden,  dann  ist  die 
Ebene,  welche  beide  enthält,  eine  Tangentenebene  in  jedem 
Punkte  der  Erzeugenden.  Insbesondere  können  endlich  zwei  auf 
einander  folgende  Erzeugende  zusammenfallen,  und  dann  ist  diese 
Gerade  eine  doppelte  Linie  der  Fläche. 

Die  Berührungsebenen  in  den  unendlich  entfernten  Punkten 
bilden  eine  developpable  F'läche,  die  der  Regelfläche  selbst  eng 
verbunden  ist. 

204.  Das  Doppelverhältniss  von  vier  Tangenten- 
ebenen, welche  durch  dieselbe  gerade  Erzeugende 
gehen,  ist  dem  Doppelverhältniss  ihrer  vier  Berühr- 
ungspunkte gleich. 

Denken  wir  die  c^rei  festen  Linien  a,  b,  c durch  vier  ge- 
radlinige Transversalen  in  den  Vmklen  AA^A^A.^,  BB^B^ByCC^C^C^ 
geschnitten,  so  gilt  zunächt  die  Doppelverhältnissgleichbeit 

= {cc.c^q}, 

da  jedes  von  diesen  beiden  DoppcIverhältnis.sen  das  Doppelvcr- 
hältniss  der  vier  Ebenen  misst,  welche  durch  a und  die  vier 
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TriinsversaleB  gclicn.  Kljcnsu  isl  als 

Ausdrücke  des  Dnppclvcrliälliiisscs  der  vier  Ebenen  durch  b. 
(Vergl.  üd.  I,  All.  112.) 

Wenn  nun  die  drei  festen  Linien  die  auf  einander  folgenden 
Erzeugenden  einer  Rcgcllläclie  sind,  so  schneiden  nach  dein  letz- 
ten Art.  die  Transversalen  eine  dieser  Erzeugenden  a in  vier 
Punkten,  für  welche  die  durch  a und  die  Transversalen  bestimm- 
ten Ebenen  die  Tangenlenelienen  sind.  Und  es  ist  also  hierdurch 
bewiesen,  dass  das  Itoppclverbfiltniss  der  vier  Ebenen  dem  Dop- 
Itelverhällniss  der  vier  Piinklc  •gleich  ist,  in  denen  die  Transver- 
sale a .schneidet. 

205.  Es  isl  bekannt,  dass  die  Ebenen  eines  Büschels  und 
die  durch  ihre  gemeinsame  Scheitelkante  gehenden  Normalebe- 
iicn  derselben  ein  involutorisebes  System  bilden,  so  dass  das  Dop- 
pelverbrdtniss  von  beliebigen  vier  Ebenen  desselben  stets  dem 
Uopjielverbällniss  ihrer  conjugierten  gleich  isl.  Daraus  folgt  nach 
Art.  204,  dass  das  System  der  Berührungspunkte  einer  um  eine 
Erzeugende  sich  drehenden  Ebene  und  der  zu  ihr  stets  nor- 
malen Ebene,  welche  dieselbe  Erzeugende  enthält,  ein  involuto- 
risches  System  isl;  in  andern  Worten,  die  Systeme  der  Be- 
rühi'iingspiinkte  der  Ebenen  eines  Büschels  mit  der 
Begcifläche  und  der  Punkte,  in  welchen  dieselben 
Ebenen  zur  Fläche  normal  sind,  bilden  eine  Involu- 
tion. Das  Centrum  des  Systems  isl  derjenige  Punkt,  in  welchem 
diejenige  l^hcnc,  welche  die  Fläche  in  unendlicher  Entfernung  be- 
rührt, zu  ihr  normal  isl.  Nach  den  bekannten  Eigenschaften  der 
Involution  bilden  die  Entfernungen  dieses  Punktes  von  den  Puxikle- 
paaren,  in  denen  eine  und  dieselbe  Ebene  die  Fläche  berührt  mul 
zu  ihr  normal  isl,  Rechtecke  von  constanter  Fläche. 

206.  Die  Normalen  einer  Regel  fläch  ein  den  Punk- 
ten einer  Erzeugenden  bilden  ein  hyperbolisches  Pa- 
raboloid. 

Denn  sie  sind  zuerst  alle  einer  Ebene,  nämlich  der  Normal- 
ebene  der  erzeugenden  Geraden,  parallel.  Man  kann'  von  dem 
Doppciverhältniss  von  vier  zur  nämlichen  Ebene  parallelen  Gera- 
den sprechen,  indem  man  das  von  vier  Parallelen  durch  densel- 
ben Punkt  meint.  In  diesem  Sinne  isl  dann  das  Doppelvcrhäll- 
niss  von  vier  Normalen  dem  der  vier  entsprechenden  Tangenten- 
ebenen gleich,  d.  i.  gleich  dem  ihrer  Berührungspunkte  nach 
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Art.  204  ihkI  dem  der  Kiiäspiinktc  der  Nonnnlen  hi  der  Kr/.eii- 
gendcn  nacli  Art.  205.  Aller  ein  System  von  I.inicn,  die  einer 
gegebenen  Ebene  parallel  sind  und  eine  gegebene  Gerade  sebnei- 
den,  erzeugt  ein  hyperbolisebes  l’araboloid,  wenn  das  Doppelver- 
hältniss  von  beliebigen  vier  unter  ihnen  dem  Doppelverlifdlniss 
der  Punkte  gleidi  ist,  welche  sie  in  jener  Geraden  bestimmen. 
Ilie  Umkehrung  des  Salzes  ist  leicht  zu  erweisen,  und  daraus  er- 
giebt  sieb  auch  seine  Richtigkeit. 

Die  Punkte,  in  welchen  vier  Erzeugende  eines  byperbniiseben 
Paraboloids  von  der  ersten  eine  Erzeugende  der  zweiten  .Schaar 
durclischneidcn,  sind  die  Rcrfibrungspunkte  der  vier  Tangenten- 
ebenen,  welche  sie  entlialtcn,  und  das  Uoppelvcrhrdlniss  der  vier 
Punkte  ist  daher  dein  dieser  vier  Ebenen  gleich.  Das  Letztere 
wird  aber  durch  das  llnppelverhrdtniss  der  vier  Linien  gemessen, 
in  denen  diese  vier  Ebenen  durch  eine  den  vier  Erzeugenden 
parallele  Ebene  geschnitten  werden,  und  diese  Geraden  sind  ilen 
Erzeugenden  parallel. 

Man  beweist  leicht  den  Satz:  Wenn  man  eine  Regellläche 
durch  eine  Schaar  von  Parallelebcnen  schneidet,  so  bilden  die 
in  Punkten  einer  Erzeugenden  gelegten  Tangenten  der  Schnitt- 
curven  ein  hyperbolisches  Paralmloid.  Denkt  man  den  von  Paral- 
lelen der  Erzeugenden  gebildeten  Kegel,  der  als  Richtungskcgel 
bezeichnet  werden  darf,  so  haben  seine  Tangentcnebenen  ilie 
gleiche  Stellung  mit  den  Tangentcnebenen  der  Regellläche  in  den 
unendlich  entfernten  Punkten  der  parallelen  Erzeugemlen.  Daher 
lassen  sich  zu  einer  jeden  Regclfläche  längs  einer  Erzeugenden 
unendlich  viele  berührende  Paraboloide  bestimmen,  die  zu  einer 
Richtungsebene  die  entsprechende  Tangcnlenehenc  des  Richtungs- 
kegels  der  l'läcbe  haben,  während  die  andere  willkürlich  ist; 
nimmt  man  sie  in  einer  der  zu  jener  rechtwinkligen  Lagen,  so 
wird  das  Paraboloid  gleichseitig.  Rei  einer  Drehung  um  90"  um 
die  Erzeugende  wird  das  Dertilirungsparaboloid  normal  zur  Fläche; 
die  fe.ste  Richtungsebene  ist  die  cnt.sprechendc  Normalebenc  des 
Ricbtungskegels.  Das  Paraboloid  der  Normalen  ist  gleichseitig. 
Der  Centraipnnkt  der  Erzeugenden  (Art.  205)  ist  der  Scheitel  des 
Paraboloids  der  Normalen. 

207.  Der  Centralpunkt  der  im  Art.  205  helrachleten  Invo- 
lution ist  der  Punkt,  in  welchem  jede  Erzeugende  der  nächstfol- 
genden Erzeugenden  am  meisten  genähert  ist,  d.  h.  der  Punkt, 
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in  dem  sie  durch  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  Erzeugen- 
den geschnitten  wird.  Der  Ort  der  Punkte  der  Erzeugenden  einer 
Regelllärlie,  iu  denen  jede  der  nächstfulgenden  Erzeugenden  am 
nächsten  ist,  wird  die  Strictionsliiiie  der  Fläche  genannt. 
Um  einen  naheliegenden  Fehlschluss  zu  corrigieren.  wollen  wir 
bemerken,  dass  die  kürzeste  F^ntfernung  zweier  auf  einander  fol- 
genden Erzeugenden  kein  Element  der  Strictionslinie  ist;  .denn 
wenn  a,  b,  c drei  auf  einander  folgende  Erzeugende  sind,  wäh- 
rend AB  die  kürzeste  Entfernung  der  beiden  ersten  von  ihnen 
ist,  so  schneidet  diese  die  kürzeste  Distanz  der  zweiten  und  drit- 
ten B,  C im  Allgemeinen  nicht,  weil  diese  b in  einem  von  B ver- 
schiedenen Punkt  Irilft,  und  das  Element  der  Strictionslinie. 
ist  nicht  AB,  sondern  ABf. 

Beisp.  1.  Man  soll  die  Strictionslinie  des  liyperliolischen  Para- 
lioloids  ^ ^ = j licstimmen. 

Die  (ileichungen  * = i:,  * — ' 

' o n h X 

X , 1/  , ® ^ 

rt  ' h rt  b fl 

drücken  ein  Paar  Erzeugende  aus;  sie  sind  der  Ebene  ^ ^ = ü 

parallel,  und  ihre  kürzeste  Entfernung  ist  dalier  zu  dieser  Ebene  nor- 
mal und  liegt  in  der  Ebene 

welche  die  erste  Erzeugende  im  Punkte  i = schneidet. 

Wenn  beide  Erzeugende  dem  Zusammenfällen  sich  uniregrenzt  nähern, 
so  erhalten  wir  für  die  Coordinaten  des  Durchschnittspuuktes  derselltcn 
mit  der  kürzesten  Distanz 

rt*  6*  1 X I ,V  O*  Ä*  1 

^ “■  T’  I i “ T’ 

und  also  («*  -f  b'^j  -f-  = („J  — b'^) 

oder  ^ + ^ = 0. 

Die  Strictionslinie  ist  daher  die  Parabel,  in  welcher  diese  Elienc 
die  Fläche  durchsebneidet.  Wenn  man  dieselbe  Fläche  als  durch  die 
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Erzeugcnticn  ilca  andern  Systems  gebildet  denkt,  so  liat  sie  eine  zweite 

Strictionslinie  in  der  Ebene  — , — = 0. 

o’ 

Für  ilas  giciebscitige  Paraboloid  werden  die  dem  Sclieitel  ent- 
s|irccbeiideii  Erzeugenden  die  Strictionslinie. 

Peisp.  2.  Man  liestimme  die  Strictionslinie  des  Hyperboloids 


Sie  ist  die  l)nrcbschnitlslinic  der  FISclic  mit  der  durcli 

(1  + (1  + l\  = '1*  /I  _ 

dargcsteilteii  Fläciie. 

208.  Wenn  eine  Erzeugende  einer  Regcllläclie  gegeben  ist, 
so  können  wir  einfache  Hyperboloide  construieren,  welche 
diese  Erzeugende  mit  der  Regelfläche  gemein  und 
längs  derselben  In  allen  Punkten  die  nämlichen  Tan- 
gentenebenen mit  ihr  besitzen. 

Denn  aus  der  Construction  des  Art.  203  folgt,  dass  die  Tan- 
gentenehene  in  jedem  Punkte  der  Erzeugenden  bestimmt  ist  durch 
die  zwei  nächstfolgenden  Erzeugenden  der  Regelfläche  und  dass 
zwei  Regelflächen  sich  längs  einer  Erzeugenden  berühren  und 
einerlei  Haupttangenlen  besitzen,  wenn  sie  diese  und  die  zwei  nächst- 
folgenden Erzeugenden  gemein  haben.  Irgend  drei  sich  nicht  dureb- 
schneidende  gerade  Linien  bestimmen  aber  ein  einfaches  Hyper- 
boloid (Bd.  I,  Art.  76),  und  das  durch  die  betrachtete  Erzeugende 
und  die  zwei  nächstfolgenden  bestimmte  Hyperboloid  berührt  also 
die  Fläche,  wie  vorgeschrieben  ist. 

Setzen  wir,  um  die  volle  Bedeutung  des  ausgesprochenen 
Satzes  zu  erläutern,  voraus,  dass  die  Axe  der  z ganz  in  einer 
Fläche  n**'  Ordnung  liege,  so  muss  jedes  Glied  ihrer  Gleichung 
entweder  x oder  y enthalten,  so  dass  diese,  nach  den  Potenzen 
von  X und  y geordnet  von  der  Form 

«(,_!) a:  -f-  + U(„_s)a:*  + v^„-i)Xy  -f  -f-  etc.  = 0 

sein  wird,  wo  U(,_i),  y(,_ ij  Functionen  von  z vom  Grade  (« — 1), 
»(,_2),  »(,-»)  solche  Functionen  vom  Grade  (n — 2),  etc. 
bezeichnen. 

Dann  ist  (vergl.  Bd.  I,  Art.  107)  die  Gleichung  der  Tangen- 
tenebene in  irgend  einem  Punkte  der  Axe  -j-  y=0, 

wenn  wir  durch  und  r'(._i)  das  Resultat  der  Substitution 
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der  Coordinalen  des  iterrdirui)gs|iunklcs  iu  i'i.-i)  respec- 

live  hezeidincn.  lliiigekelii t folgt,  ilass  eine  Kliene  y = mx  die 
Fläche  in  (n  — 1)  l'iiiikten  berührt,  welche  durch  die  (ileichuiig 

-f- 

hestiiiiint  werden.  Wenn  aber  einen  gemeinschaft- 

lichen Factor  Up  Italien,  so  dass  die  ('ilieder  vom  ersten  (irade 
in  X und  y in  tier  Form 

“/<  (''('>-»>-1)»^  + — 0 

gcschrieheii  werden  können,  so  ist  diedleichung  derTangentenehene 

= 0, 

lind  eine  Fdiene  y = mx  berührt  die  F'lache  in  {ii~p — 1)  Punkten. 

.Man  erkennt  leicht,  dass  die  Punkte  der  Axe,  für  welche 
1/^  = 0 ist,  Doppelpunkte  der  Fläche  darstellen. 

Nun  ist  in  dem  Theorem  dieses  Art.  ausgesprochen,  dass, 
so  lange  die  Axe  der  ; nicht  eine  isolierte  gerade  ünic  der 
Fläche  ist,  sondern  vielmehr  eine  von  einem  System  von  geraden 
Kiv.eugendeii.  welche  diu  Fläche  hesitzl,  die  F’orm  der  Gleichung 
sein  müsse 

(ux  -f  ry)  -j-  . . . = 0. 

so  dass  die  Tangentenehene  der  Fläche  in  irgend  einem  Punkte 
der  Axe  die  nämliche  ist  wie  für  das  Hyperboloid  ux  -f-  vy  = 0, 
nämlich  ti'x  -f"  r'y  = 0. 

Irgend  eine  Khene  y = mx  berührt  somit  die  Flache  in  nur 
einem  Punkte.  Der  F'aetor  !/(,-*)  zeigt  aber  an,  dass  in  jeder  Er- 
zeugenden (n  — 2)  Punkte  liegen , welche  Doppelpunkte  der 
Fläche  sind. 

Nach  dein  Salze  des  Art.  204  ist  aber  evident,  dass  jedes 
Ilyperholoid,  welches  in  drei  Punkten  der  hctrachteten  Erzeugen* 
den  mit  der  Regeldäche  dieselben  Iterflhrnngsehenen  hat,  iliese 
Eigenschaft  in  sämmtlichcn  Punkten  der  Erzeugenden  besitzt.  Man 
kann  daher  immer  ein  Hyperboloid  he.slimmen,  welches  die  Rcgcl- 
lläche  längs  einer  gegebenen  Erzeugenden  berührt  und  eine  ge- 
gebene jene  Erzeugende  nicht  schneidende  Gerade  enthält.  Das 
Hypei'holoid  der  Hauptlangenten  längs  der  Itirzcngcnden  ist  unter 
allen  ausgezeichnet.*) 

209.  Wir  können  diess  für  (dne  wichtige.  Klasse  der  Regel - 
nächeii  bestätigen,  nämlich  für  diejenigen,  deren  geradlinige  Er- 
zeugende durch  zwei  Gleichungen 

*)  Vergl.  den  Herausgebers  „ÜarslelleuUe  üeonictrie"  p.  414  f. 
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or  + 6r->  -f  - * -f . . . = 0,  o'r  + 6'/"-'  + ci”-^  -j- . . . =o 

aui:gedrückt  werden  küniicii,  in  denen  a,  a,  b,  b',  , . . lineare 
Functionen  der  Coordinalen  und  t einen  veränderlichen  Parame- 
ter vorstellen. 

Die.  durdi  Elimination  von  t erhaltene  Gleichung  der  Fläclie 
kann  nacli  den  Gesetzen  der  Elimination*)  in  der  Form  einer 
Determinante  dargestellt  werden,  deren  erste  Vertical-  und  Ilori- 
znntalreihe  identisch  sind,  nämlich  {ab'),  [ac]  {a(f),  . . . 

Nun  ist  die  Linie  a — 0,  a'  = 0 eine  Erzeugende,  nämlich 
ilie  dem  I’arameterwerth  I = oc  entsprechende,  und  wir  sahen 
dien,  dass  jedes  Element  der  ersten  Horizontal-  und  Verticalreihe 
entweder  a oder  a'  enthält;  da  nun  jedes  Glied  der  Entwickelung 
der  Determinante  einen  Factor  aus  der  ersten  Verticalreihe  so- 
wohl als  aus  der  ersten  Horizontalreihc  enthält,  so  ist  diese  Ent- 
wickelung vom  zweiten  Grade  in  n und  a’,  denjenigen  Theil  mir 
ausgenommen,  welcher  mit  dem  ersten  Elemente  in  heiden  Reihen, 
d.  i.  mit  (ab'}  multipliciert  ist.  Dieser  Theil  der  Gleichung  aber, 
der  in  o,  a'  nur  vom  ersten  Grade  ist,  bestimmt  die  Tangentialebene 
in  irgend  einem  Punkte  der  geraden  Linie  aa',  und  die  Regel- 
fläche wird  daher  längs  dieser  Erzeugenden  von  dem  Hyperbo- 
loid ab'  — ab  = 0 herfihrt. 

Wenn  a = 0,  b = 0 oder  a'  = 0,  b' = 0 dieselbe  Ebene 
darstellen,  so  durchschneidet  die  betrachtete  Erzeugende  die  nächst- 
rolgende,  und  die  Ebene  a = 0 beriihrt  die  Fläche  nach  ihrer 
ganzen  Länge. 

Wenn  b = ka,  b'  ~ ka'  sind,  so  verschwinden  die  Glieder, 
welche  in  n.  a'  vom  ersten  Grade  sind,  aus  der  Gleichung  der 
Fläche,  und  die  Erzeugende  aa'  ist  eine  Doppcilinic  derselben. 

210.  Indem  wir  zur  allgemeinen  Theorie  der  Rcgelflächcn 
zurückkehren,  erkennen  wir,  dass  jede  durch  eine  Erzeugende 
gehende  Ebene  mit  der  P'läche  ausser  dieser  Geraden  eine  Curvc 
von  der  Ordnung  (n  — 1)  gemein  haben  wird,  die  die  Erzeugende  in 
(n  — 1)  Punkten  schneidet.  Jeder  dieser  Punkte  ist  als  ein  Dop- 
pelpunkt in  der  Schnittcurvc  nach  Art.  5 in  gewissem  Sinne 
ein  Berührungspunkt  der  Ebene  mit  di  r Fläche.  Aher  in  Art.  208 
haben  wir  gesehen,  dass  nur  einer  von  ihnen  ein  eigentlicher 
Berührungspunkt  der  Ebene  ist,  dass  dagegen  die  übrigen  (n  — 2) 


•)  Vergl.  „Vorlesungen“  Art.  46  f. 
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feste  Punkte  der  Erzeugenden  sind,  welclie  mit  der  Drehung  der 
Ebene  um  dieselbe  nicht  variieren.  Es  sind  die  Punkte,  in  «cl- 
ehen  diese  Erzeugende  andere  nicht  närlistfolgendc  Erzeugende 
durchsehneidet,  also  Punkte  einer  Doppelcurve  auf  der  Fläche. 
Eine  wiiidsehiefe  Itegelfläe.he  hat  daher  im  Allge- 
meinen eine  D o |>  p e I c u r v c , w e I e h e j e d e E r z e u g c n d e i n 
(« — 2)  Punkten  diirehsch neidet.  Es  kann  geschehen,  dass 
zwei  oder  mehrere  von  diesen  (fi  — 2)  Punkten  zusamnienfallen, 
und  dass  die  vielfache  Eurve  der  Fläche  von  einer  hohem  als 
diT  zweiten  Ordnung  ist.  In  dem  im  letzten.  Art.  hetrachteten 
Falle  kann  hew  iiwen  werden,  •)  dass  die  vielfache  Curve  von  der 
Ordnung  ^(w  -}-  « — 1).(ot  -f-  n — 2)  ist,  und  dass  in  ihr 
^(m  -f-  n — 2)  (m  -f-  n — 3)  (m  -{-  « — 4) 
dreifache  Punkte  existieren. 

Eine  Hegeldächc,  welche  eine  Dnppellinie  besitzt,  wird  im 
Allgemeinen  keine  Euspidal-  oder  Hückkehrkante  haben,  ohne 
dass  sin  abwickelbar  ist,  und  ihr  ebener  Querschnitt  ist  daher 
eine  Eurve  mit  Doppelpunkten,  aber  ohne  Spitzen. 

211.  Detrachten  wir  nun  den  Kegel,  der  aus  irgend  einem 
Punkte  als  Scheitel  der  Degellhäche  umgeschrieben  ist. 

Da  jede  Ebene,  welche  eine  Erzeugende  enthält,  die  Fläche 
in  einem  Punkte  lierfdirt,  so  sind  die  Tangentenebenen  des  Ke- 
gels die  Ebenen,  welche  seine  Spitze  mit  den  Erzeugenden  der 
Fläche  bestimmt.  Der  Kegel  lial  im  Allgemeinen  keine  stationä- 
ren Tangentenebenen,  da  eine  solche  Ebene  erfordert,  dass  zwei 
auf  einander  folgende  Erzeugende  in  einer  Ebene  lieg'en,  die  zu- 
gleich die  Spitze  des  Kegels  enthält;  es  liegen  aber  nur  in  spe- 
ciellen  Fällen  zwei  auf  einander  folgende  Erzeugende  in  einer 
Ebene,  die  Zahl  solcher  Ebenen  ist  somit  beschränkt,  und  im 
Allgemeinen  kann  nicht  eine  von  ihnen  durch  einen  beliebigen 
Punkt  des  Raumes  gehen.  Die  Klasse  des  Kegels,  da  sie  ausge- 
drückt ist  durch  die  Zahl  seiner  Tangentenebenen,  welche  durch 
eine  heliehige  seine  Spitze  enthaltende  Gerade  gehen,  ist  in  Folge 
dessen  gleich  der  Anzahl  der  Erzeugenden  der  Fläche,  welche 
diese  Linie  schneiden,  il.  h.  gleich  der  Ordnung,  oder  wie  wir 
wegen  dieser  Zusammenslimmung  sagen  wollen,  gleich  dem  Grade 
der  Fläche.  ;Vergl.  Rd.  I,  Art.  161,  Anmerkung.) 

•)  Vergl.  die  Untersuehung  „Ueber  die  Ordnung  von  Systemen  von 
Gleichungen“  im  letzten  Kapitel.  Ebenso  für  Art.  216,  218,  219. 
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Wir  lialiri)  nun  hrwirscn , dass  die  Klasse  des  Kegels  dein 
Grade  oder  der  Ordnung  eines  eliencn  QuerseliniUs  der  Fläche 
gleich  ist,  und  dass  der  erstere  keine  stationären  Tangentenehe- 
nen,  der  letztere  keine  stationären  oder  Cuspidal|iunkte  hat. 
Dann  heweiscn  aher  die  Gleichungen,  welche  die  Anzahlen  von 
irgend  dreien  der  Singularitäten  einer  Curve  verbinden,  dass  die 
Zahl  der  Doppeltangenlenehcnen  des  Kegels  der  Zahl  der  Doppel- 
punkte eines  Schnittes  der  Fläche  gleich  sein  muss;  mit  andern 
Worten,  dass  die  Zahl  der  durch  einen  angenommenen  Punkt 
gehenden  Ebenen,  welche  zwei  Erzeugende  enthalten,  gleich  der 
Zahl  der  Durchschnittspnnkte  zweier  Erzeugenden  ist,  welche  in 
einer  angenommenen  Ebene  liegen.*') 

212.  Wir  erläutern  die  vorige  Theorie  durch  Aurzählung 
einiger  von  den  Singularitäten  der  Regcifläche,  welche 
durch  eine  gerade  Linie  erzeugt  wird,  die  stets  drei 
feste  Leitcurven  schneidet,  deren  respective  Grade  m,, 

m.j  sind. 

Der  Grad  oder  die  Ordnung  der  erzeugten  Fläche  ist  der 
Zahl  der  Erzeugenden  gleich,  welche  eine  angenommene  gerade 
Linie  durchschneiden,  also  gleich  der  Zahl  der  Durchschnitts- 
punkte "der  Curve  mit  der  Regelllächc,  welche  die  Curven 
m.^,  und  die  angenommene  Gerade  zu  Leitlinien  hat,  d.  h. 
das  m, fache  des  Grades  der  letztem  Fläche.  Dieser  letztere  ist 
ferner  in  gleicher  Weise  das  in.Tache  vom  Grade  einer  Rcgel- 
fläclic,  welche  zwei  gerade  Linien  und  die  Curve  m,  zu  Leit- 
linien hat,  und  der  Grad  der  letzten  endlich  aus  demselben  Grunde 
= t2mj.  Somit  ist  der  Grad  der  Regelfläche  von  den  Directrix- 
curven  m,,  »ij,  »I3  gleich  2OT,mjm3. 

Die  drei  Curven  m,,  m.^,  »I3  seihst  sind  vielfache  Linien  ii\ 
der  Fläche,  deren  Ordnungen  respective  m^m^,  m^mf,  sind. 
Denn  durch  irgend  einen  Punkt  der  ersten  Curve  gehen 
Erzeugende,  die  Durch.schnitt.slinieii  der  iiher  den  Curven  m.,,  in, 
stehenden  Kegel,  welche  diesen  Punkt  zum  Scheitel  haben. 

213.  Der  Grad  der  Regelfläche  reduciert  sich,  sobald  ein 
Paar  der  Leitcurven  gemeinschaftliche  Punkte  besitzt.  Wenn  die 
Curven  m^,  einen  Punkt  gemein  haben,  .so  ist  oflenbar  der 
Kegel,  der  aus  diesem  Punkte  durch  m,  beschrieben  wird,  ein 
Theil  des  Sy.stems,  und  die  Ordnung  der  eigentlichen  Regelfläche 
wird  daher  um  m^  vermindert.  Und  allgemein,  wenn  die  drei 
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Li'itciirvon  m^.  »ij  rcsppctivc  piiifi  Anznlil  von  a,  ß,  y Piink- 
tpii  paarweise  gemein  haben,  so  wird  die  Ordnung  der  eigenl- 
lielien  Regelllächc  nni  m^c^  -j-  m.ß  -|-  m^y  redueiert.  Wenn  also 
7..  It.  die  Leitlinien  zwei  gerade  l.inien  und  eine  Ranincurve  dritter 
Ordnung  sind , so  ist  dir,  Fläche  im  Allgemeinen  von  der  sechsten 
Ordnung;  aber  ihre  Ordnung  ist  vier,  wenn  jede  der  Geraden  die 
Gnrve  dritter  Ordnung  schneidet;  sie  ist  zwei,  wenn  jede  der  Ge- 
raden sic  zweifach  durchschneidel;  wenn  die  eine  derselben  die 
Ciirve  dritter  Ordnung  zweirach,  die  andere  sic  einfach  schneidet, 
so  ist  die  Fläche  von  der  dritten  Ordnung,  und  die  erste  der  bei- 
den Geraden  ist  in  ihr  eine  I)op|ielliuic. 

Denken  wir  ferner  als  die  Lcitcurven  irgend  drei  ebene 
Querschnitte  eines  einfachen  Hyperboloids.  Nach  der  allgemeinen 
Theorie  müsste  die  entstehenile  Fläclie  von  der  sechzehnten  Ord- 
nung sein ; da  aber  jedes  Paar  der  Leitcurven  zwei  Punkte  mit 
einander  gemein  haben,  nämlich  die  Puidtte,  in  welchen  die 
üurchsr.hnittslinic  ihrer  Fhenrii  das  Hyperboloid  durchschneidet, 
so  enthält  die  Fläche  der  sechzehnten  Ordnung  sechs  Kegel  zwei- 
ten Gradesi  die  durch  die  dnp|>elt  zählende  Originnllläche  zweiter 
Ordnung  zur  sechzehnten  Ordnung  ergänzt  werden.  Dass  diese, 
doppelt  zählen  muss,  geht  aus  dem  Umstande  hervor,  dass  die 
vier  Krzeugenden,  welche  durch  einen  Punkt  in  einer  der  Leit- 
curven hinilurchgeheii,  aus  zwei  Kegelseiten  und  zwei  Erzeugen- 
den des  Hyperboloids  bestehen. 

Wenn  wir  allgemeiner  drei  ebene  Schnitte  einer  RegelOäclie 
als  Leitcurven  wählen,  so  enthält  die  Gleichung  der  erzeugten 
Regelllächc  ausser  den  dir.  Kegelllärhcn  und  die  Üriginainäche 
darstellenden  Facloren  einen  Factor,  der  eine  andere  durch  die 
gegebenen  Curven  gehende  Regellläche  darstellt.  Denn  es  ist  iin 
Allgemeinen  möglich,  gerade  Linien,  welche  alle  drei  Gurven 
durchschneiden,  zu  bestimmen,  die  nicht  unter  den  Erzeugenden 
der  Originalfläche  sind. 

214.  Aus  der  Ordnungszahl  der  Regellläche  und  dem  Art.  210 
folgt,  dass  jede  Erzeugende  von  — 2)  andern  Erzeu- 

genden geschnitten  wird.  Da  sic  aber  in  den  Punkten,  die  sie  mit 
den  Leitcurven  gemein  hat,  — + 1) 

andere  Erzeugende  schneidet , so  muss  sie  ausserhalb  der  Leit- 
curven noch  “f"  1 Erzeugende 

durchschncidcn. 
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Wir  küniii-n  dies  Hesiiltül  imabliän;,’ig  begründen,  indem 
wir  die  Zahl  der  Erzeugenden  nntersiiclien,  welelie  eine  gegebene 
Erzeugende  ibircbscbneideii.  ^acll  dem  vorigen  Art.  ist  der  (;i’ad 
der  llegclfläcbe,  deren  Leitlinien  die  Curven  «i|,  tu.,  und  die  ge- 
gebene Erzeugende  sind,  d.  b.  eine  gerade  Linie,  welclie  beide 
durelisclineidet,  gleicli  2»i|  m.,  — «i,  — m,. 

Indem  wir  iliesc  Zahl  mit  m,  mnlti[>licieren,  erhalten  wir 
die  Zahl  der  Punkte,  in  denen  diese  llegelHäche  dnreh  die  Curve 
geschnitten  wird,  unter  ihnen  jedoch  den(m,»i;j  — 1)  fach  gezähl- 
ten Punkt,  in  welchem  die  Curve  m.,  die  betrachtete  Erzeugende 
schneidet.  [Ue  Siibtraction  dieser  Zahl  lässt 

— m^m.^  — nii/n-j  — -j-  1 

als  die  Zalil  der  Punkte  der  Curve  m.^,  durch  welche  eine  Cc- 
rade  so  gezogen  werden  kann,  dass  sie  die  Curven  m,,  Wj  und 
die  angenommene  F>zcugende  schneiden , 'd.  h.  die  gesuchte  Zahl. 

215.  Wir  können  auf  demselben  Wege  die  Ordnung  der  Fläche 
untersuchen,  welche  erzeugt  wird  durch  eine  Gerade,  die  eine 
Curve  m,  zweifach  und  eine  andere  Curve  m.^  einfach  schneidet. 
Wie  in  Art.  212  ergiebt  sich,  dass  diese  Ordnung  das  ;n,fache 
der  Ordnung  derjenigen  Fläche  ist,  deren  Erzeugende  die  Curve  ;«| 
zweifach  und  eine  beliebig  gewählte  Gerade,  einfach  schneidet; 
wenn  dann  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Curve  m, 
ist,  d.  h.  die  Zahl  der  die  Curven  zweimal  schneidenden  Gera- 
den, weiche  durch  einen  buliehigen  Punkt  im  Itaume  gehen,  so 
folgt,  dass  die  gewählte  Gerade  in  der  fraglichen  Fläche  vielfach 
im  Grade  A,  ist,  und  dass  der  Schnitt  der  letztem  mit  einer  durch 
die  Gerade  gehenden  Ebene  aus  dieser  A,fach  zählenden  und  den 
— 1)  einfachen  Geraden  besteht,  durch  welche  man  die 
Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der  (äirve  m,  paarweis  verbindet. 
Der  Grad  dieser  Regellläche  ist  also  //,  -|-  — 1),  und  der 

Grad  der  ursprünglichen  Regellläche  ist  das  fache  dieser  Zahl, 

wenn  die  zweite  Leitlinie  eine  Curve  m.j  ist  statt  einer  Geraden. 
Mann  kann  diess  Ergebniss  wie  folgt  bestätigen.  Rctrachten  wir 
eine  aus  zwei  einfachen  Curven  »i,,  zusammengesetzten  Curve, 
so  ist  die  Zahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  A,  -[-  A.j  -f" 
die  Ordnung  der  Flüche,  welche  durch  die  eine  feste  Gerade  ein- 
fach und  die  zusammeiigesetzle  Curve  zweifach  schneidenden  Ge- 
raden erzeugt  ist,  wird 
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4 fin,  mj)  (m,  -f-  "'i  — *)  "f  ^'i  "f  4” 

= { Jm,  (m,  — 1)  + A|}  + {i'«..  K — ')  + *;•}  + S'»!«»,,. 

2l(>.  Die  Ortliiuiig  der  Fläche,  «elclie  von  einer  die  Lcil- 
rurve  dreifach  schneidenden  Geraden  crzengl  «ird,  kann  in  fol- 
Kcndcr  Weise  hesliinml  «erden,  wenn  die  Feilciirve  als  die  Dnrch- 
dringniiK  '"H  Fläciien  U = i\  /’ = 0 gegehen  ist.  Sei  x'i 
ein  l’nnkt  der  Gnrve  und  Xi  ein  l’nnkl  in  einer  dnrcli  denselhen 
gehenden  Krzengenden  , und  seien  «ie  in  Arl.  84  die  heiden 
Gleichnngen 

Al/  + \hr-l/  4-  etc.  = 0,  dl"  + JU-T'  4 eie.  = 0 

gehildel,  so  ninssen  diese  ffir  eine  die  Gnrve  noch  /.«einial  schnei- 
dende Frzengende  zwei  genieinsanic  Wnrzeln  hahen.  Wenn  wir 
die  hezüglichen  liedingnngeii  hilden  und  zwischen  ihnen  ninl 
{/'  = 0,  V'  = 0 die  Xi  eliminieren,  so  ei'halten  wir  die  Gleichung 
der  Fläche  oder  vielinchr  die  der  dreifach  genommenen  Fläche,  weil 
jede  F.rzengcndc  drei  verscliiedcnen  l’nnklen  der  Gnrve  V V enl- 
sprichl.  Da  aber  {/'und  1"  die  .t;  nicht  enlhalleii,  so  ist  die  Ordnung 
des  Fliminationsresiillales  das  IVodnct  ptj  der  Ordnung  von  V,  l^in 
das  Gewicht  der  andern  beiden  Gleichungen  (vcrgl.  a.  a.  O.); 
wenn  wir  aber  die  dort  gegebenen  Formeln  ffir  das  Gcwiclil  der  Be- 
dingungen, unter  denen  zwei  Gleichnngen  zwei  gcmcinsaine  Wur- 
zeln haben,  anwenden,  mit  den  Werlhen  m = p — 1,  « = ^ — 1, 
A = 0,  k’  = p,  p.  — 0,  p ~ q,  so  ist  das  Resultat 

4(w-2)  {2pq-Mp  + q)-\-A.), 

und  die  Ordnung  der  fraglicben  Fläche  ist  das  Product  dieser 
Zahl  in  i^pq.  Da  endlich  für  die.  Gurve  f/Fnach  Art.  m=pq, 
‘ih  = pq  [p  — 1)  (y  — 1)  und  somit  pq{p  4 ?)='”’ 4 ”•  — 2A 
ist,  so  wird  die  fragliche  Ordnungszahl  in  Function  von  m und  h 

•J1  (m  — 2)  ((>A  4 ‘“1*-“''  ("'  — 2)  ^ — 1)  (">  — 2), 

eine  Zahl,  die  wie  im  letzten  Arl.  veriUciert  werden  kann. 

217.  Die  in  den  vorigen  Art.  hetrachleten  Regelflächen  hahen 
durchweg  eine  gewisse  Anzahl  doiipelter  Erzeugenden.  Eine  Ge- 
rade ist  in  der  durch  drei  Lcitcurven  m, , m.^,  »I3  beslimniten 
Regelfläche  doppelt,  wenn  sic  die  Gurve  wi,  zwei  mal  und  die 
Gnrven  tn.^  uud  nij  einfach  schneidet,  und  die  Zahl  solcher  Ge- 
raden ist  olTcnbar  gleich  der  Zahl  der  Schnittpunkte  der  Gurve 
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mit  der  Fläche,  welche  die  die  Ciirve  zweifach  und  die  Curve 
m.j  einläeli  schneidenden  (ieraden  erzeugen,  d.  h.  sie  ist 
»V«3  {i«,  (ot,  1)  + A, 

und  clie  lir.sauunlznhl  der  doppellcn  Krzeiigenden  ist  also 
^ wi,  m.jtn.j  (ni|  -f-  m.,  -f-  >"j  — 3)  -}- A,  -f- m,  ni^. 

Fhenso  gehören  die  (Ieraden,  welche  m,  dreifach  nnil  m.,  einfach 
schneiden,  dreifach  zu  dem  System  von  (Ieraden,  welche  m,  zwei- 
fach und  m.^  einfach  schneiden,  und  die  l^ahl  solcher  dreifacher 
Frzengenden  ist  nach  dem  letzten  Art. 

»ij  (m,  — 2)  A,  — i m,  — I)  {/«,  — 2). 

Die.seihe  Fläche  hat  alter  auch  doppelte  Mrzengende,  nämlich  die 
(ieraden,  welche  s<iwohl  m,  als  zweifach  schneiden;  wir  wer- 
den ihre  Zahl  im  Folgenden  hestimmen. 

Endlich  sind  die  Geraden,  welche  eine  Curve  vierfach  schnei- 
den, vielfache  Linien  vom  Grade  vier  in  der  Fläche,  welche  durch 
die  eine  Curve  dreifach  schneidenden  Geraden  erzeugt  wird.  Wir 
können  die  Zaid  solcher  Linien  dann  bestimmen,  wenn  die  Curve 
als  der  Durchschnitt  von  zwei  Flächen  gegeben  ist.  Wir  begrün- 
den vorerst  ein  Princip,  welches  mannicbfache  Anwendungen  ge- 
stattet. 

218.  Angenommen,  die  Gleichungen  von  drei  Flächen  U,  V,  W 
seien  in  den  ar.-  von  den  respccliven  Grailen  X,  A',  X"  und  in  den 
x/  von  den  Geraden  p,  p’,  p";  wenn  dann  alle  die  XX' X"  Punkte, 
welche  den  drei  Flächen  gemeinsam  sind,  in  x,  zusammenfallen, 
so  soll  die  Ordnung  der  vveiteren  Bedingung  gefunden  werden, 
unter  welcher  sie  eine  gerade  Linie  gemein  haben.  Wenn  diess 
der  Fall  ist,  so  hat  jede  beliebige  Ebene  = 0 

einen  Punkt  mit  den  drei  Flächen  gemein,  nämlich  den  in  jener 
Geraden  gelegenen,  und  das  Resultat  der  Elimination  zwischen 
(7  = 0,  V — 0,  (F  = 0 und  der  Gleichung  der  Ebene  muss  so- 
mit verschwinden.  Dasselbe  ist  vom  Grade  X)!X"  in  den  und 

vom  Grade  nX'X"  -|-  p'A"A  -|-  p"AA'  in  den  x',-.  Die  erste  Zahl  soll 
die  Ordnung,  die  zweite  das  Gewicht  der  Resultante  heissen. 
(Vergl.  a.  a.  0.).  Da  nun  die  Resultante  als  das  Ergebniss  der 
Multiplication  der  sämmtlicben  Werthe  von  ||_x,  + . • . entsteht, 
die  durch  die  Substitution  der  Coordinaten  der  Schnittpunkte  von 
U,  V,  W erhallen  werden,  so  ist  sie  von  der  Form  7t(|,x', 
für  jt  = 0 als  die  fragliche  Bedingung,  weil  |,x',  -f*  • • • ==  0 
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aiissagt,  dass  die  »illkürliclic  Ebene  den  Punkt  x.-  eniliäli,  d.  Ii. 
einen  von  der  Existenz  der  gemeinsamen  Geraden  unabhängigen 
gemeinsamen  Punkt  der  drei  Flächen.  Die  Bedingung  = 0 für 
die  Existenz  der  gemeinsamen  Geraden  ist  also  vom  Grade 
fiXT'  + fi'X"X  + fi"XX'  - XX'X", 

d.  h.  ilir  Grad  wird  erhalten,  indem  man  die  Ordnung  der  Gleich- 
ungen ü = 0,  P'=0,  ff' = 0 von  ihrem  Gewicht  subtrahiert. 

, 219.  Ist  nun  a:,-  ein  Punkt  in  der  Schniltcurve  der  Flächen 
U = 0,  y = 0 und  X,-  irgend  ein  anderer  Punkt,  und  bilden  wir 
wie  in  Art.  21G  die  Gleichungen  d U -j-  ^XS-l/  -[-  . . . = 0, 
ä y -j-  i Xd'^  F = 0,  so  müssen  sie  als  Bcstimmungsgleich- 

ungen  für  A betrachtet  drei  gemeinsame  Wurzeln  haben,  damit 
der  Punkt  Xi  ein  Punkt  sei,  durch  den  eine  die  Curve  vierfach 
schneidende  Gerade  geht.  Menn  wir  also  die  drei  Bedingungen 
bilden,  unter  denen  diese  Gleichungen  drei  gemeinsame  Wurzeln 
haben,  so  bezeichnen  dieselben,  als  Functionen  von  x,  betrachtet, 
Flächen,  welche  die  die  Curve  in  vier  Punkten  schneidende  Ge- 
rade gemein  haben.  Und  wenn  x',-  kein  solcher  Punkt  war,  so 
würde  kein  von  ihm  verschiedener  Punkt  x,-  gefunden  werden 
können,  für  welchen  die  drei  Bedingungen  zugleich  erfüllt  wären, 
d.  h.  die  drei  Bedingungen  bezeichnen  im  Allgemeinen  Flächen, 
welche  keinen  andern  Punkt  als  x',-  gemein  haben.  Die  Ordnung  der 
Bedingungen,  welche  die  x,'  erfüllen  müssen,  damit  sic  einen  Punkt 
darstellen,  durch  welchen  eine  die  Curve  vierfach  schneidende 
Gerade  gehl,  ist  daher  nach  dem  letzten  Art.  die  Dilferenz  zwi- 
schen dem  Gewicht  und  der  Ordnung  des  Systems  von  Bedingun- 
gen, unter  welchen  diese  Gleichungen  drei  gemeinsame  Wurzeln 
haben.  Nach  dem  Anhang  von  der  Ordnung  von  Systemen  von 
Gleichungen  ist  das  Gewicht  dieses  Systems  — für  m = p — 1, 
n = q — 1,  X ~ p,  a = q,  X'  = p'  =0  — 

I {'ip^q^  — -f  -)-  5pq  (/<+?)*  -f  löpq  {p-\-q)  — 1 3/J7 

— t>G(/>  “f-  q')  108  j- 1 

während  seine  Ordnung  ist 

Die  Ordnung  der  Bedingung,  unter  welcher  jt  = 0 durch 
x',  erfüllt  ist,  wird  somit  als  die  Dilferenz  dieser  Zahlen 

— b/'y’(P  + ?)  + 3/zy(/>  + q)'  + 18/<y  (yi-hi')  — 2G/»y 
— (>ü  [p  -|-  '/)  + 1 11}. 
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Da  der  Durchschiiill  der  Kläclie  « = 0 mit  der  gegebenen 
Curve  die  l’uiikle  bestimmt,  durch  welche  die  vierrueb  schneiden- 
den Geraden  gehen , so  ist  die  Zahl  solclier  Linien  gleich  dem 
|•roducte  der  gefundenen  Zahl  in  \pq.  SeUt  man  wie  vorher 
pq  ==  TO,  pq  (p  -\-q)  ==  m’  -|-  m — 2A,  so  w ird  diese  Zahl  ausge- 
drückt durch 

^/—  m*  -f  18to^  — 71m*  — 78m  — 48mh  -f  132A  -f  12A*}. 

Cayley  hat  bemerkt,  dass  ausiiahmsweise  die  Fläche  n — 0 
die  Curve  ganz  enthalten  kann,  so  dass  es  unendlich  viele  vier- 
fach schneidende  Gerade  giebt;  in  der  Tbat  ist  die  DurchschniUs- 
curve  eine  Regellhäche  mit  einer  Fläche  Ordnung  offenhar  so 
heschalTen,  da^s  jede  Erzeugende  der  Hegellläche  sie  pnial  durch- 
schneidet. Im  Allgemeinen  ist  die  Zahl  der  vierfach  schneidenden 
Geraden  hesliinmt,  und  zwar  für  die  Durchdringungen  der  Fläche 
dritter  Ordnung  mit  denen  der  zweiten,  dritten,  vierten  Ordnung 
respective  0,  0,  27.  Aus  der  Zahl  der  eine  Curve  vierfach  schnei- 
denden Geraden  kann  die  Zahl  derjenigen  Geraden  abgeleitet 
werden,  welche  zwei  Ciirven  je  zweifach  schneiden;  denn  wenn 
wir  in  die  eben  geschriebene  Formel  für  m und  A eiusetzen. 
TO|  -f-  m.j,  A,  -f-  -j-  m|TO.^,  so  erhallen  wir  die  Zahl  der  Ge- 

raden, welche  die  zusammengesetzte  Curve  viermal  schneidet;  und 
diese  ist  um  die  Zahlen  der  Geraden  zu  vermindern,  welche  eine 
iler  Curve  vierfach,  und  derer,  welche  die  eine  derselben  dreifach 
und  die  andere  einfach  schneiden.  Der  Rest,  d.  h.  die  Zahl  der 
beide  C.urven  zweifach  schneidenden  Geraden  ist 

A,A.^  + i”'i  '"■i  (»>i  — 1)  ("*2  — !)• 

220.  Ausser  den  vielfachen  Erzeugenden  enthalten  die  hier 
erörterten  Regelllächen  ■auch  Doppelcurven.  die  der  Ort  der  Durch- 
.schnittspunktc  von  zwei  verschiedenen  Erzeugenden  sind.  Eine 
(lirecte  Methode,  die  Ordnung  dieser  Doppelcurve  zu  hestiinmen, 
ist  nicht  bekannt , aber  Cayley  ist  durch  folgende  indirectu 
Methode  zu  einer  Lösung  des  l'rohlems  gelangt.  Ist  m die  Ord- 
nung einer  Leitcurve,  M der  Grail  der  erzeugten  Fläche,  <p(m)  die 
Ordnung  der  Gesammiheit  aller  Doppellinien  der  Fläche,  so  i.st 
diese  Function  der  Rediugiing  unterworfen 

<P  hl  + «i)  = (”'i)  + 9 hl)  + d/j. 

weil  für  ein  Zerfallen  von  m in  zwei  Curveii  w,  und  die 
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Flüche  in  zwei  Flüdieii  von  den  liradeii  M.j  zerfällt,  für 
deren  Verbindung  die  .Scliniltlinie  der.sellicii  eine  Doppelcnrvc  i$t. 
Piireli  FinfCdirnng  des  vorher  heslininilen  NVerlhes  von  3/,  in 
Fum  lion  von  »i,,  durch  Lösung  der  Fnnclionalgleiehnng  und  Be- 
stiinniutig  der  in  ihr  anrtrelemlen  Lonslanten  niil  Ilfdfe  von  spe- 
ciellen  Fällen,  in  denen  das  Problem  direct  gelöst  werden  kann, 
erhielt  t^ayley  die  Ordnung  der  ausser  den  vielfachen  Erzeugen- 
den vorhandenen  Uoppelcurve  fnr  eine  Hegellläche  mit  drei  Leit- 
enrven  von  den  rcs|»cctiven  Ordnungen  m,,  m.j,  m., 

; 

für  eine  solche,  die  von  einer  die  Curve  «i,  zweifach  und 
einfach  schneidenden  Geraden  erzeugt  wird, 

= m,,{i*i('"|  — 2)  (»>|— — 2)('«  — 3)| 

+'«2K— l)jiAi^+i*i('n|’— «i— 5'«i+10)|. 

und  in  dem  Falle  der  Fläche  der  die  Curve  m,  dreifach  schnei- 
denden Geraden 

= [m\  — h)  — j[A|  (m|'  — 5m,*  — 49m,  -)-  120) 

-f  ^2  (m,®  — Gm, + 3 1 m,  < — 270m,''  -f  8C8m,*  — 408m,). 

221.  Wir  haben  hei  den  Betrachtungen  dieses  Kapitels  viel- 
fach auf  die  Theorie  der  Krümmung  zurückgewiesen,  welche  in 
den  vorigen  Kapiteln  entwickelt  worden  ist.  Für  die  Bcgel- 
flächcn  wollen  wir  insbesondere  die  F'ragc  der  Deformation 
oder  der  Abwickclungsfühigkcit  auf  andere  Flächen  noch  näher 
erörtern.  Wir  knüpfen  sie  an  die  Formeln  f des  Art.  1.59. 

Besitzt  die  betrachtete  Fläche  geradlinige  Erzeugende,  so 
bilden  diese  ein  System  geodätischer  Linien,  welches  für  die 
Coordinatenlinien  {v)  gewählt  werden  kann;  dann  ist  nach  den 
Schlussergehnissen  des  Art.  159  in  jenen  Formeln  //,  = 0, 
und  man  erhält  aus  der  letzten  derselben  durch  Integration 

T-j*  = 

wo  A eine  Function  von  v allein  ist;  damit  aber  aus  der  ersten 

d*n  ^ ^ 

du*  g* 

und  durch  Integration  und  Ersetzung  der  Constanten  durch  F'unc- 
tionen  von  v für  G die  Form 


— 2t’,7  — 


G = zm»  4-  Mu  4-  y. 

in  welcher  L—\,  L = 0 ilie  hehJon  einzig  zu  iiniersclieideii- 
ilen  Werllie  des  Ooenicieiilen  von  ii^  sind. 

[Inmil  also  auf  eine  gegebene  Fläche  IlegeHlärhen 
a h w i c k e I h a r seien,  i s l c s n ö t h i g u n d h i ii  r e i e h e n d,  dass 
das  Ijnadial  der  Knlfernung  zweier  Punkte  auf  der 
Fläche  in  die  Form 

(/s^  = dii'  4" 

gebracht  w e r d e ii  kann,  wo  G ein  I’ o I y n o m zweiten  II  i' a - 
des  in  u ist. 

Besrhränkt  inan  sich  auf  den  Fall,  in  welchem  die  Fläche 
reelle  gerade  Krzeiigende  hesilzl,  so  kann  man  diesen  .\usdruck 
ffir  das  Quadrat  von  t/s  direct  geometrisch  nachweisen.  Sei  OG, 
die  kürzeste  Euircrining  zweier  unendlich  nahe  benachharten  Er- 
zeugenden OG,  0,G,  — also  0 der  Cenlralpunkt  der  ersteren  — 
sei  0|G'  parallel  zu  OG  und  von  einem  Punkte  M der  letzteren 
auf  G'0|G,  ilic  Normale  MP  gefällt,  sowie  von  P aus  PO  nor- 
mal zu  0,G|,  so  dass  M(>  auch  normal  zu  0,G,  ist.  Zeichnen 
wir  dann  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Curvc  Jt/d/,  und  beziehen 
sie  auf  ein  System  geodätischer  Coordinaten,  das  von  den  gera- 
den Erzeugenden  (v)  und  ihren  orthogonalen  Trajectorien  (u)  ge- 
bildet wird,  so  dass  also  u die  Länge  der  Erzeugenden  zwischen 
dem  betrachteten  Punkt  und  einer  Anfangstrajectorie  und  v der 
Parameter  der  allgemeinen  Gleichung  der  geradlinigen  Erzeugen- 
den ist.  Wir  denken  zur  näheren  Bestimmung  den  Richtungs- 
kegel der  Fläche  d.  h.  den  von  Parallelen  zu  ihren  Erzeugenden 
gchildclen  Kegel,  und  schneiden  ihn  durch  eine  conccntrische 
Kugel  vom  Radius  Eins;  dann  ist  v der  Bogen  der  entstehenden 
sphärischen  Curve  von  einem  gewissen  Anfangspunkt  aus,  also 
der  unendlich  kleine  Winkel  G'0,C,  = rfo. 

Ist  dann  u = a die  Gleichung  der  Strictionslinie,  also  er 
eine  bei  der  Deformation  unveränderliche  Function  von  v und 
(m  — (v)  die  Entfernung  des  gewählten  Punktes  M vom  zugehöri- 
rigen  Centralpunkt,  so  ist 

OM  = O^P  = 0,Q  = M — (V,  PO  = (u  — «)  de,  QA/,  = du. 

Aber  es  ist  auch 

ÄLJV  = *5  = du^  + JlQ'-  = du-  4-  (u  - uf  de’  4-  Mß. 
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und  die  ürüsse  MP  als  die  kürzeste  Kiitrei'iiung  zweier  kcnach- 
liniten  Erzeugeiideii  kann  durcli  ßilv  vertreten  werden,  wo  ß 
eine  bei  der  Deforination  unveränderte  l''unction  von  e ist.  Man 
liat  also 

G = {n~  «)^  + ß\ 

Üie  Dedeutung  zoii  ß giebt  sofort  für  den  Winkel  der  Tan- 
genlenebene  in  eim  in  beliebigen  Punkt  gegen  die  Tangentenebene 
iin  ents|ireclienden  Ceiitral|iunkt  den  Ausdruck  von  Chasles 

tan7  = --^-. 

Da  man  ferner  lindet,  dass  die  Krümmung  der  betrachteten 
Fläche 

1 tPff ß 

iiTtu* 

ist,  so  erkennt  man,  dass  für  die  auf  eine  Ebene  eiil- 
wickelbarcn  llcgclfläcben  insbesondere  jS  = 0 und  G 
ein  vollständiges  Quadrat  sei.  Für  alle  andern  Regcifläciien 
mit  reellen  geraden  Erzeugenden  ist  die  Krümmung  wesen  t- 
iieb  negativ,  d.  b.  es  sind  die  beiden  Ilauptkrümmungen  jedes 
Punktes  wescutlicli  entgegengesetzt;  es  sind  die  windsebiefen 
F'läciien,  welche  dem  entsprechen. 

Wenn  an  Stelle  von  ß in  dieser  Formel  + (3  — 1 treten, 
so  sind  die  Erzeugenden  imaginär,  aber  die  Fläche  selbst  kann 
in  dem  F'alle  der  Zulässigkeit  beider  Vorzeichen  , d.  b.  des  V'or- 
bandenseins  zweier  Systeme  gerader  Erzeugenden  oder  in  dem 
einzigen  Falle  der  F'lächen  zweiten  Grades  reell  sein.  Dem  F'alle 
L — 0 entspricht  endlich  allgemein  das  elliptische  Paraboloid. 

222.  Die  beiden  letzten  allgemeinen  F’ormeln  sind  der  nähe- 
ren Betrachtung  wertb.  Die  erste  von  ihnen 

zeigt,  dass  die  Taugentenebene  im  unendlich  entfernten  Punkte 
der  Fj'zeugenden  rechtwinklig  zu  der  im  Cuntralpunkte  ist  und 
zwischen  beiden  Grenzen  alle  möglichen  Lagen  gegen  diese  an- 
iiimmt.  (Art.  205).  FTir  jene  ist  sie  parallel  der  entsprechenden 
Tangentenebene  des  Hicbtungskegels. 

Ist  der  Winkel  der  Taugentenebene  im  Geulralpiinkl  und  der 
zweiten  durch  dieselbe  Erzeugende  gebeiideu  Tangeuteuebene 


+ 4")'*,  so  erhält  man  als  Berülirungspunkle  der  Letzteren  die 
lirennpiinktc  oder  Doppelpunkte  der  Involution  des 

Art.  205. 

Dagegen  zeigt  die  zweite 

1 rf*// ß 

H du' 

dass  die  Kriimniung  ini  Centralpunkt  einen  Maxinial- 
wcrtli  der  absoluten  Grösse  hat  und  nach  dem  unend- 
lich entfernten  Punkte  der  Null  zustreht.  Nimmt  man 
auf  zwei  Erzeugenden  I'nnkte  in  gleicher  Entfernung  von  den 
Centralpunkten,  so  hängen  die  entsprechenden  Krümmungen  nur 
von  ß ah,  von  dem  auch  die  gegenseitige  Lage  der  Tangenten- 
ehenen  ahhängt,  und  das  hei  der  Deformation  unveränderlich  ist. 

Für  die  devoloppaheln  Flächen  ist  die  Grösse  ß für  alle  Er- 
zeugenden gleich  Null;  im  Allgemeinen  ist  sie  es  nur  für  eine 
gewisse  Anzahl  von  Erzeugenden;  in  der  nächsten  Nähe  derselben 
hat  die  Fläche  die  Eigenschaft,  auf  eine  Ebene  cntwickelhar  zu 
sein , weil  dort  die  Krümmung  gleich  Null  ist.  Die  Verbin- 
dnng  beider  F'ormeln  hebt  auch  den  scheinbaren  Widerspruch, 
der  für  die  Centralpnuklc  dieser  letzteren  Erzeugenden  stattfindct, 
da  für  diese  u — « = 0.  also  die  Krümmung  scheinbar  unend- 
lich wird.  Diese  Punkte  vergleichen  sich  den  Rückkehrpunkten 
der  devoloppaheln  Flächen;  sie  treten  hier  isoliert  auf,  während 
sic  dort  die  Uückkchrcurve  bilden.  Die  Tangentenebene  ist  in 
ihnen  unbestimmt.  Alle  Cnrven  der  sebeinbaren  Umrisse  einer 
windschiefen  Fläche  gehen  durch  diese  Punkte  und  tangieren  in 
ihnen  die  entsprechenden  Erzeugenden. 

Die  Krümmung  ist  ferner  Null  für  die  Erzeugenden,  denen 
jS  = c»  entspricht;  und  für  dieselben  Werthe  ist  tan  J — oo. 
so  lange  nicht  (u  — a)  selbst  unendlich  ist.  Diese  Erzeugenden 
sind  zu  allen  Curven  der  scheinbaren  Umrisse  asymptotisch.  Jene 
Punkte  und  diese  Geraden  erscheinen  also  wie  Ecken  und  Kanten 
eines  Polyeders  stets  im  scheinbaren  Umriss. 

In  jeder  windschiefen  Regelllärhc  bestimmen  irgend  vier 
asymptotische  Linien  auf  den  geraden  Erzeugenden  Pnnktesysteme 
von  constantem  Doppelverhältniss,  oder  die  asymptotischen  Linien 
bestimmen  in  den  geraden  Erzeugenden  projectivischc  Thcil- 
ungen.  (Vergl.  Art.  204.)  Hat  die  Fläche  eine  Rirhlungscbene,  so 
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«erden  diese  Tlieilungen  projmrüonal.  Die  rvoldbckaiinten  Eigen- 
scliaricn  der  Kläehen  zweilen  Grades  sind  hierin  entlialten. 

223.  Für  das  l'rnblein  der  Abwickelung  der  Regelfläcben 
sind  die  (e)  Gerade  und  soniil  die  i,,  fx,,  e,  für  die  ganze  Er- 
streckung einer  (p)  constant,  also  von  v allein  aldiängig.  Die 

Goordinaten  }q.  der  l’nnkle  der  Strictionslinie  werden 
Functionen  von  v allein  sein,  deren  AVerlb  man  aus  den  allge- 
meinen Ausdrücken  von  A'.  }',  Z findet  für  u = «.  Umgekehrt 
geben  aus  A'„,  }„,  die  A',  }',  Z licrvor,  indem  man  jenen 

die  Projeclionen  der  Länge  (u  — a)  nacli  der  Iticbtung  (Aj.  f»i,  v,) 

binzufügt;  d.  b.  die  allgemeinen  Gleirbungen  der  windscbiereii 
Fläciien  sind 

X = (u  — t.)  cos  A,  + A’„,  }■  = («  — ß)  cos  fx,  + }'u, 

' Z = (u  — ß)  cos  V,  Z„. 

Durch  DifTerenlialion  erhält  man  daraus 


(IX  = cos  A,  rfix  -j-  J 


, rf  C08  X,  da  , , dX„)  . 

-,7e  + „er'"- 


tiv 


, ,,  ' j I (/  vf/c08Uj  fla  . ff}\)  , 

dl  = COSfXjd«  -f  |(ix  — ß)— — — COSfX,  -f--_“jdp, 

. c»  . I (/  fia  , d Zn)  , 

dZ  = cos  v.dti  + Hm  — a)  — cos  v.  + . } dv. 

* ' I'  ' av  av  ^ ‘ dv  ) 

Wegen  der  Relation 

dX^  + d + dZ^  = dix*  4-  {(tx  — a)2  -f-  ß'^jj  de* 

müssen  somit  zwisclien  den  Coefficienlen  der  allgemeinen  Gleich- 
ungen und  den  Parametern  ß,  ß die  folgenden  Gleicliungen  statl- 
finden : 


/ d COS  l,\2  \ (d  cos  fxA  * , (d  cos  »,\2 
dv  ) Jv  ' ) ‘ rfo^ ) 


!>) 


Id  I d ^ Q 9 d Za 

I ”1  ■ 


dv 

d cos  Z|  rf.Yfl  , d cos  0 , 
dv  dv  * dv  dv  * 


dv 

d COS  V|  dZQ 


1. 

da 
dv  ' 


dv  dv 


- = 0. 


Da  die  drei  Cosinus  nur  zwei  verschiedene  Functionen  re- 
präsentieren, so  kann  man  setzen 

cos  Aj  = cos  oj  sin  l^^,  cos  pj  = sin  a,  sin  6,,  cos  Vj  = cos  b^, 
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und  die  erste  der  vorigen  Gleichungen  geht  üher  in 
db^  -|-  siii'ijrfa,*  = rft)*. 

Dahei  hieiht  der  eine  der  Winkel  n,,  h^  willkürlich,  und  da 
diese  Gleichung  einruch  aiisdrückt,  dass  dv  der  Itogen  der  spliä- 
rischen  Schniltnirve  sei,  welche  der  Ilichtnngskegel  hestimnit, 
so  kann  dieser  letztere  völlig  heliehig  gew,ihll  wrerden,  so  lange 
man  die  gesuchte  Fläche  nur  der  liediuguug  iiutcrwiiTt,  dass  sie 
auf  eine  gegebene  Fläche  («,  ß)  ahwickelhar  sei.  Man  kann 
also  eine  Regel  fläche  immer  in  der  Art  deformieren, 
dass  ihre  Erzeugenden  denen  eines  hclichigen  Rich- 
tiingskegels  parallel  werden;  inshesondere  also  auch 
e i n e r E h e n e. 

224.  Hat  man  diesen  Kegel  willkürlich  gewählt’*),  so  kennt 
man  cos  1,.  cos  p,,  cos  >',  in  Function  von  v;  a und  ß sind  ge* 
gehen,  und  man  leitet  aus  den  drei  vorher  nicht  henulzten  Rc- 
dingungsglcichungcn  für  die  drei  Llnhekannlen  die  Formeln  ah 


d.Vp,  _ 

da 

+ 

ßl 

( 

d cos  V, 

d cos 

dv 

~ dv 

COS 

^1 

I cos 

f*l 

dv 

— cos  V, 

d» 

di\  _ 

da 

+ 

ß 

d COS  ;i| 

d cos 

vA 

d V 

dv 

cos 

f*l 

[ cos 

d D 

— cos  ä. 

dv 

dü„  _ 

^oc 

+ 

ß\ 

/ 

d COS 

d cos 

i,\  ** 

d II 

dv 

cos 

cos 

^1 

~dv 

= cos  Pj 

dv 

Die  binomischen  Factoren  von  ß sind  hier  die  Cosinus  der 
Richtungswinkel  Vg  der  gemeinschaftlichen  Normalen  der 

Erzeugenden  (e)  und  der  nächstfolgenden  Erzeugenden.  Diese  Ge- 
rade ist  die  Tangente  der  orthogonalen  Trajectorie  der  Erzeugen- 


•)  Man  kann  statt  dessen  die  Erzeugende  einer  andern  Bedingung 
unterwerfen,  z.  B.  eine  gegebene  gerade  oder  krumme  Directrix  zu 
schneiden;  ohne  eine  gegebene  Fläche  stets  zu  tangieren.  Denn  die 
p„  V,  repräsentieren  die  Winkel  der  Erzeugenden  (v)  mit  den  Axen 
und  sind  daher  nur  den  zwei  Bedingungen 

cos’  t,  -|-  cos’  p,  -j-  cos’  v’  =«  1 , 

/(/costAZ  I /(/ cos  pi\5  p A/ cos  v,\2 

y d«  ) + y~dv  ) + \rd~) 

nnterworfeu. 

**)  Die  Substitution  ihrer  Integrale  in  die  Gleichungen  a.)  führt  zur 
Darstellung  aller  auf  einander  abwickelbaren  HcgelUäcbeia 
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(len,  wclrlie  diircli  den  belrarhleten  Ccntralpunkt  geht,  während 
die  (irössen 

rf  cos  it|  ri  COR  (1{  r!  COR  e, 
ftv  * fftt  ' ttv 

die  nirhliingsrnginus  einer  zur  vorigen  und  zur  Erzeugenden 
(A|,  fi|,  i'i)  normalen  Geraden  sind,  die  die  äussere  Normale  im 
C.entralpunkt  ist;  diese  Winkel  k('>nnen  daher  analog  zu  Art.  158 
durch  /,,  m„,  hezeiclinet  werden.  Jene  Gleichungen  werden 

(i  Afl  ti  u 11^  1 

- = — cos  Z,  + p cos  Z,,, 

de  de  i i r u 

d}\  da  , a 

'*)  de  = ,7„«-OSp,  COSpo, 

^ COS  1',  ß cos  Vg , 

de  de  i > ■ u 

und  es  ist  zu  hemerken,  dass  ß durch  — ß ersetzt  werden  kann 
unter  gleirhmässiger  Errülliing  der  Gleichungen  a).  Die  heiden 
Flächen,  welche  diesem  Zeichenwechsel  entspreclu-n,  sind  auf 
einander  abwickelhar  und  können  als  symmetrische  Flächen  be- 
zeichnet werden.  Man  erhält  daraus  ferner 
(;cosZ==jScos  Z„-j- (ii  — «)cos/„.  gcosl  — ßcn^l„ — («  — or)cosZ„, 
jfcosp  = ^cosp„ — (r)cns(n„,  3Cosm=^cosm„ — (m  — n)cosp„, 
g cos  v = ß cos  -|-  (ii  — a)  ros  «i,.  g cos  n=ß  cos  n„  — (u  — o)  cos  i'„. 
und  diirrh  Einführung  des  Winkels  J,  den  die  Tangeiitenchene 
im  Dünkte  («,  v)  mit  der  im  Genlralpunkte  hildet,  (Art.  221)  wegen 
ß — g cos  J,  u — a — — g sin  J,  also 
cosZ  = cosZgCos/—  cos  /„  sin/,  cos  / =cos  /„  cos/-f-cosZ„sin/, 
cosp  - cospucos  J — cos OT|,  sin/,  cosot  — cosm,, cos/-f-  cos p,, sin  /, 
cos  I'  ==  cos  t’„ cos  / — cos n„  sin cos n = cos  cos/-(-  cos  i>„  sin  /. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  der  Art.  158,  159  kann  man  dann 
die  Werthe  von  II,  /f,,  T bestimmen  und  erhält  für  e,  als  eine 
willkürliche  F'unction  von  v 


//,  = 0,  r = — P , II  = 


iSl  +.ri) 

gde  ‘ 


oder 


//  = — 


Somit  erführt  die  Torsion 
durch  die  Deformation  keinerlei 


der  geradlinigen  Erzcug(mden 
Veränderung,  während  in  den 
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Auiidnirk  vnn  H die  von  iler  Wald  des  flic  liliingsKegrls  abliängigc 
Grösse  dv^  einlriU,  welche  gcoinelriscli  als  der  Winkel  der  kür- 
zeslen  Knlferniing  00,  gegen  die  nilchslfolgende  Lage  der  kürze- 
sten Enlferming,  der  Gonlingenzwinkel  des  Hirhtiingskegcis,  das 
Element  des  sphärischen  Schnittes  des  Snpplemenlarkegels,  und 
analytisch  durch  die  Formeln  detiniert  ist 

d v^  — cos  (ly  d cos  /y  -f-  cos  d cos  »i„  -j-  cos  Vy  d cos 

= — cos  /y  d cos  Ay  — cos  niy  d cos  — cos  d cos  Vj 
= (rf  cos*  Ay  -f-  d cos*  /ly  -j-  d cos*  Vy)i 
= {(/  cos*  /y  -|-  d cos*  »ly  -|-  d cos*  «y)i. 

Ua  7/  die  Krümmung  des  zur  Erzeugenden  normalen  Schnit- 
tes und  gdv  der  Bogen  dieses  Schnittes  ist,  so  ist  — 
sein  Contingenzwinkel;  es  verändert  sich  aber  J nicht  bei  der 
neformation  der  Fläche,  und  man  erhält  nach  dem  eben  erläii- 
terteii  Wesen  der  (Jrösse  rfi>,  den  Salz;  Wenn  man  eine  wind- 
schi  efe  Fläche  deformiert,  so  variiert  der  C.ontingenz- 
winkel  aller  zur  nämlichen  Erzeugenden  normalen 
Schnitte  genau  nach  der  Grösse,  um  welche  der  ent- 
sprechende Contingenzwinkel  des  Rirhtungskegels 
w ä c h s l oder  a b n i m m t. 

225.  W'enn  man  die  gefundenen  Werthe  von  H,  //,,  T in 
die  Schhissgleichung  des  Art.  160  einsetzt,  so  erhält  man  einer- 
seits die  geraden  Erzeugenden,  andererseits  Cnrveii  von  der  [)if- 
ferentialgleichung 


du  ^ _ A/fl*  ^ 1 d{J  + »,) 

ffäv  'iß  2 cOh  y dv 


als  Ort  der  Funkte  von  der  Krümmung  Null.  Wir  setzen 

d u 


tan  d = 


gdv 


indem  wir  d als  den  Winkel  dieser  Linie  mit  der  l'erpendicnlaren 
hetrachten.  Man  kann  die  Gleichung  der  Krümmungslinien  nicht 
allgemein  integrieren,  kann  aber  für  den  Fall  der  Regclllächen 
an  ihrer  Statt  gewisse  andere  Curven  betrachten,  welche  in  jedem 
Punkte  die  Elemente  der  Krümmung  der  Fläche  bestimmen.  Ihre 
Gleichung  ist  /-)-»,  = »>,  mit  «>  als  einer  willkürlichen  Constanten; 

Halmon,  Anal.  Oc'om.  <1.  Kaumes.  II.  2.  AiiH.  13 
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nennt  man  y den  Winkel,  unter  welchem  diese  Linien  (w]  die  Per- 
pendiculare  schneiden , so  ist 

</t>  itv  ^1  ll  (J  + l'i) 

^ y du  dJ  COsV  dv 

* du 

und  somit  tan  d = tan  y, 

d.  h.  die  Richtung  der  Perpendicularen  und  die  der 
Linie  (w)  sind  in  jedem  Punkte  die  Richtungen  von 
Tangenten  der  hyperbolischen  Indicatrix  der  Fläche 
nach  zwei  conjugierten  Durchmessern. 

Wenn  mati  also  die  Linie  tv  gezeichnet  denkt,  so  kennt  man 
für  den  betreflenden  Punkt  der  Fläche  zwei  conjugierte  Durch- 
messer der  Indicatrix  und  erhält  die  Richtungen  der  Asymptoten 
und  der  Hauptaxen,  und  selbst  die  Grösse  dieser  Letzteren,  da 
ihr  Product  bekannt  ist. 

Denken  wir  beispielsweise  eine  Fläche,  deren  Erzeugende 
einer  festen  Ebene  parallel  sind,  und  diese  Ebene  in  einen  Kegel 
transformiert.  Sei  OM  die  Erzeugende,  A/iV  die  Perpendiculare 
bis  zur  nächsten  Erzeugenden  0,iV,  MN'  die  Tangente  der  Curve 
(rv)  und  MP  die  zweite  Asymptote  der  Indicatrix,  d.  h.  P die 
Mitte  von  NN'.  Man  kann  nun  die  Ebene  der  wagereebten  Axen 
in  zweierlei  Art  auf  einen  Kegel  aufrollen;  nämlich  im  positiven 
Sinne,  so  dass  H auf  Grund  des  negativen  — de,  vermindert 
wird,  und  im  negativen  Sinne,  mit  wachsendem  II  und  also  unter 
Annäherung  der  Linien  MN",  MP  an  MO. 

Dreht  man  immer  im^  nämlichen  Sinn,  indem  man  die  Con- 
lingenzwinkel  des  Kegels  stetig  wachsen  lässt,  so  schneiden  sich 
die  Asymptoten  der  Indicatrix  unter  einem  stetig  abnehmenden 

Winkel,  welcher  wegen  der  Unbeschränktheit  von  ^ unter  jeden 

beliebigen  Werth  gebracht  werden  kann.  Wir  haben  also  hier 
eine  unbeschränkte  Annäherung,  obwohl  nie  vollständiges  Zusam- 
menfällen mit  einer  developpabeln  Fläche,  je  mehr  der  Richtungs- 
kegel sich  zusammenzieht. 

22(3.  Wir  haben  gesehen,  dass  während  der  fortschreitenden 
Deformation  der  Fläche  die  zweite  Asymptote  der  Indicatrix  um 
den  Punkt  M drehend  alle  möglichen  Lagen  annehmen  kann. 
Unter  allen  Formen,  die  man  der  Fläche  in  der  Nachbarschaft 
der  Erzeugenden  M geben  kann,  ist  daher  immer  eine,  in  wel- 
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eher  diese  Asymptote  mit  der  Tangente  A/A'  der  Pcrpciidicnlai'e 
zusammenfallt.  Dann  ist  in  diesem  Punkte  A/  der  Erzeugenden 
die  Krümmung  H gleich  Null,  die  Osculationsel>ene  der  Perpen- 
diculare  lallt  in  die  Tangentenebene  der  Fläche,  und  die  Erzeu- 
gende ist  die  Hauptnormale  derselben  Curve  (u). 

Für  jede  Erzeugepjle  einer  beliebigen  Regelfläche  giebt  es 
zwei  Punkte,  in  welchen  sie  mit  der  Hanptnormalc  von  («)  zu- 
samraenfällt.  Oie  Gleichung  für  H im  Art.  225  giebt  für  H =0 


S (»-.)■ -t- (»-.)  + U' S + |ä  S - 0. 


eine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  für  u.  Für  de,  =0  ist  eine 
ihrer  Wurzeln  unendlich  gross,  d.  h.  einer  jener  Punkte  ist  in 
jeder  Erzeugenden  unendlich  entfernt,  wenn  die  Fläche  eine  Rich- 
tungsebene hat.  Wenn  die  zweite  Wurzel  gleichfalls  den  Werth 

j o 

Null  haben  soll,  so  muss  -7 - = 0 sein. 

d V 


Man  kann  mit  Rertrand  die  Frage  aufwerfen,  unter  wel- 
cher Bedingung  diese  Eigenschaft  für  alle  Punkte 
einer  gewissen  orthogonalen  Trajectorie  der  Erzeu- 
genden stattfinden  kann?  Dazu  ist  nülhig,  dass  eine  der 
Wurzeln  der  obigen  Gleichung  von  v unabhängig  sei.  Sind  diess 
beide  Wurzeln,  so  sind  die  Erzeugenden  der  Fläche  gleichzeitig 
die  llanptnormalen  zweier  Curven.  Ist  die  Gleichung  eine  Iden- 
tität, so  besitzen  die  Erzeugenden  der  Fläche  diese  Eigenschaft 
in  Bezug  auf  alle  ihre  orthogonalen  Trajectorien.  Ein  constanter 
Werth,  also  wegen  der  VVillkürlichkeit  des  Anfangspunktes  u = 0, 
befriedigt  die  Gleichung  für 

= “VäTflt  "1  + 3''®-  = const. , 

(Iv  o*  p*  * ‘ ß 

d.  h.  man  kann  dieser  Bedingung  stets  durch  schick- 
liche Annahme  der  Function  r,  genügen,  von  welcher 
der  Richtungskegel  und  diespecielle  Form  der  Fläche 
abhängt. 

Hat  man  sie  erfüllt,  so  wird  die  Gleichung  der  Curven  von 
der  Krümmung  Null  (Art.  225) 


also  linear,  wenn  man  zur  Veränderlichen  macht. 


18» 


27G 


Rantil  ilie  Erzoiigemlen  die  [Iaupliioriii.iU<n  zweier  Ciirveti 
seien , sind  die  Bedingungen 


zu  erffdlen,  in  denen  ;>  und  ii  willltnrliche  Cnnstanlen  bezeirli- 
nen.  Die  integralion  fülirt  zu 

« = p »1  cos  2 r, , ^ = (/  -j"  si'*  2 i’i , 
niil  m und  »/  als  Constanlcn,  die  durch  die  Kelalion  = — y* 

verhnnden  sind. 

Die  1‘araincler  der  Fläche  a und  ß müssen  daun  die  Be- 
dingungsgleichung 

(“  — P)’  4-  (^  — <7)*  = 


erfnllcn  für  drei  schicklich  gewählte  Cunslanten  p,  q,  m. 

Die  rirundgleichiing  wird  endlich  eine  Identität  für  die  gleich- 
zeitigen Bedingungen 


d t> 


welche  nur  für  die  flachgängige  Schrauhenfläche  erfüllt  sind. 
Alle  länien  der  Krümmung  Null  sind  dann  solche  orthogonale 
Trajectorieii,  welche  die  Erzeugenden  zu  Hauptnornialen  haben. 

227.  Man  kann  als  Schraubcn-Regelflächen  alle  die- 
jenigen Flachen  bezeichnen , welche  durch  diejenige  Bewegung 
einer  ficradcn  längs  einer  gegebenen  Schraubenlinie  erzeugt  wer- 
den können,  bei  der  sämmtliche  Punkte  der  Geraden  Schrauben- 
linien derselben  Neigung  iind  von  gleicher  Axe  durchlaufen.  Für  die- 
selben ist  die  Striclionslinie  eine  Schraubenlinie,  nämlich  unter 
allen  auf  ihr  liegenden  diejenige,  deren  Gylinder  den  kleinsten 
Halbmesser  hat.  Dieser  Halbmesser,  die  gemeinsame  Steigung 
der  Schraubenlinien  und  der  Winkel  der  Erzeugenden  gegen  die 
Axe  des  Cylinders,  d.  h.  die  Grösse  b^,  bestimmen  die  Scliraii- 
bcn-BegclIläche. 

Der  Richtungskegcl  ist  ein  Umdrehnng.skegcl  um  jene  Axe. 
Die  l^cntralcbenc  für  jede  Erzeugende,  d.  h.  die  entsprechende 
Normaiebenc  des  Richlungskegels,  ist  zur  Axe  parallel,  also  den 
Gylinder  des  scheinbaren  Umrisses  tangierend.  Die  Sirictionslinic 
der  Fläche  ist  ihre  Rerührnngsliuie  mit  diesem  CyJinder. 

Lässt  man  b.  von  Null  bis  180"  wachsen,  so  erliäll  nian 
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alle  iiiöglirlii'ii  Flächen  dieser  Art.  Man  linl  daher  für  diese 
Flächen 

ti  = («  — rvY  + 

mit  ;•  lind  jS  als  linearen  C.onstanlcn,  von  denen  ^ wesentlich  posi- 
tiv ist.  Sie  sind  deshalb  auf  einfache  Uiudrehungshyperboloide 
abwickelbar,  welchen  dieselhe  Form  von  G entspricht;  diese  ge- 
hören als  specielle  Fälle  der  Familie  an. 

In  der  That  für  « = rv,  ß — coiist.,  rfö,  = 0.  also 
rfp  — + sin  b^da^  liefert  die  Integration  der  (Bleichlingen  c) 
des  Art.  224  die  Gleichungen  der  Strictionslinie  in  der  Form 
X„  = { — ß cos  ä|  + r sin  i,)  sin  ö,  sin  a^ , 

= — ( — ß cos  ft,  + r sin  ft,)  sin  ft,  cos  o, , 

Z„  = (ß  sin  ft,  + e cos  ft|)  sin  ft,  (o,  -|-  c). 

Dm  die  gewöhnliche  Form  der  Gleichungen  der  Schrauben- 
linie zu  erhalten,  hat  man  an  Stelle  des  die  Kichtung  des  Grund- 
risses der  Erzeugenden  bestimmenden  Winkels  a,  den  entsprechen- 
den Winkels  des  [tadius  des  Cylinders  <o  einzulühren,  für  den 

= — sina,  =coS(u,  coso,  = — sin  u 

• ' — »in  ft,  ‘ * 

sind.  Für 

Ji—l — /3  cos  ft,  + r sin  ft,)  sin  ft,  u.  — f^sin  ft,  + r cosft,)  sinft, 
.sind  sic  dann 

.Du  = li  cos  CO,  Dj  = 7?  sin  w,  Zo  = to. 

Man  erhält  aus  den  Elementen  It,  /i,  ft,  die  ('.onstantcii 
r und  ß des  Uogcnclements  ds’ 

+ 2^  cot  ft,  = + r,  ^-R  cot  ft,  = (J.*) 

Kennt  man  nur  r und  ß,  so  ist  eines  der  drei  Elemente 
der  Schrauben -Hcgellläche  unbe.stimmt.  Die  folgende  Gonstrnction 
ersetzt  die  Rechnung:  Man  trägt  auf  O.Y  die  Länge  OJ  — r, 
auf  OZ  die  Länge  Oß  = + /?  ah  und  beschreibt  die  vier  Kreise 
OAB.  Zieht  man  dann  durch  A eine  beliebige  Sekante  AM, 
welche  den  Kreis  AOB  in  M schneidet;  so  erhält  man  eine 
Scliraubcn-Rcgelllächc,  für  welche 

R=OP,  ^ = MP.  LMAP=b^ 

Für  ß = ü enlbtcht  die  cntwickelbarc  Schraubenfliieho, 
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isl , wenn  P den  Fiisspunkl  der  von  M auf  UX  gerälileii  Seiik- 
rechlcn  Ijezeiclincl.  Jeder  Lage  der  Sekante  enispreelicn  zwei 
Lösungen,  und,  da  die  durch  den  zweiten  Punkt  A parallel  zur 
ersten  gehende  Sekante  auch  zu  berücksichtigen  ist,  eigentlich 
vier  Lösungen  des  Problems  für  jeden  Winkel  jedoch  hat  man 
nur  auf  die  in  der  positiven  Axe  projicierten  Punkte  M Höcksicht 
zu  nehmen  nöthig,  da  sonst  jede  Lösung  zweimal  vorkommt. 
Unter  den  besonderen  Fällen  kann  man  hervorhehen 

1)  b^  = 00«,  cot  6,  = 0,  Ä = r,  2*,  = + !?: 

2) tan&,  = + -J,  Ä = 0,  ^==+|3: 

3)  tan  *1  = + ^ . R = r,  A = 0:  nämlich  die  Schraii- 

benrcgelllächen  1)  mit  Hichtungsebene;  2)  mit  gerader  Leitlinie; 
3)  ein  einfaches  Hotationshyperholoid. 

Die  allgemeinen  Formeln  liefern  die  folgende  Form  der 
Gleichungen  der  Schraubetiregelfläcbcn  für 

PM  = Q = (u  — r ti)  sin  ö, , X = R cos  o)  — p sin  u, 

Y = R sin  oj  -(-  9 cos  CO,  Z = ca  -(-  p cot  fr,. 

Dann  ist 

cosA,  = — sinfr,sinco,  cos/q  =^coso»,  cos  Aq  = + cos  fr,  sin  cd, 
cosfi,=  sinfr,coscD,  cosmQ=^sinco,  cosp„=^cosfr, costo, 
cos  V,  = cos  fr, , cos  ttg  = 0,  cos  = + sin  fr, ; 

</r,  = + cot  b^dv  — cos  fr,dcD 

J ß II  — + "i)  _ t:;  cot  fr|  ßr 

g'’  gdv  ' g 

Die  Gleichung  der  Linien  von  der  Krümmung  Null  ist 

du  ////* r I , (/’  CK)l  fr, 

d~v  2ß  ~ ß ’ 

welche  durch  Einführung  der  Grössen  q und  co  in 

S- 4 5*' 

übergeht  und  allgemein  integriert  werden  kann. 

Die  Gleichung  der  Krümmungslinien  wird 

ßdg-  + (e’  cot  fr,  — ßR)  dadQ  — ^ (p’  + ß^  sin^  fr,)  dto^  = 0 

und  integriert  sich  im  Allgemeinen  durch  elliptische  Functionen; 
durch  gewöhnliche  Functionen  aber  für  A = 0 oder  cot  fr,  = o. 


Difiiiizf  ‘ by  t .oo^k 


welches  den  Umdreliuii(;sl1ächeii  und  den  Fläciien  uiil  Kiclitnngs- 
ehene  entspriclil. 

228.  Einige  andere  Ueinurkuugcn  widmen  wir  nucli  den 
Flächen  des  Art.  182  und  den  Conoidiläcbeii  des  Art.  175,  um 
das  dort  Gegebene  zu  ergänzen. 

Die  bezeiclineten  Fiächen  sind  windschiefe  Regelllächen  mit 
Hichlungsebenen.  Von  den  Schraubcnregelflächen  gehört  die  der 
tiarhgängigen  Schraube  zu  ihnen  und  zwar  insbesondere  zu  den 
geraden  Cuuoiden,  denn  ihre  gerade  Directrix  ist  normal  zu  ihrer 
lUchlungsebene.  Das  l’araboloid  ist  ein  Conoid  in  zweierlei  Art; 
deshalb  hat  es  auch  zwei  Sirictionslinien.  (Art.  207,  Deisp.  l.j 
Nach  Art.  200  ist  die  Richtungsebene  ilie  gcnieinschariliche  Rich- 
(ungsehene  aller  berührenden  Paraboloide  der  Regelllächc  mit 
Richtungsebene.  Jede  Fläche  dieser  Art  hat  eine  unendlich  ent- 
fernte Erzeugende,  die  Stellung  ihrer  Richtungsebene. 

Die  Geraden,  in  welchen  die  kürzesten  Entfernungen  der  auf 
einander  folgenden  Erzeugenden  enthalten  sind,  bilden  einen  zur 
Richtungsebene  normalen  Cylinder,  welcher  der  Fläche  nach  ihrer 
Strictionslinie  umgeschrieben  ist.  Diese  giebt  also  den  sichtbaren 
Umriss  der  orthogonalen  I'rojcction  der  Fläche  auf  die  Richtungs- 
ebene; sie  wird  umhüllt  von  den  Projectionen  der  Erzeugenden. 
Die  Berühruugsebenen  der  Fläche  in  den  Ceiitralpunkten  der  Er- 
zeugenden sind  normal  zur  Richtungsebene. 

Die  Conoide  mit  geradliniger  Directrix  (Art.  175),  normal  zur 
Richtungsebene,  haben  die  letztere  zur  Strictionslinie;  die  Cen- 
tralpunkte der  Erzeugenden  liegen  also  in  dieser. 

Die  nähere  Flrläuterung  dieser  Verhältnisse  giebt  am  becpiem- 
sten  die  darstellende  Geometrie. 


IV.  Kai)iW. 

Von  den  Flächen,  welche  aus  Flächen  zweiter  Ordnung 
abgeleitet  werden. 


220.  Es  ciscbfinl  aiigmiicsscii,  vor  dem  Uebergang  zur 
Theorie  iler  Eläcbeii  dritter  Ordnung  einige  mit  dem  Inhalt  der 
vorigen  Kapitel  näher  verbundene  Flächen  zu  untersuelien,  vvelelic 
aus  den  Flächen  zweiten  (Iradcs  abgeleitet  werden.  Ableitungen 
dieser  Art  sind  sehr  mannichraltig,  und  es  ist  geboten , sich  auf 
die  wichtigsten  zu  beschränken.  So  erwähnen  wir  nur  gelegent- 
lich der  rolgcnden;  ln  einer  auf  ihre  llauptaxen  bezogenen 
Fläche  zweiten  Orades  fällt  man  von  den  Coordinatenl'usspunkten 
eines  1‘unktes  der  Fläche  auf  seinen  centralen  Itadiiis  vector  Mor- 
malen  und  sucht  <lcn  geometrischen  Ort  der  Fusspiinkte  der- 
selben. 

Man  findet  leicht,  dass  ans  der  rileichung  f {x,  ij,  z)  = 0 
der  Originallläche  allgemein  die  Oleichiing  des  fraglichen  Ortes 


" — ' 


etc. 


in  der  Form  f {xu,  y u,  zu)  = 0 hervorgeht  für 

fi+ +„L* 

■ y'  + -• 

hei  Itctrachtung  der  Fusspiinkte  der  z,  der  x respcctive  etc.  Und 
ferner,  dass  die  sticcessivc  Ableitung  einer  dritten,  vierten,  etc. 
Fläche  aus  der-  so  erhaltenen  zweilen,  etc.  auf  die  allgemeiiie 
Olcichiing  f (xu",  yu",  zu")  — 0 führt.  Insbesondere  für  das 
dreiaxige  Ellipsoid  allgemein  und  speciell  respcctive 

(5  + S+S)»“-  l-  (5+S+?)»’-l: 


für  die  Kugel  vom  Radius  r aber  (x^  y~  -{■  z^f  = (x*  + 

230.  Wir  handeln  hier  zuerst  von  der  Wcllenfläche  von 
Fresnel.*') 

Wenn  man  auf  der  Ebene  eines  hcliehigcn  Ecntralschnilles 
einer  Fläche  zweiten  Grades  eine  Normale  im  Centriim  errichtet 
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und  auf  ihr  von  diesem  aus  die  Axeiiliiiigeii  des  Qiiersi  Iinitls 
ablräjj:l , so  ist  der  ürl  der  erlialCencn  Kndpuiiklc  eine  Fläche 
von  zwei  Mänteln,  die  M'ellennäche.  Ihre  ('■leichnii}'  wird  daher 
direct  ans  der  Formel  der  Art.  97.  98  des  ersten  Randes  ah- 
geleitct,  in  welcher  die  l.äiigen  der  Axen  eines  Onerschniltes 
in  Function  der  von  der  Normale  desselhen  mit  den  Axen  der 
Fläche  gehildelen  Winkel  dargestellt  wurden.  Hie  nämliche  fileich- 
nng  drückt  die  Relation  aus,  in  welcher  die  Länge  des  Radius 
vectors  der  Wellenllache  zu  den  Winkeln  steht,  die  er  mit  den 
Axen  bildet.  Die  Gleichung  der  Wellenlläche  ist  daher 


rt’.r*  I . c*r* 

„»  _“rt  I urz:  “T 

für 

r’  = X»  + 5t'  + r'. 

Oder  entwickelt 


(.T^  -f  I/-  + j*)  (rt'x’  + 

- { rt^x* (i’  + c’)  + 6’y' (c*  4- «')  + («’  + &'))+  = 0.  *) 

Aus  der  eisiten  Form  erhellt  zugleich,  dass  der  Dnrrhschnilt 
der  Welleidläche  mit  einer  coiicentrischen  Kugel  ein  sphärischer 
Kegelschnitt  ist. 

231.  Der  (Juerschnitt  der  Fläche  durch  eine  der 
llauptebenen,  z.  R.  die  F3)ene  t ==  0,  zerfällt  in  einen 
Kreis  und  eine  Ellipse;  denn  seine  Gleichung  ist 
(x-  -j-  y'  — c‘‘)  {a'x^  4-  — n^b'‘)  = 0. 

Diess  ergieht  sich  auch  geometri.sch;  denn  wenn  wir  einen 
die  Axe  iler  z enthaltenden  Schnitt  der  erzeugenden  Fläche 
zweiten  Grades  helrachteti,  so  ist  eine  der  Axcii  desselhen  gleich 
c,  während  die  andere  Axe  in  der  Ebene  xy  liegt.  Wenn  wir 
daher  im  Gentrnm  eine  Normale  zur  Schnitteheiiu  errichten  und 
auf  ihr  die  Längen  dieser  Axen  ahtragen,  so  heschreiht  der  eine 


*)  Man  erhält  dieselbe  Gleichung  auch  .als  diejenige  der  Envelopjie 
einer  Ebene 

tx  my  nz  = ]> , 
deren  Coiifficiontcn  den  Bedingungen 


5*  + + «’  = 1,  + /Z  A»  + , 


— 0 


unterworfen  sind. 
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Eiidpiinkl  einen  Kreis  vom  llalbincsser  c,  nährend  den  Ort  des 
andern  der  llaupUchnitt  der  erzeugenden  Fläche  zneiten  Grades, 
nur  um  90®  gedreht,  wiedergieht. 

Die  Fläche  hat  daher  in  jeder  der  Haupteheuen 
vier  Doppelpunkte,  nämlich  die  Durchschniltspunkte  des  Krei- 
ses und  der  Elli|>se,  die  eben  erwähnt  sind.  Wenn  x,  y die 
Ooordinaten  eines  dieser  Diirchscliuiltspiinkte  sind,  so  hat  der 
Tangentenkegel,  welcher  diesem  Doppelpunkt  entspricht,  nach 
Art.  11  die  Gleichung 

\{xx'  yy — c^){a^xx'  b'^yy'  — — c®)  (ft’  — c’)  = 0. 


Wenn  wir  die  erzeugende  Fläche  zweiten  Grades  als  ein 
F^llipsoid  voraiisselzcn,  so  ist  olTenhar,  dass  in  dem  Falle  des 
durch  die  Axe  z gcrfihrteii  Schnittes  der  Kreis  vom  Radius  c 
ganz  innerhalh  der  Ellipse  von  den  Axen  a und  ft,  und  im 
Falle  des  durch  die  Axe  x gerührten  Schnittes  der  Kreis  vom 
Radius  a ganz  ausserhalb  der  Ellipse  von  den  Axen  ft  und  c liegt; 
in  Folge  dessen  erscheinen  nur  in  den  durch  die  Axe  y gerühr- 
ten Schnitten  reelle  Doppelpunkte,  oirenhar  diu  Funkte,  welche 
den  Kreisschnilten  des  erzeugenden  Ellipsoids  entsprechen;  denn 
man  erhält 


, «»-ft« 


*)  Für  diese  Werthe  und  y ■=  0,  r*  = ft*  verschwinden  die  drei  er- 
sten Differentiale  der  Gleichung  der  Flache  zugleich  mit  dieser  selbst, 

ft'i  = 2x  { «*  (7*  — ft»  — c*H-  a»x»  -I-  ft»j/*  -1-  c»i»}  , etc. 

zum  Zeichen  der  Singularität  der  Punkte. 

Die  zweiten  Diff'erentiale  werden 

^<1  - 8«*®’  . '''«=■-  2 («*  - ft«)  (ft*  - c*) . 

= 8u*c»  = 0 , 

Aus  ihnen  entspringt  die  Gleichung  des  zugehörigen  Tangentcn- 
kcgcls  in  der  Form 

ft»— c»  4a»c»  "*"«»  — ft»  .^(a»  — 6»)  (ft»— c»)}l  “ö  ~ 


2H3 


Die  uneiullicli  enirvrnleii  Punkte  der  Flüche , d.  i.  ihren 
Schnitt  mit  der  unendlich  entrernten  Ehcne,  stellt  das  Product 
der  Factoren 

a-’  + r + + bhß  + c’ 

dar,  und  jener  Schnitt  kann  daher  als  die  Verhinduiig  eines  ima- 
ginären Kreisesund  einer  Ellipse  angesehen  werden,  welches  vier 
imaginäre  Doppelpunkte  der  Fläche  in  nnendlicher  Entfernung  be- 
dingt. Die  Wellen  fläche  hat  daher  in  Allem  sechs/,  eh  ii 
Doppel  - oder  conische  Punkte,  jedoch  sind  nur  vier  von 
ihnen  reell.  Sie  sind  nach  der  vorausgesetzten  Entstehung  die 
gemeinschaftlichen  Punkte  beider  Mäntel  der  Fläche. 

232.  Die  Welleniläche  gehört  zu  einer  Klasse  von  Flächen, 
wciclie  man  als  Apsidalflächen  bezeichnen  kann. 

Wenn  irgend  eine  Fläche  gegeben  ist,  und  durch  einen  hc- 
liehigen  als  Pol  genommenen  Punkt  ein  eliener  Schnitt  der  P'läche 
geführt  wird,  um  dann  die  Apsidal-Radien , d.  h.  den  .Mazitnal- 
und  Minimalwcrth  seiner  Radien  vectoren  auf  der  im  Pol  errichte- 
ten Normale  der  Sclmitlehcne  abzntragen,  so  ist  der  Ort  der 
Endpunkte  dieser  Normalen  die  aus  der  gegebenen  Fläche  her- 
vorgelicnde  Apsidalfläche. 

Die  Gleichung  der  Apsidalfläclie  kann  immer  so  wie  im 
Art.  98  des  ersten  Bandes  gefunden  werden.  Man  bildet  zuerst 
die  Gleichung  der  Kegelllächc,  welche  den  Pol  zum  Scheitel  hat 
und  die  Durchschnitlslinie  der  gegebenen  Fläche  mit  einer  Kugel 
vom  Radius  r enthält.  Wie  am  angeführten  Orte  wird  bewiesen, 
dass  jede  Kante  dieses  Kegels  ein  Apsidalradius  des  mit  der 
Fläche  durch  die  zugehörige  Tangentenehene  desselben  gebildeten 
Schnittes  ist.  Wenn  man  dann  die  Gleichung  des  Reciprocal- 
kegels  bildet,  dessen  Kanten  zu  den  Tangenlenebcnen  des 
ersten  normal  sind,  so  erhält  man  alle  die  Punkte  der  .Apsidal- 
lläche,  welche  den  Tangentenebenen  des  angenommenen  Kegels 
entsprechen.  Betrachtet  man  r in  der  Gleichung  dieses  letztem 
Kegels  als  veränderlich,  so  stellt  sie  die  Gleichung  der  Apsidal- 
fläche dar. 

233.  Wenn  OQ  ein  Radius  vector  der  erzeugenden  Fläche 
und  OP  die  Normale  zur  Tangentenehene  derselben  im  Punkte  () 
ist,  so  ist  OQ  ein  Apsidalradius  desjetiigeii  Schnittes  der  Fläche, 
welcher  durch  OQ  und  durch  die  zur  Ebene  POQ  normale  Gerade 
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OR  hiiidiin  lijjvlil.  Ilpiin  ilic  TaiigciiU-iieliene  in  0 gclil  durrli  PO 
und  isl  zur  KLenc iiurnial,  die  Taiigeiile  des  SdiniUcs  QOR 
liegt  in  der  Tangcnlencbriic  und  isl 
daher  .luch  normal  zur  Lhenc  POQ. 

Weil  endlich  OQ  zur  Tangente  iin 
Schiiilt  OOR  normal  isl,  so  ist  sie 
ein  Apsidalradius  dieses  Schnittes. 

Daraus  Fidgl  auch  , dass  der  dem 
l’nnkl  ()  eiilsprcchelide  lladius  der 
Apsidnlllächc  in  der  Khene  POQ 
liegt  und  normal  und  gleich  mit  0 0 ist. 

244.  Die  Normale  der  Tangenlenebeiie  der  Apsidal- 
fläche  in  T liegt  auch  in  der  Ebene  POQ  und  ist  nor- 
m a I zu  11  inl  gleich  mit  0 P. '**) 

Delrachlcn  wir  zuerst  einen  zu  OT unendlich  nahen  Radius  07^ 
der  A|isidalllächc  in  der  zu  (der  Ebene  der /eichniing)  nnrnialcii 
Ebene  TOR,ßo  i.st  nach  der  Dennilion  OT  einem  Apsidalradius  des 
Schnittes  der  nriginallläche  durch  eine  zu  OT  normale  Ebene  gleich, 
und  diese  Ebene  muss  durch  OQ  gehen.  Ferner  isl  ein  Apsidalr<idius 
eines  Schnittes  dem  uächsli'olgenden  Radius  gleich  und  der  Apsidal- 
radiiis  eines  durch  gehenden  und  der  Ebene  07!  unendlich 
nahen  Schnittes  also  gleich  OQ,  Daraus  folgt , dass  OT  = OT' 
und  somit  die  Tangente  des  Schnittes  TOR  in  T normal  m OT  und 
somit  normal  zur  Ebene  POQ  isl.  Die  Normale  der  Tangenlen- 
ehene  in  T muss  daher  in  der  Ebene  POQ  liegen,  welches  der 
erste  Theil  der  Rehauplung  isl. 

Wir  betrachten  dann  zweitens  einen  unendlich  nahen  Radius 
OT'  in  der  Ebene /’OO;  er  isl  einem  Apsidalradius  des  Schnittes 
ROQ’  gleich,  wo  OQ'  unendlich  nahe  heiO()  isl.  Und  da  dieser 
.Apsidalradius  wie  vorher  als  unendlich  nahe  OQ'  diesem  gleich 
ist,  so  isl  OT'  sowohl  gleich  als  normal  zu  OQ'.  Daher  isl  der 
Winkel  T' TO  dem  Winkel  Q'QO  gleich  und  die  Normale  OS 
gleich' und  normal  zu  OP. 

Die  Symmetrie  der  Coustruction  zeigt,  ilass,  wenn  eine  Fläche 
A die  Apsidalllächc  von  B ist,  umgekehrt  R die  Apsidalfläciic 
von  A sein  muss. 

235.  Die  reci|>roke  Polare  einer  .Apsidalfläciic  in 
Bezug  auf  den  Anfangspunkt  0 isl  identisch  mit  der 
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Apsi  dal  fläche  der  reciproken  Polare  der  Original- 
riäche  in  Bezug  auf  0. 

Wenn  wir  in  OP,  OQ  Slnckc  Op,  Oq  ahtragcn,  die  zu  jenen 
indirecl  proporliunal  sind,  so  erhalten  wir  in  diesen  einen  Badins 
veclor  lind  die  enLsprecheiide  Normale  zur  Taiigenlenehenc  der 
ileciprocallläche  der  gcgehenen  Fläche. 

Und  wenn  wir  diesen  gleiche  Stücke  in  den  Linien  OS.  OT 
abtragen,  welche  in  ihrer  Ebene  liegen  und  auf  ihnen  respective 
rechtwinklig  sind,  so  haben  wir  nach  dem  letzten  Art.  einen 
Radius  vector  und  die  entsprechende  Normale  zur  Tangeiitenehene 
der  Apsidalfläche  der  Redprocallläche  hesliinmt.  Aber  dieselben 
Längen  sind  als  indirect  proportional  zu  OS,  OT  auch  ein  Radius 
vector  und  eine  Normale  zur  Tangentenehene  der  Reciproken 
der  Apsidallläche.  Die  Apsidalfläche  der  Reciproken  ist  daher 
identisch  mit  der  Reciproken  der  Apsidalfläche. 

Insbesondere  ist  die  Reciproke  der  aus  einem 
gegebenen  Ellipsoid  abgeleiteten  Wellen  fläche  die 
Wellenflächc  des  Rcciprocal-Ellipsoids. 

Man  erkennt  auch  in  anderer  Weise,  dass  die  Reciproke 
einer  W'ellenfläche  eine  Fläche  vierter  ürdming  sein  muss.  Denn 
die  Reciproke  einer  Fläche  vierter  Ordnung  ist  nach  Art.  20 
im  Allgemeinen  von  der  sechs  und  dreissigsten  Ordnung;  diese 
Ordnuiigszahl  wird  aber  durch  jeden  Doppelpunkt  der  Fläche  um 
zwei  Einheiten  reduciert  und  kommt  somit  durch  die  seciiszehn 
Doppelpunkte  der  Wellenfläche  auf  vier  herab. 

Beisp.  Man  beweist  leicht  den  folgenden  Satz:  Die  hcHlen 
M.äntel  der  Wel len f lüelie  sind  reciproke  Polaren  in  Be- 
zug auf  das  Ellipsoid 


Manche  andere  Ergebnisse  folgen  aus  ilim. 

Da  einem  Knotenpunkt  oder  conischen  Punkt  einer  Flüche, 
als  einem  Punkte,  welchem  nnendlich  viele  einen  Kegel  zweiten 
Grades  umhüllende  Tangenteiichenen  derselben  enLsprechen,  eine 
Tangentenebene  der  Reciprocallläche  entspringt,  welche  mit  die- 
ser eine  unendliche  Zahl  von  Berührungspunkten  in  einem  Kegel- 
schnitt gemein  hat,  so  folgt  aus  der  Existenz  von  vier  reellen  Dop- 
pelpunkten der  Wellenfläche  und  der  Wahrheit,  dass  die  Reciproke 
einer  Wellenfläche  wieder  eine  W'ellcnfläche  ist,  die  Existenz 
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von  vier  reellen  Tangcnlenebenen  der  WellenMäcIie, 
welche  diese  in  je  einem  Kegelschnitt  beröhren.  Wir 
beweisen  geometrisch,  dass  dieser  Kegelschnitt  ein  Kreis  ist.*“) 

231.  Die  folgenden  Hilfssätze  fördern  den  Beweis:  1)  Wenn 
zwei  zu  einander  normale  und  durch  einen  fe.sten  Punkt  gehende 
fierade  sich  in  festen  Ebenen  bewegen,  so  umhidlt  die  Ebene 
derselben  einen  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  von  den  festen 
Ebenen  und  ihren  Parallelen  in  Parabeln  geschnitten  wird. 

Wenn  wir  die  Ebene  «ler  Zeichnung  als  parallel  zu  der  einen 
festen  Ebene  vorausselzen,  während  die  andere  feste  Ebene  durch 

die  Linie  in  dieser  geht,  und  der 
feste  Durchschnitlspunkt  0 der  Ge- 
raden über  derselben  vorausgesetzt 
wird,  so  dass  P den  Fusspunkt  der 
von  ihm  auf  die  Ebene  der  Zeich- 
nung gefällten  Senkrechten  bezeich- 
net, so  sei  OB  eine  der  Lagen  der 
Geraden,  die  sich  in  der  Ebene  Oltiy 
bewegt,  dann  ist  die  andere  Gerade 
0 A,  welche  der  Ebene  der  Zeichnung 
parallel  bleibt  und  normal  zu  OB,  zugleich  auch  zu  OP  ist,  nor- 
mal zur  Ebene  OBP.  Aber  die  Ebene  OAB  schneidet  die  Ebene 
der  Zeichnung  in  einer  zu  OA  parallelen  Geraden  BT,  welche 
daher  zu  BP  normal  ist.  Und  die  Enveloppe  von  BT  ist  somit 
eine  Parabel,  für  welche  P der  Brennpunkt  und  MN  die  Tan- 
gente im  Scheitel  ist. 

2}  Wenn  eine  Gerade  OC  zur  Ebene  OAB  normal  bleibt,  so 
erzeugt  sie  einen  Kegel,  dessen  Kreisschnitte  den  festen  Ebenen 
parallel  sind.  (Vergl.  Beisp.  5,  Art.  117,  Bd.  I.)  Wie  im  Art.  141, 
Bd.  I wird  bewiesen,  dass  der  Ort  von  C die  reciproke  Polare 
der  Enveloppe  von  .&T  in  Bezug  auf  den  Punkt  P ist;  er  ist 
also  ein  durch  P gehender  Kreis. 

3]  Wenn  ein  Centralradius  einer  Fläche  zweiten  Grades 
sich  in  einer  festen  Ebene  bewegt,  so  bleibt  die  Normale  zur 
entsprechenden  Tangentenebene  auch  in  einer  festen  Ebene. 
Nämlich  in  der  .Normalebeiie  des  zur  ersten  Ebene  conjugierlen 
Durchmessers,  als  welchem  die  Tangentenebene  stets  parallel  ist. 

237.  Setzen  wir  nun  voraus,  dass  die  Ebene  OQR,  (wo  OR 
zur  Zeichnungsebene  POQ  normal  ist}  ein  Kreisschnitt  einer 
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Flächfi  zweiten  Grades  sei,  so  ist  OT  der  Radius  des  Knoten- 
punktes der  Wcllcnfläclie,  und  bleibt  unverändert,  wälirend  OQ 
sich  in  der  Ebene  des  Kreisschnittes  bewegt.  Uns  bleibt  der 
durch  OS  erzeugte  Kegel  zu  bestim- 
men. Aber  OS  ist  normal  zu  OR,  , Q 
welches  sich  in  der  Ebene  des  Kreis- 
Schnittes  und  zu  OP,  welches  sich  ^ 
in  einer  festen  Ebene  bewegt  nach 
dem  3.  Ililfssatz;  somit  erzeugt  OS 
einen  Kegel,  dessen  Kreisschnitte 
den  Ebenen  POR,  QOR  parallel  sind. 

Nun  ist  T ein  fester  l’uiikt  und  TS 
der  Ebene  POR  parallel,  somit  der  Ort  von  S ein  Kreis. 

Der  dem  Knotenpunkt  entsprechende  Tangentcnkegel  ist  offen- 
bar der  Reciprocalkegel  des  von  OS  erzeugten  Kegels  und  ist 
daher  ein  Kegel,  der  von  den  Parallelen  derselben  Ebenen  in 
Parabeln  geschnitten  wird.  Setzen  wir  zweitens  voraus,  dass  die 
Linie  OP  von  constanter  Länge  sei,  welches  stattflndet,  wenn 
die  Ebene  POR  der  Querschnitt  eines  der  zwei  geraden  Cylinder 
ist,  welche  dem  Ellipsoid  nmgeschricben  werden  können,  so  ist 
der  Punkt  S ein  fester  Punkt,  und  man  beweist  ganz  in  derselben 
AVeise,  dass  der  Ort  von  T ein  Kreis  ist.*) 

238.  Die  Gleichungen  des  Art.  231  im  Rd.  l liefern  sofort 
eine  andere  Form  der  Gleichung  der  Wellennäclie.  Offenbar  sind 
die  Längen  des  Radius  vectors  für  den  einen  Mantel  der  AVel- 
lenfläche,  wenn  9,  S*  die  AVinkel  bezeichnen,  welche  ein  Radius 
vcctor  mit  den  Linien  nach  den  Knotenpunkten  bildet,  durch 

+ ' 


I co8«^(0  — , sin*  ^ 


^*  c* 

und  für  den  andern  Mantel  derselben  durch 


cobM  (9  -I-  9')  , sin»  i (9  -f  9') 

C«  ' fl» 


ausgedrückt,  also  dass 


= -i)  sin«  sin®' 


*)  Die  analYtische  Untersuchung  liefert  für  das  Halbmesserquadrat 
dieses  Kreises  den  Ausdruck 

(fl»  — 6»)  (*»  - e») 

4» 


Digitized  by  Google 


28S 


ist.  Aus  diesen  (ileicliiingcn  Folgt , dass  die  DiirrlischniUc  der 
Wellenfläclic  mit  einer  Iteilic  eonrenlrisclier  Kugeln  eine  Schaar 
mnrnraler  spliärisrlier  Kegelsriinitte  bilden.  Denn  wenn  g und  g in 
denselben  ronstant  geilaelil  werden,  so  erhält  inan  5 + 6'  = eonsl. 

2.19.  Die.  (ilcichnng  der  U’ellenriäche  kann  nach  \V. 
Itoberts  in  folgender  Weise  in  elliptischen  tioordinaten 
ausgedrürkt  werden.  Die  Form  der  Gleichung 

zeigt  an,  dass  sie  als  Resultat  der  Fliniinalion  von  r-  zwischen 
den  Gleichungen 


r»— «»  "I"  "!■  6»— r«  + y’  + * 


..2 


ZU  erhalten  ist.  Wenn  inan  aber  dem  eine  Reihe  constanter 
Wertbe  heilegt.  so  bezeichnet  die  erste  Gleichung  eine  Reihe  von 
confocalen  Flächen  zweiten  (irades,  für  welche  die  Axe  ; die 
primäre  und  die  .Axe  der  x die  kleinste  Axe  ist.  Da  r‘  stets 
kleiner  als  a‘  und  grösser  als  c-  ist,  so  bezeichnet  die  Gleichung 
stets  ein  Hyperboloid,  und  zwar  ein  einfaches  oder  zweifaches,  je 
nachdem  r’  grösser  oder  kleiner  als  ist.  Die  Durchschnitte 
der  Hyperboloide  der  ersten  Reihe  mit  den  concentrischen  Kugeln 
erzeugen  den  einen,  diejenigen  der  andern  dteihe  mit  denselben 
den  andern  Mantel  der  Wellenlläche. 

AVenn  nun  die  Fläche  ein  einfaches  Hyperboloid  bezeichnet, 
und  A,  fl,  V die  jiriinärcn  Axen  der  drei  confocalen  Flächen  des 
betrachteten  Systi'ins  für  irgend  einen  Punkt  siiul,  so  gieht  uns 
<lie  Gleichung  und  da  nach  Rd.  f,  Art.  1G9 

==  A«  -f.  -I-  v’  — 

ist,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung  des  einen  Mantels  der  Fläche 
in  elliptischen  Goordinaten 

+ v’  = c’  4-  -f  *2  - c2. 

In  gleicher  Weise  ist  die  Gleichung  des  andern  Mantels 

A2  4-  ^3  „2  4_  ^,2  _ ^2. 

Die  allgemeine  Gieiclinng  der  Wellennäclie  gieht  auch 

p2  4“  I 

eine  Gleichung  jedoch,  welche  einen  imaginären  Ort  bezeichnet. 

Da  für  constautes  A auch  fi  für  den  einen  und  e für  den 
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andern  Mantel  der  Hätlic  conslanl  ist,  so  folgt,  dass,  wenn  durch 
irgend  einen  Punkt  der  Fläche  ein  deinselhen  System  angehöriges 
Ellipsoid  gelegt  wird,  diess  den  einen  Mantel  in  einer  Krüminungs- 
linie  des  einen  Systems  und  den  andern  Mantel  in  einer  solchen 
des  andern  Systems  schneidet.^’) 

Wenn  die  Gleichungen  zweier  Flächen  in  Function  der  A,  ft,  v 
ausgedrückt  sind,  so  gieht  die  nifferentiation  derselben 

P<n  + Qdfi  + Rdi>  = 0,  /''dy  + O'd/ji  + li'dv  = 0, 
und  die  Bedingung,  unter  welcher  sie  sich  rechtwinklig  durch- 
schneidcn,  ist  nach  Art.  135 

PP'{X^  — h’)(V~k*)  , — — u’)  I ««'(A*— »»H*’-»-*) 

— “f*  (i»-ft«)(fi»  — *>)  "T" 

eine  Bedingung,  welche  für  P = 0,  0 — 0,  R' — 0 erfüllt  ist. 
Daher  schneidet  eine  Fläche  v ■=  const.  eine  andere  Fläche 
von  der  Gleichungsform  <P  (A.  ft)  = 0 rechtwinklig.  Das  Hyper- 
holoid  V = const.  schneidet  somit  den  einen  Mantel  der  Wellen- 
flärlie  rechtwinklig,  während  es  mit  dem  andern  eine  Krüm- 
niungslinie  auf  dem  Hyperboloid  gemein  hat. 

240.  Die  Ebene  irgend  eines  Radius  vectors  der 
Wellenfläche  und  der  entsprechenden  Normale  auf 
die  Tangentenebene  bildet  gleiche  Winkel  mit  den 
Ebenen,  welche  den  Radius  v e c t o r und  die  Knoten- 
linien  enthalten. 

Denn  nach  Art.  233  ist  die  erste  Ebene  normal  zu  OR,  das 
eine  Axe  des  Schnittes  QOR  des  erzeugenden  Ellipsoids  bezeich- 
net, und  die  beiden  andern  Ebenen  sind  normal  zu  denjenigen 
Radien  dieses  Schnittes,  deren  Länge  die  mittlere  Ilalbaxe  b des 
Ellipsoids  ist;  diese  aber  bilden  mit  der  Axe  gleiche  Winkel, 
Offenbar  sind  diejenigen  Ebenen  rechtwinklig  zu  einander,  welche 
durch  irgend  einen  Radius  ycctor  und  durch  je  eine  der  Nor- 
malen der  Tangentenebenen  bestimmt  sind,  die  den  Endpunkten 
des  Radius  vectors  in  beiden  Mänteln  der  Fläche  entsprechen. 

Nach  dem  Gesetz  der  Reciprocilät  ergiebt  sich  aus  dem 
Theorem  dieses  Art.,  dass  die  Ebene,  welche  durch  einen  Radius 
vector  und  je  einen  der  Punkte  bestimmt  ist,  in  denen  die  Tan- 
gentenebene der  Fläche  zu  diesem  Radius  vector  normal  sind, 
mit  denjenigen  Ebenen  gleiche  Winkel  bildet,  welche  durch  den- 
selbeti  Radius  vector  mit  den  vom  Gentrum  auf  die  Ebenen  der  kreis- 
förmigen Berührung  gefällten  Normalen  bestimmt  sind.  (.Art.  232.) 

fiftlmoD,  Anal,  ricom.  d.  Raiimi't.  II.  2. Anfl.  lU 
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241.  WiMin  X,  y\  die  Copniinalen  eines  Punktes  des  er- 
zeugenden Klli|)snids,  und  a,  a"  die  primären  Axen  der  durch 
ihn  liindurdigehenden  confocalen  Flächen  ausdrncken,  so  sind 
[u^  — o'*),  (n-  — n"-)  die  (Jnadrate  der  Axen  des  der  Tangen- 
leni'lienc  parallelen  Schnilles;  wir  wollen  sic  durch  p’,  p"-'  be- 
zeichnen. Sie  geben  <lie  beiden  Wcrthe  des  Radius  vcclors  der 

Wellenlläcbe  an , dessen  Ricblungscosinus  ^ sind.  Re- 

rechnen  wir  die  Länge  und  die*  Richtungscosinus  der  Normale 
der  Tangentenebene  in  jedem  der  l'unkte.  in  denen  dieser  Radius 
veetor  die  Fläche  schneidet. 

Nach  Art.  2.34  wissen  wir,  dass  die  verlangte  Normale  gleich 
und  normal  ist  zu  der  Normale  in  demjenigen  Punkte,  wo  das 
Fdlipsoid  durch  eine  der  Axen  des  Schnittes  getrolTen  wird;  die 

Richtungscosinus  dieser  Axe  sind  ^ ^ Die  Coordinateii 

ihres  Fndpuiiktes  sind  die  Prodnete  dieser  Richtungscosinus  mit 
p,  und  die  Richtnngscosinus  der  eiiLsprechenden  Normale  des 

KIlipsoids  sind  respective  "C'' 


Das  Product  der  in  den  Klammern  stehenden  Rrössc  mit 


a'-]^  ist  aber  = -V  -I — so  dass 
' ]r  ' p • 


, P*  + P"' 


ja  _ ?i*?’ 

“ P‘  + P 


Ti  wird. 


Dicss  gieht  die  Länge  der  Normalen  auf  die  Tangentencbenc 
in  dem  betrachteten  I’nnktc  der  Wellenlläche.  Dirc  Richtnngs- 
cosinus werden  aus  der  Bemerkung ‘abgeleitet,  dass  sie  zu  den 
zwei  Linien  normal  ist,  welche  die  respectiven  Richtungscosinus 


P ^ 


i”« 


P J 


^ tra* 


Pp 

A’A'»  ' 


Pp 


P* 


besitzen;  indem  inan  nach  der  F'ormel  des  ArL  14,  Rd.  1 die 
Richtungscosinus  ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen  bestimmt, 
erhält  man  nach  einigen  Reductionen 
Px 
PP 
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Die  Hii'litiykeit  des  Ergebnisses  kann  leiclil  bestätigt  werden. 
Daher  ist  die  Gleichung  der  Tangentenebene  in  demselben  Punkt 

~ ^«)  + 'jy  + *•'  “ V^)  = 

In  derselben  Art  flndel  man  die  Gleichung  der  Tangenten- 
ebene der  Fläche  In  demjenigen  Punkte,  wo  der  nämliche  Radius 
vector  zum  zweiten  Male  die  Fläche  schneidet,  aiisgedrückt  durch 

(i  - + yy'  (‘  - S)  + -'  (» - ?))  = pp'- 

242.  Wenn  9 den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Nurmale  der 
Tangentenebene  mit  dem  Radius  vcctor  bildet,  so  ist  P = p cos  9; 

»*P* 

und  da  nach  dem  letzten  Art.  P’ = ist,  so  muss 

P'+P* 


cos’  5 = -■  , tan’  9 — - 


P'  + P'“ 


P‘ 


sein.  Mittelst  der  in  Bd.  1,  Art.  173  für  p und  p'  gegebenen 
Wertbe  erhalten  wir 


p‘  = 


(„»  — p»)  (4»  _ pt)  (c*  — p») 
p»  (p»  _ p'») 


und  somit  tan’  9== 


(-5)(— S)(-S). 


1 — 


In  dieser  Form  ist  der  Ausdruck  das  Anaiogon  desjenigen, 
welchen  die  Theorie  der  Kegelschnitte  für  den  Winkel  bildet,  der 
von  der  Normale  und  dem  centralen  Radius  vcctor  des  Punktes 
einer  Ellipse  eingcschlossen  wird,  nämlich 


In  dem  F'alle  der  Wellenlläche  ist  offenbar,  dass  9 für  die 
Specialfälle  f = a,  ^ = b,  p = c verschwindet,  und  für  den  Fall 
p p’  trs  6 unbestimmt  wird. 

243.  Der  Ausdruck 

tan  9 =•  P- 
p 

führt  zu  einer  Conslruction  für  die  Normalen  der  Tan- 
gentenebenen, welche  den  Punkten  entsprechen,  in 
denen  ein  gegebener  Radius  vector  die  zwei  Mäntel 
der  F'iäche  schneidet. 

19* 
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Die  Normalen  müssen  in  <ler  einen  oder  andern  der  zwei 
festen  Ebenen  der  Art.  24<J,  241  liegen,  und  wenn  eine  Ebene 
normal  zum  Ra(|ius  vector  in  der  Entfernung  p gelegt  wird,  so 
ist  aus  dem  Ausdruck  für  tan  S offenbar,  dass  p die  Entferinnig 
des  Radius  vector  von  dem  Punkte  ist,  wo  die  Normale  zur  Tan- 
gentenebene diese  Ebene  sebneidet.  So  erhalten  wir  diese  Con- 
struction:  ,,Man  lege  normal  zu  dem  gegebenen  Radius  vector 
eine  Tangentenebene  des  erzeugenden  Ellipsoids  und  fälle  von 
ibrem  Rerülirungspnnkt  Normalen  auf  die  festen  Ebenen  des 
Art.  240;  dann  sind  die  Oeraden,  welche  die  Fusspunkte  dieser 
Normalen  mit  dem  Zentrum  verbinden,  die  fraglichen  Normalen 
der  Tangenlciiebenen.“ 

Nach  dein  Geselz  der  Reciprocität  erhält  man  hieraus  eine 
analoge  Consirnction  zur  Kestimmung  der  Punkte,  in  welchen 
die  einer  gegehenen  Ebene  parallelen  Tangentenebenen  der  Fläche 
ihre  beiden  Mäntel  berühren. 

Beisp.  1.  hie  Gleiclniiig  der  Fläche  — analog  zu  Art.  180,  Bd.  I. 
— so  zu  transrormicren,  dass  der  irgend  einem  Punkte  der  Fläche 
entsprechende  Radius  vector  die  Asc  der  z ist,  während  die  Axen  des 
entsprechenden  Schnittes  des  erzeugenden  Ellipsoids  die  Axen  x und  y 
bilden.  Wir  schreiben  die  Oleichuiig  der  Fhäche  in  der  Form 

{a^x^  -j-  — ■ a^b"^)  (x^  "I“  "f"  *^) 

+ + l)=0; 

nun  bleibt  (a:’ -j"  “t“  **)  durch  Transformation  ungeändert  und  in 

Art.  183,  184  Bd.  I sind  die  Transformationen  von  -j- 

und  (zi’.T*  -|-  b’y*  -j-  c^i*)  gegeben.  Folglich  ist  die  transformierte 
Gleichung 

{ + (P"'*  + + fp”’  + vV  + 2pp'xz  + ‘Jpp'yz  ‘Jp'p'xy  } 

X y’  -f  - r*)  — + p’’) — (p-g-  -f-  p'’e'*  -|-  + e’e'') 

—y^(pV^+pV+p"V+eV‘)—‘‘^ppV^^'—2pp’V!f-+pW^=o. 

Dabei  ist  die  a.  a.  0.  mit  bczcichnctc  Grösse  durch  ihren  aus 

der  Gleichung  “h  “h  ^ bestimmten  Werth 

ersetzt  und  die  Identität 

bV  -f-  c-a^  -|-  = p*  (p^  -(-  -|-  p'^yi^  -|-  p '^Q^  -|-  p^p’^ 

benutzt  worden. 

Man  erkennt  leicht,  dass  für  a:  = 0 und  y = 0 diese  transfor- 
mierte Gleichung  für  die  Werthe  p’,  p'*  ergiebt,  wie  zu  erwarten  war. 

Wenn  wir  die  Gleichung  zu  parallelen  Axen  durch  den  Punkt 
2 “ p transforiiiiei'cn,  so  wird  der  lineare  Theil  der  Gleichung 
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2pr  (e’  — Q^)  {i>z  4-  px) 

und  die  vorher  über  die  Lage  der  Taogcntcnebcnc  abgeleiteten  Resul- 
tate können  daraus  unabliSngig  begründet  werden. 

Ilie  analoge  Rntwickelniig  der  Tdieder  vom  zweiten  Grade  erlaubt, 
die  Werthe  der  llaii|ilkrünimungsradien  und  die  Rieblung  der  Krüm- 
mungen zu  bestimmen,  obiie  dass  Resultate  von  besonderer  Wichtig- 
keit sieb  ergäben. 

Beisp.  2.  Die  RIeiebung  der  Reciprocairiicbe  derWel- 
Icnriäcbc  wird  erhalten,  indem  man  — für  a,  etc.  in  die  Gleichung 

der  Wcllenllächc  substituiert;  wenn  das  Resultat  nach  der  Methode  des 
vorigen  Art.  transformiert  wird,  so  entsteht  die  Gleichung 
(x’  -f  y-  + z’)  X 

{ W— — 2p//'e’yi+-’(p'*e’^+  } 

— ^ ‘ (p’ + p'* + ^ +p'*+e''V— 

p' p" xy  '2k*pp'xz-\-  '2k*pp''yz-\-  A’'  = 0. 

Wir  wi-ssen,  dass  die  Fläche  durch  die  Ebene  (u  = berührt 
wird  und  erhaiteu  in  der  That  durch  Einsetzen  des  entsprechenden 
Werthes  für  z die  Gleichung  einer  Curve,  die  den  Punkt  ;/  = 0, 
PQX  — zum  Doppelpunkt  hat.  Wenn  wir  iu  ihrer  Gleichung 

y = 0 setzen,  so  erhalten  wir 

(pa:  — {q^  — r)}> 

eine  Gleichung,  aus  der  wir  lernen,  dass  die  Sehne  des  äus.serii  Man- 
tels der  Wellenllächc,  welche  einen  Punkt  des  innern  Mantels  mit  dem 
Fusspunkt  der  Normale  vom  Cenlrum  auf  seine  Tangentialebene  ver- 
bindet, in  diesem  Fusspuukt  halbirt  wird. 

Die  Inllc.vionstangentcn  sind  parallel  zu 

{ P'’  +P’  (?'’  — e’) } 2p  p"p’.ry-f  f p'V’+p’  9^) } y’=0 ; 

die  geometiischc  Redeutung  dieses  Resultates  ist  nicht  bekannt.'**') 

244.  Itie  Kläclie  der  Ceiitra.  Es  ist  iti  I)d.  I,  Art.  248  ge- 
zeigt worden,  wie  die  Gleichiitig  der  Fläche  zu  bilden  ist,  in  welcher 
die  Ilaiiplkrütnniuiigscenlra  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegen,  und 
welclic  also  die  Nornialen  der  Fläche  berühren.  Wir  betrachten  die 
Aufgabe  hierin  der  erweiterten  Form,  welche  der  projeetivisrhen 
Verallgemeinerung  iles  IJegrilTs  derNortnale  entspriehl,  die  im  Raume 
das  Atialogon  ist  zu  der  in  den  Art.  373,  371  der  „Kegelschnitte" 
für  die  Ebene  gegvhenen;  unter  Anwendung  der  canonischen 
Form  entwickeln  wir  einige  der  wesentlichsten  Ergebnisse  einer 
vonClebsch  dafür  gegebenen  allgemeinen  llnlersitclnnig.*'')  Wir 
hetrachteti  die  Normale  einer  Fiäche  als  eine  gerade  Linie,  die 
den  Rerühriingspunkt  einer  Tangentenebene  mit  dem'  Pol  dieser 
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Ebene  in  liezug  auf  eine  gewUse  feste  Fläche  zweiten  Grades 
verbindet,  und  erhalten  dadurch  für  das  Problem  der  Bestim- 
mung der  Normalen  einer  Fläche  zweiten  Grades  aus  einem  ge- 
gebenen Punkte  die  Form:  Man  soll  in  der  Fläche  zweiten  Gra- 
des U ^ "f"  “3^3*  “I"  <*4^1*  = 0 einen  Punkt  a, 

von  solcher  Lage  bestimmen,  dass  der  Pol  der  ihm  entsprechen- 
den Tangentialebene  derselben  in  Bezug  auf  eine  andere  Fläche 
zweiten  Grades  V -|"  *1^  “f*  ^3*  ~l“  = 0 in  der  gera- 

den Linie  liegt,  welche  ihn  mit  einem  festen  Punkte  a'j  ver- 
bindet. 

Wir  drücken  daher  aus,  dass  die  Polarebene  eines  in  dieser 
Geraden  gelegenen  Punktes  (x/  — AxJ  in  Bezug  auf  die  Fläche 
y — 0 mit  der  Polarebene  von  x,-  in  Bezug  auf  U — 0 identisch 
sei,  und  erhalten  die  Bedingungen  x/  =:  (oj  -f-  k)  x,,  und  weil 
der  Punkt  x,  der  Fläche  U ~ 0 angehört,  zur  Bestimmung  vuu 
H die  Gleichung 


«|J| 

(a,  + il)' 


3 + 


n,x, 


'f 


04X4'* 


= 0. 


(«.+!)•  ' («3+^)'  ' 

Die  sechs  Werthe  von  ä,  welche  ihr  genügen,  lösen  das  Problem; 
jedem  derselben  entsprcrheii  bestimmte  Werthe  der  x,-,  der  Goor- 
dinateii  des  Fiisspunktes  der  Normale.  Indem  wir  die  Discrimi- 
naiite  dieser  Gleichung  in  Bezug  anf  A hilden,  erhalten  wir  den 
Ort  der  Punkte  x',-,  für  welche  zwei  Werthe  von  A zusammenfallcn; 
wir  finden  so  unter  Ausscheidung  eines  F’aetors  x,'*  .Xj'*  Xj'*  x^'‘, 
welcher  anzeigt,  dass  für  alle  Punkte  der  Ebenen  des  gemeinsamen 
Quadrupels  zwei  dieser  Werthe  zusammenfallen,  dass  der  frag- 
liche Ort  eine  Fläche  zwölfter  Ordnung  ist,  der  F'läche 
derGentra  entsprechend. 

245.  Bas  Problem  der  Bestimmung  der  F'läche  der  Centra  hängt 
In  der  That  von  einer  Gleichung  der  nämlichen  F'urm  ab,  wenn 
wir  davon  ausgehen,  dass  nach  Art.  207,  Bd.  I die  Coordinaten 
des  Krümmungsmittelpunktes  für  den  Punkt  x',  y',  z eines  El- 
lipsoids  durch 

n *,n  h *w 

y = **=  ,r 

gegehen  werden.  Indem  wir  aus  diesen  Gleichungen  x',  y,  z'  be- 
stimmen und  ihre  Werthe  in  die  für  dieselben  geltenden  Gleichungen 

—-4-  ^ -4-  =-  = 1 -*'4-  -4-  4-  -C-  = 0 • 

o*  ' 4»  ' c«  ' a'<7*  ' 6'  4 « “ c»7»  ^ 
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einsetzen  und  für  a"‘.  . , — A’.  . , respective  schreiben,  erhal- 

len wir 


, A».v«  , f»i«  _ ^ . 

(o*  — A')»  ' (A«  — {<•«— A»)* 

a'x'  , li'y'  , f'i*  _ „ 

(o»  — AV  ' (A>  — A*)>  ' (c«-A«)> 

Diese  Gleichungen  repräsentieren  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung, den  Ort  der  krünmiungscenlra  für  die  1‘unkte  der  Ourch- 
sciinitlscurvc  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades  mit  einer 
ihr  confocalen.  Wir  erhalten  die  Gleichung  der  Fläche  der  Ccnlra 
durch  Elimination  von  zwischen  diesen  Gleichungen  oder,  weil 
die  zweite  Gleichung  das  nach  A’  gekommene  DilVerenlial  der 

ersten  ist,  durch  Bildung  der  Discriminante  der  ersten  Gleichung. 

246.  Ich  zeigte  zuerst  1857  dass  die  Aufstellung  der  Gleich- 
ung für  die  Fläche  der  Cenlra  auf  die  Elimination  zwischen  einer 
cubischen  und  einer  quadratischen  Gleichung  zurückkomme,  und 
Clebsch  hat  nachgewiesen,  dass  dieselbe  Reduction  auch  bei  der 
allgemeinsten  Fassung  des  Problems  cinlritl. 

Bezeichnen  wir  nämlich  durch  ^ die  .Discriminante  von 
d.h.  das  Product 

und  durch  Sl  =0  die  Gleichung  der  Beciproken  von  iiU-{-XV=0, 
d.  h. 


so  ist 

Ä ^ X|»  , -T«* , 

Differenliieren  wir  aberdie  erste  Seile  der  Gleichung  nach  ja  und 
setzen  dann  fi  = 1,  so  erhalten  wir  die  Beslimmungsgleichung 
unseres  Problems  für  A und  sehen  daher,  dass  dieselbe  in  der  Form 


dp, 


dft 


geschrieben  werden  kann,  d.  h.  als  Jacobi’sche  Function  von  Sl 
und  J.  Als  Resultat  der  Elimination  von  m zwischen  /1-\-)nXSl 
— wo  wir  einen  Factor  A einführen,  um  auch  /i  zu  einer  biqua- 
dratischen  Function  von  ja  : A zu  machen  — und  seinem  DilTe- 
renlial  wird  sie  befriedigt,  wenn  J-}-mkSl  = 0 zwei  gleiche 
W'urzeln  hat.  Der  durch  Differentiation  aus  ihr  entstehenden 
Gleichung  ferner 


2% 


Ä 


= J 


rill* 


*ls  <lcin  Resultat  der  Eliininntioii  von  m z^^iscllpn  J mXSl 
tinJ  .seiiieiii  zweiten  DilTercntial,  wird  gcniigt,  wenn  J imÄ 
drei  gleiclie  Facloren  lial.  Da  aber  die  Jaiobi’sclie  Function  so- 
wold  als  ihr  DilTerential  verschwinden,  wenn  zugleich  d und  Ä 
verschwinden,  so  muss  die  Discriminante  iler  Jacohi’schen  Function 
von  zwei  algebraischen  Functionen  ^ und  Sl  das  Resultat  der 
Klimination  zwischen  J und  Sl  als  einen  Factor  enthalten,  und  die 
Redingung,  unter  welcher  es  möglich  ist,  m so  zu  bestimmen, 
dass  J-\-mlSl  drei  gleiche  Factoren  hat,  muss  ein  anderer 
Factor  jener  Discriminante  sein.  Im  vorliegenden  Falle  ergiebt 
die  Elimination  zwischen  ^ und  Sl  den  Factor  uiicl 

die  andere  Redingung  die  Gleiehung  der  Fläche,  welche  der  Fläche 
der  Eentra  entsjiricht.  Diese  Redingung  wird  aber  wie  in  Art.  248 
Rd.  [ durch  die  Elimination  von  m zwischen  den  beiden  Inva- 
rianten 5 und  T der  biquadratisdien  Form  zf mlSl  gebildet. 
247.  Die  Discriminante  einer  algebraischen  Function 
a (4)  -f  (4  — a)2  O (4) 

ist  iiolhwcndig  durch  a theilbar,  und  wenn  wir  nach  der  Division 
n ==  0 setzen,  so  kann  gezeigt  werden,  dass  der  übrig  bleibende 
Factor  lucliLs  anderes  ist  als  ’/^(«)  0 («)®  miiltipliciert  mit  der 
Discriminante  von  ®(4).  Der  Schnitt  der  Fläche  von  Clebsch  mit  der 
llauptebenc  .r^  = 0 ist  daher  der  dreifach  zählende  Kegelschnitt 

[_  I ".1^3*  ^ 

(fl,  — «,)'  ' (n,  — ' (fl,  — n,)* 

ziisntnmen  mit  der  (airve  sechster  Ordnung,  welche  die  rediicierte 

Discriminante  von,  - pvv,  -4-  r r*,., ausdrückt.  Diese 

(fl,  + 4)»  ' (fl,  4-  X)»  ' (fl,  -f  4)» 

Eurve  und  der  erwähnte  Kegelschnitt  berühren  einander,  wie 
Elebsch  bemerkt  hat,  und  wie  sich  auch  hier  leicht  ergiebt.  Dum 

die  Discriminante  von  , i»  •'*1^ 

die  Gleichung  der  Enveloppe  der  sämmtlichen  durch  diese  Gleich- 
ung dargestellten  Kegelschnitte  betrachtet  werden  und  berührt 
ilaher  auch  den  dem  Werthe  4 = — n^  entsprechenden  wie  jeden 
Kegelschnitt  des  Systems  in  den  vier  Punkten,  wo  sie  den  Kegel- 
schnitt schneidet,  der  durch  das  nach  4 genommene  DifTcrential 
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der  Gleichung  repräsentiert  wird,  also  durch  die  Gleichung 

«I  I "t  I "»  Ja*  rv 

(fl,  + i)»  ifs  f ^ 

Die  Conrdinaten  dieser  Punkte  sind  durch 

+^)^K  — «3).  03V=("2+^)’(“3  — "i)' 
«3^3’=(“3+^)“{"|— «2) 

bestimmt,  und  die  Gleicimngnn  der  gemeinschartlichen  Tangenten 
des  Kegelschnitts  und  seiner  Eiiveloppe  sind  daher 


(n,  — <7,1  «,)  _ 
“3  + * ( 


0. 


Kür  <l  = — n,  und  mit  den  Abkürzungen 

(n,— OjK«)— «3)f"|— «4)=— ^1^-  («•.  — «|)('>-..—«3)(“2—"4)=  — -'<2’' 

{«3— "|)(«3— «3);"3— "l)=  — {«4— «lK«(— «3)  = — ^^4^ 

werden  die  Glcichuiigen  der  gemeinschartlichen  Tangenten  des 
Kegelschnitts  und  der.  Enveloppc  im  vorliegenden  Kalle 


.1, 


I i 

lIü  _l_  _ O- 

't,  — <^3  . 


und  analog  in  den  andern  Ilaiiptehenen. 

Diese  Schlussweise  ist  auf  andere  analoge  Källe  annondhar. 
So  wird  die  Parallellläche  der  Kläche  zweiten  Grades  durch  eine 
llauplehene  in  einer  Curve  achter  Ordnung  und  in  einem  zwei- 
rach zählenden  Kegelschnitt  geschnitten,  der  diese  Kurve  in  vier 
Punkten  berührt  (Art.  247,  Rd.  I)  und  die  vier  geraden  Linien 
in  der  Developpabeln  zu  zwei  Kläihen  zweiten  Grades  in  Rd.  I. 
Art.  256  berühren  den  Kegelschnitt  in  ihrer  Ebene. 

248.  Ausser  den  It  ück  ke  hrk  egelsch  ni  1 1 en  in  den 
llauptehciieti  liegen  aber  noch  andere  Kegelschnitte,  in 
der  Kläche,  die  man  in  Untersuchung  des  Ortes  der  Punkte  findet, 
für  welche  die  Gleichung  sechsten  Grades  in  Al  t.  244  drei  gleiche 
Wurzeln  hat.  Durch  zweimalige  DilTerentiation  dieser  Gleichung  nach  X 
kommen  wir  zu  einem  System  von  Gleichungen,  welches  auf  die  Korni 


«,  X,' 


<7,  X,' 


I "t  I "3  ■'3  I 

(«.  + 0'  («,  -f 'X)‘  i>,  -f-  X)'  («.  + X)' 


= 0, 


<0. 


(77, -f  ^ ■ -■  + 

redurierbar  ist.  Das  Resultat  der  Eliminatinn  von  X zwischen 
diesen  drei  Gleichungen  liefert  ein  Paar  von  Gleichungen,  welche 
die  fragliche  Ortscurve  repräsentieren.  Die  Auflösung  dieser 
Gleichungen  giebt  aber 
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(a"+ly  ^ ~ — “l)  («I  - «i). 

(7*+^  = ("3  — «i)  ("I  - «<)  («4  - «s)-  «“■• 

(1.  Ii.  (n,  + : («3  + : ("3  + = {"4  + 

= : : (13^41:3^^5^  ; a^^ x^"‘ ; 

ilurdi  Substitulion  in  die  Gleichung  des  Arl.  244  erhallen  wir  also 

-4-  + ">i£?  ^ 0 

A{  A*  A, 

lind  erkennen  dadurch,  dass  der  iinlersiichte  Ort  aus  Ciirven  be- 
sieht. welche  je  eine  in  acht  Ebenen  gelegen  sind;  ferner,  dass 
diese  Ebenen  die  llau]itehenen  in  den  gcmeinscliarilichen  Tangenten 
der  ihnen  angehörigen  ltnckkehrkegelsrhniltc  und  Enveloppcn 
sechster  Ordnung  dnrchscliueiden.  Man  kann  die  Existenz  dieser 
acht  Ebenen  auch  aus  der  Ueniurkung  erkennen,  dass  die  Gleicli- 
iing  der  Reciproken  der  Fläche  der  Centra  nach  Bd.  I.  Art.  210 
von  der  Form  = Ulf'  ist,  so  dass  dieselbe  die  acht  gemein- 
schurtlichen  Punkte  der  Fläche  U — 0,  V = 0,  fV  = 0 zu  Dop- 
pelpunkten hat.  Die  Fläche  der  Genti'a  hat  daher  acht  bei  ihr 
nicht  reelle  Düppeltangenlialehenen,  die  sich  in  kegelschnillen 
berühren.  (Vergl.  Arl.  12).  | 

Wenn  wir  zwischen  den  drei  Gleicliiingen  ^ 

«I  -}-  A = x^  A^,  — «3  -|-  A = x^A^ 

A eliminieren,  nin  eine  in  .r,,  0:3,  x^  homogene  Gleichung  zu  bil- 
den, so  erhallen  wir 

n,^/|-(«2— «3)a:i^-f«./.-f.3^((4.,— rt|)a:./-f  «3*./3^((/|— (i3)a:3*=0. 

die  Gleichung  eines  Kegels  vom  zweiten  Grade,  der  die  Ebenen 
a:,  = 0.  .r.j  = 0,  Xj  •=  0 berührt.  Die  Rückkehrciirven  in  diesen  | 
acht  Ebenen  sind  also  Kegelschnitte,  welche  die  Rückkehrkegel- 
schnitte  in  den  llaiipleheiien  berühren.  ^ 

249.  Die  Fläche  entluilt  ferner  eine  Doppelcurve  oder  j 
Knutenlinie,  den  Ort  der  Punkte,  für  die  die  Gleichung  des 
Ai'1.244  zweiPaarevon  gleichen  Wurzeln  hat.  W^rsahen  in  Art. 246, 
dass  die  Bedingung  für  die  Existenz  eines  einzelnen  Paares  von 
gleichen  Wurzeln  durch  Elimination  von  m zwischen  einer  quadra- 
tischen und  einer  cuhi.schen  Gleichung,  nämlich  zwischen  den  In-  1 
Varianten  5 und  rder  hiipiadralischen  Form  J-j-mA^l,  gebildet  ward.  I 

Wenn  wir  diese  Gleichungen  in  der  Form  A-\-A^m-\-  A.^  m*  = o. 
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B Bytn  B^m^  + B^m^  = 0 sclireibeii,  so  sind  ihre  Coef- 
flcieiilen  in  den  Variabein  x,-  von  den  respecliven  Gaden  0,  2,  4; 
0,  2,  4,  6,  und  das  Itesultal  der  Elimination  ist,  wie  wir  wissen, 
vom  zwölften  Grade.  Die  Dcdingnng,  unter  welcher  die  Gleich- 
ung des  Art.  244  zwei  Paare  von  gleichen  Wurzeln  haben  kann, 
besteht  aber  darin,  dass  diese  quadratische  und  cnhische  Gleichung 
zwei  gemeinsame  Werthe  von  m liefern  müssen.  Und  allgemein, 
wenn  das  Resultat  der  Elimination  eines  Parameters  m zwischen 
zwei  Gleichungen  eine  Flache  ausdrückt,  so  repräsentiert  das 
System  von  Kedingnngen,  unter  welchen  diese  Gleichungen  zwei 
gemeinsame  Wurzeln  haben,  eine  Doppelcurve  in  dieser  Fläche. 
Das  Resultat  der  Elimination  von  m zwischen  den  (piudratischen 
Gleichungen  z.  R. 

A Ajin-  = 0,  B fi^  m B.^ = 0, 

ist  (A  B,  — A^B)^  + {A,B~  A)  {A^  ß,  — ß,  A.^j  = 0, 
und  dasselbe  kann  wegen  der  Gleichheit 

A(A^  B.^  — A^B,)  = Ai{AB.^  — .^jß)  -f-  A.j{A,  B — A B,) 
in  der  Form 

A {A  ßj  ~A^BY-A^[A  B.^—A.,  ß)  (./,  ß—.l  ß, ) 4-  ß ./ß,  )^  = 0 

geschrieben  werden,  welche  auzeigl,  dass  die  Durchschnitlslinie  von 
AB^  — A^B  = 0,AfB  — .4ß,  =0,  welche  für  die  Existenz 
von  zwei  gemeinsamen  Wurzeln  der  Gleichungen  getrennt  ver- 
schwinden müssen,  eine  Doppelcurve  in  der  Fläche  ist. 

Im  gegenwärtig  hetrachtelen  Falle  der  Elimination  zwischen 
A Af  m A.^rn'^  = 0,  ß ß,  m -f-  B^m'^  -(-  ß^m’  = 0 
kann  für  die  zweite  Gleichung  die  andere  substituiert  werden, 
welche  durch  Multiplication  der  ersten  mit  ß,  der  zweiten  mit  A 
und  nachmalige  Suhtraction  entsteht,  nämlich 

(/fß,  —A^B)  -f  (./ßj — A.^B)  m -f  AB.^m''-  = 0; 
und  es  kann  daher  nach  dem  eben  Entwickelten  das  Resultat  der 
Elimination  in  der  Form 

AQ'‘  — A,P0  -f-  A.^P-  = 0 
geschrieben  werden,  wenn  wir  ahkürzend  setzen 
0^  A‘‘B.^  — AA.Ait+  Al,A.,  B,  P ~ B{AAi—A^"‘)+A(A^B^—ABJ). 
So  erkennen  wir,  dass  die  Gurve  ß = 0,  Q = 0 eine  Doppel- 
rurve  in  der  Fläche  der  (ienira  ist ; und  da  P vom  sechsten  und 
vom  vierten  Grade  iii  den  Variahein  ist,  so  ist  diese  Knoten- 
curve  Von  der  vier  und  zwanzigsten  Ordtiung. 
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Für  weiliTe  Drlails  verweisen  wir,  um  Raum  zu  sparen,  auf 
Hie  Uriginalabliaiidliiiig  von  Oebscli. 

2.Ö0.  Wir  Italien  in  Art.  247,  lieisp.  8,  Bd.  I.  die  P a r a 1 1 c I TI  ä c li  e 
einer  Fläche  zweiten  Grades  untersucht,  d.  b.  die  Fläche, 
welche  als  Enveloppe  derjenigen  Ebenen  zu  definieren  ist,  die  den 
Tangentenebenen  der  Fläche  zweiten  Grades  parallel  und  in  einem 
gegebenen  normalen  Ab.slande  von  ihnen  liegen;  oder  auch  als 
der  Ort  derl*unkle,  welche  auf  den  Normalen  der  Fläche  durch 
eine  constante  Enirernung  von  ihr  bezeichnet  werden,  und  der 
Ort  des  Ontrums  einer  Kugel  von  unveränderlichem  Radius,  die 
die  F'läcbe  stets  berührt.  ”') 

Für  Ä-  = 0 reduciert  sie  sich  auf  die  doppelt  zu  zählende 
Fläche  zweiten  Grades  und  die  nicht  reelle  ahwlckelbare  Fläche, 
welche  alle  der  gegebenen  confocalen  Flächen  zweiten  Grades 
umhüllt  (vergl.  Ud.  I.  Art.  20.3,  2.Ö8). 

Der  Ort  der  Fusspunkte  der  Normalen,  die  inan  von  einem 
festen  Punkte  auf  die  Tangeiitenehene  einer  Fläche  fällen  kann, 
wird  als  die  Fusspunktfläche  der  Originalfläche  (l’odaire, 
Pedal)  hezeichnel. 

Wenn  man  aus  der  Fiisspunkldäclie  nach  demselhen  Verfah- 
ren eine  neue  Fläche  ableitet  und  auf  diese  wieder  das  nämliche 
Verfahren  anwendel,  so  erhält  man  eine  Reihe  derivierter  Flächen, 
die  man  als  die  erste,  zweite,  dritte,  etc.  Fusspunktfläche 
lieZeichiien  kann.  Wenn  mau  ferner  die  Enveloppe  der  zu  den  Radien 
vecloren  der  Fläche  in  ihren  Endpunkten  normalen  Ebenen,  d.  i. 
eine  Fläche,  von  welcher  die  gegehene  Fläche  die  erste  Fuss- 
punktlläche  ist,  die  erste  negative  Fusspunktfläche  nennt, 
so  kann  man  von  dieser  nach  derselben  .Methode  zur  zweiten, 
drillen,  elc.  negativen  Fnsspunktfläche  fortschreiten.“’) 

Von  den  allgemeinen  Eigeitscbaflen  solcher  Flächen 
mügen  hier  die  we.sentlichslen  entwickelt  werden,  sofern  sie  nicht 
die  Ouadraliir,  Ctibatiir,  elc.  derselben  hetrelTen. 

Wenn  Q der  Fusspnnkt  der  Normale  ist,  welche  von  0 auf 
die  Tangentenebene  im  Punkte  P gefällt  wird,  so  berührt  di« 
über  OP  als  Durchmesser  besehriebene  Kugel  die  Fusspunktlläche 
in  Q;  daher  gehl  die  Normale  der  Fussptinklfläche  in  irgend 
einem  Punkte  (J  durch  den  Millcipnnkl  des  entsprechenden  Radius 
vcclors  OP.  Daraus  folgt  auch  sofort,  dass  ilic  Normale  Oft  auf 
die  Tangentenebene  in  Q in  der  Ebene  POQ  liegt,  und  dass  die 
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Winkelgleichlifil  LOOR  = LPf^O  bi^stehl,  so  dass  die  reclit- 
winkligen  Dreiecke  00 R und  POQ  einander  älinlich  sind.  Für 
die  Bezeicliniiiig  des  Winkels  QOR  diircli  o ist  somit  die  erste 
Normale  0{)  mit  dem  Kadius  vector  diireli  die  (ileicliiiiig  p=qco*a 
verbunden;  die  zweite  .Normale  OR  ist  sodann  = p cos*n  u.  s.  w. 

Per  Radius  vector  der  Fus.spunkinäclie  ist  durcli  pcos"« 
gegeben  und  bildet  mit  dem  Radius  vector  des  Originals  den 
Winkel  n«.*’) 

Wenn  wir  die  reciproken  Polaren  einer  Fläche  A und  ihrer 
Fusspunkllläcbe  R bilden,  .so  erlialten  wir  eine  Fläche  a und  eine 
Fläche  b,  welche  letztere  jene  zur  Fus.spunkt(läche  hat.  Die  Re- 
ciprucalflächcn  einer  Fläche  S und  ihrer  auf  einander  folgenden 

Fusspunktnächen  S,,  Sj S„  bilden  somit  eine  Reihe  S',  S'_i, 

S'_2,  . . . S'_„,  da  offenbar  die  letzten  Derivierten  zu  den  nega- 
tiven Fusspunklilächen  gehören. 

Man  erkennt  auch,  dass  die  erste  Fusspunklffäche  die  inverse 
Fläche  der  reciproken  Polare  der  gegebenen  Fläche  ist,  d.  h.  die 
Fläche,  welche  aus  ihr  durch  die  Substitution  des  reciproken 
Werliis  des  Radius  vector  an  Steile  des  letztem  in  ihre  Gleichung 
hervorgeht  (vergl.  „Höhere  Curven“  Art.  122);  so  dass  die  Reihe 
der  Flächen  S,,  Sj,...,  S„  durch  Inversion  die  andere  Reihe 
S',  S'_i,  S'_s,  . . .,  S'_,  erzeugt. 

Man  kommt  so  zu  den  allgemeinen  Sätzen:  Die  Reciprocal- 
ffäche  der  n“”  Fussj)unkltläche  von  S ist  die  — Fusspunkt- 
ffächc  der  Reciprocalfläche  von  S und  die  ( — n — 1)‘*  Fusspunkt- 
flächc  der  inversen  Fiäciie  von  S.  Die  inverse  Fläche  der 
Fus.spunktiläche  von  S ist  die  — Fusspiinktiläclie  der  inversen 
Fläche  von  S und  die  ( — Fusspunktdäche  der  Recipro- 
calfläche  von  S. 

Beisp.  Für  das  auf  seine  Avon  a,  b,  c,  bezogene  Ellipsoid  und 
den  Punkt  (o,  y)  als  Pol  erhält  man  die  Gleicbiing  der  Fusspuiikt- 
Härlie  durcli  Eliminntioii  von  ar,,  y,,  z,  aus  den  (ileicliungen  des  Ellip- 
soids,  der  Tangentenebene  desscllien  und  der  Normale  der  letztem 
vom  Pol  in . der  Form 

{x(a:— o)-fy(y— A’-t-c2(z— y)». 

Ille  Fusspunktnächen  der  Cylindei  ll.äcbeii  rcdiiclereii  sich  auf  ebene 
Curven,  die  Fnsspuiiktcurven  ihrer  Noinialschnitte;  die  der  Kegel- 
ilächen  auf  spb.’irisehe  Linien  der  aus  dem  Pul  heschriebenen  Snpplc- 
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nitniarkfgcl  und  diTjonigrn  Kugel,  wclelic  ülier  der  Verliindungslinie 
der  Spitze  mit  dem  I’ul  steht;  ehensu  die  aller  ahwickelharen  Fl3clieii 
auf  (airven,  die  auf  dem  Suppleuieiilarkegel  des  1‘uls  liegen. 

2r>l.  Wir  stellen  übersidillicli  die  allgcnieiiieii  Figen- 
scliarieii  der  inversen  Kläclicn  zusammen.'’') 

1)  Urei  Paare  entsprerliender  l’iinkte  in  zwei  inversen  Flä- 
elien  liegen  in  der  nämlirlien  Kiigeinüclie,  sowie  zwei  l’nnkte  ont- 
sprecliender  Punkte  in  dem  näinlictien  Kreise;  Jene  schneidet  die 
mit  einem  der  Einheit  gleirlien  Halbmesser  ans  dem  Anfangspunkt 
liescliriebene  Kugel  orthogonal. 

2)  Nach  der  Eigenscbafl  eines  dem  Kreise  eingescliriebrnen 
Vierecks  bildet  die  gerade  Verbindungslinie  irgcml  zweier  Punkte 
j4,  li  einer  Ciirve  mit  dem  Hadiiis  veclor  OA  denselben  Winkel, 
wie  die  gerade  Verbindungslinie  der  entsprechenden  Punkte  X,  B' 
mit  dein  Itaditis  veclor  OB'.  Wenn  also  AB  die  Tangente  in  irgend 
einem  Punkte  A ist,  so  scliliesst  sie  denselben  Winkel  mit  dem 
Hadius  veclor  von  A ein,  wie  die  Tangente  der  inversen  Ciirve 
in  dem  entsprechenden  Punkte  Ä. 

3)  Die  analogen  Eigenschaften  ergehen  sich  für  die  Flächen. 
Paitsprecliende  Tangentenebenen  sind  gleich  geneigt  gegen  ibm 
Hadius  veclor;  die  entsprechenden  Normalen  liegen  mit  ihm  in 
derselben  Ebene.  Sie  bilden  mit  ihm  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck, welches  den  Abschnitt  des  Hadius  veclors  zur  Rasis  hat. 

4)  Der  Winkel,  welchen  zwei  tairven  in  irgend  einem  Punkte 
mit  einander  bilden,  ist  stets  dem  Winkel  der  inversen  Ciirven 
im  entsprechenden  Punkte  gleich.  Dies  folgt  aus  2). 

5)  Der  Winkel,  welchen  zwei  Flächen  mit  einander  in  irgend 
einem  Punkte  bilden,  ist  dem  Winkel  gleich,  welchen  die  in- 
versen Flächen  im  entsprechenden  Punkte  einschliessen.  Diess 
folgt  ans  3). 

6)  Einer  geraden  Linie  und  einer  Ebene  entspringen  durch 
Inversion  ein  Kreis  und  eine  Kugel  respeclive,  die  den  Anfangs- 
punkt enthalten. 

7)  Da  ein  Kreis  stets  als  Durchschnitt  einer  Ebene  und  einer 
durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Kugelllächc  A angekehen  wer- 
den kann,  so  ist  die  inverse  Curve  stets  wieder  ein  Kreis;  der- 
selbe ist  einer  der  Kreisschnille  zweiter  Art  desjenigen  Kegels, 
welcher  aus  dem  Anfangspunkt  über  dem  gegebenen  Kreis  be- 
Khriebcn  ist. 
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8)  Das  Cenlrum  des  zweiten  Kreises  liegt  in  der  geraden 
Linie,  welche  den  Anrangs|)iinkl  mit  dem  Scheitel  A des  geraden 
Kegels  verhindel,  der  der  Kugel  A nach  dem  ersten  Kreise  nm- 
geschriehen  ist.  Denn  A ist  das  ('.entriim  einer  Kugel  B,  welche 
die  Kugel  A nrthogonal  diirchsclineiilet.  Die  Khene.  welche  durch 
Inversion  aus  A entspringt,  schneidet  die  Inverse  B'  von  B ortliu- 
gonal,  d.  h.  in  einem  grössten  Kreise,  dessen  Centriim  mit  dem 
ihren  also  ziisammenrällt.  Aber  die  Centra  von  B und  von  B' 
liegen  nothwendig  in  einer  den  Anrangspunkt  enthaltenden  De- 
radeii.  Dieser  Satz  ist  die  Grundlage  der  stereugraphischen  i‘ro- 
jection.  “•'*) 

D}  Kinem  Kreise,  welcher  eine  Curve  osculiert,  entspricht  ein 
ein  Kreis,  welcher  die  inverse  Curve  osculiert. 

10)  Für  inverse  Flächen  liegen  dieKrümmungscentra  von  zwei 
eiiLsprcchenden  Normalschnitten  in  gerader  Linie  mit  dem  Anfangs- 
punkte. Dem  Normulscliiiitt  a in  irgend  einem  Punkte  M ent- 
spricht eine  Curve  a auf  einer  durch  den  Anfangspunkt  gehen- 
den Kugel  A ; der  osculierende  Kreis  c'  von  a ist  die  inverse 
Curve  des  osculierenden  Kreises  c von  tt.  Ist  nun  der  Nor- 
malsehnitt,  welcher  a im  Punkte  M'  berührt,  so  ist  nach  dem 
Theorem  von  .Meunier  das  Centrum  von  c die  Projection  des 
Centrums  von  c,  oder  des  Centruins  vom  osculierenden  Kreise  von 
o,  auf  seine  Ebene.  Aber  die  Normale  .)/V,  berührt  olfenbar  die 
Kugel  A in  M',  so  dass  r,  der  Scheitel  des  ihr  nach  c'  umge- 
schriebenen Kegels  ist;  somit  ergiebt  sich  10)  aus  8). 

11)  Den  beiden  Normalschnitten  in  M,  deren  Krümmungs- 
centra  äusserste  Lagen  in  der  Normale  von  lil  einneliinen,  ent- 
sprechen notliwendig  zwei  Schnitte  der  inversen  Fläche  von  der- 
selben F.igenschaft.  Die  beiden  llauptscbnitte  der  einen  Fläche 
entsprechen  daher  deiillauptschnitten  der  andern,  und  einer  Krüm- 
mungslinic  der  einen  Fläche  entspricht  eine  Krümmungslinie  der 
andern.  Dadurch  lassen  sich  auch  die  Krümniungsverhältnisse 
dieser  Flächenfamilie  allgemein  erledigen. 

252.  Die  erste  Fus.spunktnäche  des  Ellipsoids 


hat  als  Inverse  des  reciproken  Ellipsoids  die  Gleichung 
a^x'‘  + hhß  + c^z"-  = + y*  + z’)". 

Es  ist  die  Elasticitätsfläche  von  Fresnel.  Das  inverse 
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Sysloni  einer  Reilie  von  confocalen  Flächen,  welche  sich  recht- 
winklig schneiden,  ist  olTenhar  eine  Iteihe  von  Elasticilätsilächen, 
die  zu  einander  orlhogonal  sind.  Die  krüniinungsliiiien  der  P^la- 
sticitäLsiläcIic  sind  daher  heslimmt  als  die  Durchschnittslinien  der- 
selben mit  zwei  Flächenraniilien  derselben  Natur,  die  aus  con- 
cyclischen  Flächen  zweiten  Grades  abgeleitet  sind. 

Der  Anfangspunkt  ist  ein  Doppelpunkt  der  Fläche,  und  der 
imaginäre  Kreis,  welchen  eine  beliebige  Kugei  mit  der  unendlich 
entfernten  F.henc  gemein  hat,  ist  eine  Doppeilinie  derselben. 

253.  Die  Gleichung  der  ersten  negativen  Fusspunkt- 
flächc  einer  Fläche  zweiten  Grades,  d.  h.  der  Enveloppe 
der  Ebenen,  welche  zu  den  centralen  Radien  vectoren  derselben 
in  ihren  Endpunkten  normal  sind,  ist  zuerst  von  Cayiey  gegeben 
worden. 

Wenn  wir  durch  /das  Centrum  der  Fläche  zweiten  Grades 
eine  Kugel  beschrieben  denken,  welche  dieselbe  in  einem  Punkte 
(x",  y , z')  berührt,  so  ist  offenbar  der  Punkt  (x,  y,  z)  der  deri- 
vierten  Fläche,  welcher  dem  Punkte  (x',  y',  z)  entspricht,  der 
Endpunkt  desjenigen  Durchmessers  'dieser  Kugel,  welcher  durch 
das  Cenlrum  der  Fläche  geht.  AVir  erhalten  also  für 
/ = a;’’  -j-  y'*  -f-  i'* 

die  .Ausdrücke 


Die  Auflösung  dieser  Gleichungen  für  x',  y,  z'  und  die  Sub- 
stitution der  erhaltenen  VVerthe  in  die  beiden  Gleichungen 

+ yy  + y^  + i'*.  ^ i 

liefert  die  Gleichungen 


I »! I ** 

(*-i)  (=-ii)  (*-?) 


+ 


= 1. 


Da  die  zweite  dieser  Gleichungen  durch  Differentiation  der 
ersten  nach  t entsteht,  so  ist  die  betrachtete  Fläche  durch  die 
Discriminaute  dieser  Gleichung  darstellbar.  AAlr  bilden  dieselbe 
leicht,  da  die  Gleichung  nur  vom  vierten  Grade  ist;  nämlich 
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/.l(ftV+c5«2+nV)4-«’.r2+*y+cV} 
— /8n*6^c^-["2  (6^-|*c'*)(j-a;*-f-2(c"-f"a-)//y-|-2((i^-f"^’)  J.  t 
+ 4nW  (a:*  + y*+z2)=0. 

Wenn  wir  sie  in  der  Form 


Al'  + A + ßCt^  -j-  i ßl  + £ = 0 


schreiben,  so  sehen  wir,  dass  A und  B die  Grössen  x,  y,  z 
nicht  enthalten,  während  jede  der  Grössen  C,  D,  E sie  im  zwei 
ten  Grade  enthält.  Nun  ist  die  Disrriminante  vom  serbslcn  Grade 
in  den  Goefficienlcn  und  von  der  Form  A<t> sie  kann 
also  X,  y,  z nur  im  zehnten  Grade  enthalten,  und  diess  ist  daher 
die  Ordnungszahl  der  hetraehteten  Fläche. 

Ihr  Ouerschnitt  in  einer  der  llanptehenen  besteht  ans  der 
ersten  negativen  Fnsspunktcurve  des  entsprechenden  llanptschnit- 
tes  des  Ellipsoids,  einer  Cnrvc  sechster  Ordnung,  nnil  einem 
zweifach  zu  zählenden  Kegelschnitt,  welcher  eine  Doppelcurve  der 

■2/^ 

Fläche  ist.  Die  Discriminante  von  - t drückt 

2 — 2 - -jj 

rt*  o* 

den  fraglichen  Querschnitt  ans;  für  < = 2 c’  erhält  man  einen 
zweifach  zählenden  Kegelschnitt,  und  der  liest  des  Schnittes  ist 
eine  Ciirve  sechster  Ordnung,  nämlich  die  erste  negative  Fus.s- 
punktcurve  des  entsprechenden  llauptschnittes  im  Ellipsoid. 

Die  Doppelpunkte  in  den  llauptebcnen  entsprechen  den  I’nuk- 
ten  des  Eliipsoids,  für  welche 

< = X*  -f-  y'*  -}■  ~ oder  i = 2fc^,  t — 2c- 


rcspectivc  ist,  wie  diess  leicht  aus  den  oben  für  x,  y,  z gege- 
benen Ausdrücken  hervorgeht.  Eeherdiess  besitzt  die  Fläche  einen 
Cuspidalkegelsehnitt  in  unendlicher  Entfernung  und  eine  endliche 
Guspidalcnrve  von  der  sechszchnten  Ordnung.  Dieselbe  entspricht 
der  Durchschnittscurve  des  Eliipsoids  mit  der  Fläche- vierter  Ord- 
nung 


(S  + $+$)-  2 + 2-*)  -f 

-f  3 (x'^  + + z'^) 


1 _ 


= 0J 


254.  Das  nämliche  Problem  ist  von  W.  Iloherts  auf  einem 
anderen  Wä;ge  gelöst  worden.  Er  hat  bewiesen,  dass  die  Ite- 
stimmniig  der  ersten  negativen  Fusspuuktfläche  identisch  ist  mit 
der  Bildung  der  Gleichung  der  Parallclfläche.  Jenes  fordert  die 

Sftlmon,  anal.  G«om.  d.  Baamet.  II,  2.  Aufl«  20 
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Bestiminung  der  Envcloppe  der  Ebene 

arx'  + m/'  + = a;’*  + y*  + 

wo  x’ , y' , z der  Cleidiung  der  Fläche  genügen,  dieses,  als  die 
Beslininiung  der  Enveloppe  einer  Kugel,  deren  Ceiitruui  in  der 
Fläche  liegt,  und  deren  Radius  = h ist,  fordert  die  Enveloppe 
von 

(ar  — xf  + (y  — y'f  -\-{z==  z')*  = 

oder 

2xx’  -f-  2yy  -j-  2 zz'  = a:*  -f-  y’  -(-  z*  — /z’  + x'^  -j-  y'*  -j-  z'* 
darzustellen.  Bei  der  Desliniinutig  dieser  Envcloppe  sind  die  nicht 
accentuierten  Buchsiahen  als  Constanten  zu  behandeln,  und  es  geht 
daraus  hervor,  dass  beide  Probleme  specielle  Fälle  desjenigen 
sind,  in  welchem  unter  denselben  Bedingungen  die  Enveloppe  von 
flx’  ~t-  6y’  -j-  cz'  = x"^  -}-  y"^  -|-  z'?  -|-  d 
verlangt  wird.  Und  ferner,  dass  aus  der  Gleichung  der  Parallcl- 
lläche  die  Gleichung  der  ersten  negativen  Fusspunktfläclie  hervor- 
geht, indem  man  in  ihr  für  4-^,  x,  y,  z die  Substitutionen 
(x2  + y*  -f-  Z-),  ix,  iy.  |z 
respective  vollzieht. 

Aus  der  Gleichung  der  Parallellläche  einer  Fläche  zweiten 
Grades  (Bd.  1 , Art.  204,  2.  3.)  können  wir  also  durch  die  hier 
angegebenen  Substitutionen  die  Gleichung  der  ersten  negativen 
Fusspunktfläclie  finden,  für  einen  heliehigen  Anfangsjiiinkt  eben 
so  wohl  als  für  den  im  Centrnm  gedachten. 

Wenn  wir  ferner  für  k die  Substitution  k -f-  k'  und  dann 
für  k die  vorige  Substitution  machen,  so  erhalten  vvir  die  einem 
heliehigen  Anfangspunkt  entsprechende  erste  negative  Fiisspunkt- 
fläche  der  Parallelfläche  der  Fliiclie  zweiten  (irades,  d.  h.  die 
l.ösiing  eines  Problems,  welches  schwerlich  in  anderer  Weise  he- 
(Iiicm  zu  löken  sein  möcdite. 

Haben  wir  wie  oben  die  Gleichung  der  ersten  negativen 
Fusspunktfläclie  der  Fläche  zweiten  Grades  gefunden,  so  brauchen 
wir  nur  die  Gleichung  der  inversen  Fläche  derselben  zu  bilden, 
um  nach  Art.  250.  darin  die  Gleichung  der  zweiten  positiven 
Fusspunktfläclie  der  rcciproken  Fläche  zweiten  Grades  zu  er- 
halten. 

ßeisp.  1.  Man  soll  die  Enveloppe  der  Ebenen  bestimnion,  welche 
normal  zu  den  Itadien  vectoren  der  Ebene  ax  -f-  by  cz  -|-  d = 0 
in  ilircu  Endpunkten  gelegt  sind. 
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Da  die  Parallclllächc  hier  ans  einem  Elienenpaar  Lcslelit,  dessen 
Clcielmiiir  (ax  + bu  + ci  + il)'  — k-  ist,  so  isl  die  der  Envclonpe 
{ax  + by  + cz  + d)^  = a:*  + 

heisp.  2.  Man  soll  die  erste  ncgalivc  Fiiss|miiktllriclic  der  Kugel 
(a-  _ „)=  + (y  - ß?-  + (r  - y)*  = r-’ 

bestimmen. 

Die  l’arallelfläclie  bestellt  aus  dem  Paar  von  conccnlriscben  Kugeln 
{x  — «Y  + (y  — ß)^  + {*  — y}'^  = ('•  ± '0*; 
die  Envelopjie  isl  daher 

(a:  _ 2a)^  (y-2ß)^  + (z  - 2y)^  = {2r  + + 

d.  h.  sic  isl  eine  l’nidrelmngslläcbc  zweiten  Grades. 

255.  Wir  «ollen  dem  Vorigen  eine  Untersuchung  der  wesent- 
liclislcn  Charaktere  der  Fläche  der  Centra,  der  Parallel- 
fläche und  der  positiven  und  negativen  erste  n Fusspunkt- 
riäche  in  dem  allgemeinen  Fall  einer  algebraischen  Flüche 
zi‘“'  Ordnung  anschliessen. 

Zuerst  bezüglich  der  Fläche  der  llauptkrüminungs- 
centra.®') 

Sei  n die  Classc  der  Fläche  oder  die  Ordnung  der  Reci- 
prokalfläche  , d.  h.  im  Falle  der  Abwesenheit  vielfacher  Punkte 
nach  Art.  22.  die  Zahl  n (n  — 1)-;  und  hczeichnc  n die  Zahl  von 
Tangenten  der  Fläche,  welche  durch  einen  Punkt  gehen  und  in 
einer  Ebene  liegen,  d.  i.  den  Grad  des  von  diesen  Tangenten 
gebildeten  Complexes,  eine  für  die  Fläche  und  ihre  Heciproke 
gicichhieihcndc  charaktcrislische  Zahl,  nach  Art.  23.  hei  Abwesen- 
heit vielfacher  Punkte  gleich  n (n  — 1). 

Wir  untersuchen  zuerst  die  Zahl  von  Normalen  der  gegebenen 
Fläche  oder  (Art.  49.)  von  Doppellangenten  der  Flüche  der  Centra, 
welche  durch  einen  angenommenen  Punkt  gehen,  die  wir  ebenso 
wie  die  Zahl  der  Normalen  einer  algebraischen  Curve  in  der  Ebene 
(vergl.  Art.  111.  der  ,,llöh.  Curven“)  erhalten.  Denken  wir  den 
Punkt  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  .so  ist  die  Zahl  der  von 
ihm  ausgehenden  Normalen  der  Fläche,  welche  nicht  ganz  in 
dieser  Ebene  liegen,  der  Zahl  von  Tangentialebenen  von  gegebener 
Stellung  oder  parallel  einer  festen  Ebene  gleich,  also  gleich  n \ 
und  die  Cesammtzahl  der  Normalen  wird  erhalten,  wenn  wir  hier- 
zu die  Anzahl  der  Normalen  in  der  unendlich  fernen  Ebene  seihst 
rechnen  oder  die  Zahl  der  Norntalen  vom  angenommenen  Punkt 
zu  der  in  der  unendlich  fernen  Ebene  gelegenen  Ouerschniltsciirve 
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der  FläcliP,  in  dem  allgemeineren  Sinne  des  BegrilTs  der  Normale, 
wo  an  Stelle  der  imaginären  Kreispunkte  ein  Kegelschnitt  gesetzt 
wird  (vergl.  Art.  109  der  „llöli.  Curveii”),  also  (n  -|-  «).  "«>1  « 
die  Ordnung  der  Reciprokalcnrve  eines  ebenen  Ouerschnitls  ist. 
Somit  ist  die  gesuchte  Gesanimtzahl  der  Normalen  durch 
einen  Punkt  gleich  n -|-  n'  -j-  n;  oder  für  eine  Fläche  ohne 
vielfache  Punkte  gleich  ri  (ti^  — ” “1"  !)• 

Wir  untersuchen  ferner  die  .Anzahl  der  Normalen,  welche 
in  einer  El>ene  liegen,  denen  also  Tangentialehenen  der 
Fläche  entsprechen,  die  deuselhcn  unendlich  fernen  Punkt  ent- 
halten, nämlich  die  Richtung  der  Normalen  der  Ebene ; wir  sehen, 
dass  ihre  Fuss|>unkte  die  Durclischniltspunkte  der  Ebene  mit  der 
Berührungscurve  des  Tangentenkegels  der  Fläche  aus  jenem  Punkte 
im  Unendlichen  sind,  dass  also  ihre  Zahl  gleich  a oder  n (n  — 1)  ist. 

Nach  Bd.  1,  Art.  5B.  sagen  wir,  dass  die  Normalen  einer 
algebraischen  Fläche  «'“'Ordnung  eine  Congrucnz  hilden,  von 
welcher  die  eben  gefundenen  Zahlen  n a und  a die 

Ordnung  und  die  Classe  sind.  Die  Fläche  derCentra  ist 
die  Brennfläche  derselben  im  Sinne  von  Art.  165,  169. 

256.  Man  soll  den  Ort  derjenigen  Punkte  einer 
Fläche  «*"  Ordnung  finden,  deren  Normalen  eine  ge- 
gebene gerade  Linie 

+ r/y  + f z -t-  0)  = 0,  s'a:  + i;V  + J'z  + “'  = 0 

durchsch  neiden. 

Wenn  wir  in  diese  Gleichungen  die  Werthe  der  Coordinaten 
eines  Punktes  der  Normale  (Art.  45.) 

X = x +61/,.  y = ,/  -f  ä {/j,  z = z'  + 6U3 
einselzen  und  die  unbestimmte  Grösse  6 eliminieren,  so  erkennen 
wir,  dass  die  Fusspunkte  in  der  Durchschiiittscurve  der  gegebenen 
Fläche  mit  der  Fläche 

(ix  -f  ,y  + fz  -f  „)  (^'U,  + n'Vz  + = 

(rx  + n'y  + r*  + “')  v,  + i^jj^  + t p,) 

liegen,  w elche  auch  von  iler  Ordnung  n ist  und  die  gegebene  gerade 
Linie  enthält.  Der  Querschnitt  dieser  Curve.  mit  einer  die  gerade 
Linie  enthaltenden  Ebene  besteht  aus  den  a Punkten,  deren  Nor- 
malen in  dieser  Ebene,  liegen,  und  den  n Punkten,  in  welchen 
die  Gerade  die  Fläche  .scliueidet.  Man  hat 
a n = n (n  — 1)  -{-  n = 
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257.  Wir  kennen  nun  ilin  Classc  der  Fläche  der  tenlra  l)e- 
.stiinmen.  Itcim  eine  Tangenliidebene  clcrselhen  enlhäll  z^^ci  unend- 
lirli  nalic  Normalen  der  {;eg<  heuen  Fläche  (Art.  49.)  und  die  Tan- 
genlialehcncu  der  Fläche  iler  Cenira,  «eiche  durch  eine  gegebene 
(ierade  gehen,  berhhren  daher  auch  den  im  letzten  Art.  bestimmten 
Ort.  IMe  Zahl  der  Ebenen  eines  llüscliels.  welche  die  Durchdringungs- 
enrve  von  zwei  Flächen  «"■'  (trdnnng  lierühren,  ist  aber  nach 
■Art.  83.  als  dem  Rang  der  Tangenletjlläche  dieser  Eiirve  gleich 
durch  n’(2n  — 2)  ansgedrückt,  und  da  iti  utiserm  Falle  die 
Scheitelkante  ties  Rüschels  die  (hirve  «mal  schneidet,  so  muss 
diese  Zahl  um  2n  vermindert  werden:  d.  h.  die  Classe  der 
Fläche  der  Contra  ist  2«  (n^  — n — 1).'**) 

258.  Rezeichnen  wir  nun  abkürzend  durch  v und  e'  die  in 
Art.  255.  gefundenen  Zahlen,  d.  i.  die  ürdnnng  und  Classe  der 
Congrnenz  der  Normalen  der  allgemeinen  Fläche  Ordnung, 
und  durch  iV  und  i\’  die  Ordnung  und  Classe  der  F'läche  der 
Cenlra,  d.  i.  der  Rrennnäche  derselben,  so  begründet  man  durcli 
folgende  Retrachtuiig  eine  allgemeine  Relation  zwischen  jenen  und 
diesen  Zahlen.’"') 

Wir  denken  die  Ebenen  eines  Rüschels  und  betrachten  die 
Correspondf nz  solcher  Paare  unter  ihnen,  welche  Normalen  der 
Fläche' enthalten,  die  einander  schneiden.  Sei  in  einer  willkür- 
lich genommenen  ersten  Ebene  des  Rüschels  eine  iler  v’  Nortnalen. 
die  sie  enthält,  die  erste  Normale,  so  gehen  durch  den  Punkt, 
in  welchem  sie  die  Scheitelkanle  trifft,  v — 1 andere  Normalen, 
der  Fläche,  d.  h.  einer  willkürlich  gewählten  ersten  Ebene  ent- 
S|)rechen  / (e  — 1)  Lagen  der  zweiten  Ebene  des  Paares.  Aus 
der  allgemeinen  Theorie  des  algebraischen  fintsprcchens  folgt 
dann  (vcrgl.  „Kegclsrhnitte‘‘  Art.  344.),  dass  2 / {e  — 1)  mal  das 
Zusammenfallen  von  zwei  entsprechenden  Ebenen  in  eine  Ebene 
vorkonimt.  Wenn  somit  x die  Zahl  der  Punkte  der  Scheilelkante 
bezeichnet,  durch  welche  zwei  Normalen  der  Fläche  gehen,  die 
in  einer  Ebene  des  Rüschels  liegen,  so  entsprechen  die  F'älle  der 
Coincidenz  diesen  x Punkten  und  den  A'  Punkten  der  Fläche  der 
Centra,  welche  die  Scheitelkante  erhält,  weil  für  jeden  der  Letz- 
teren zwei  jener  Normalen  zusammenfallen.  Wir  haben  also 
2 r'  (>'  — 1)  = a:  -f-  N. 

Retrachten  wir  aber  ganz  ebenso  die  Correspondenz  zwischen  den 
Punkten  der  Scheitelkante,  die  so  liegen,  dass  eine  Normale  aus 
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dem  einen  mil  einer  Normale  der  Fläche  aus  dem  andern  einer 
Ebene  des  Büschels  angehört,  so  erhalten  wir 
2 V (v  — 1)  = x + j\r : 

aus  beiden  Relationen  folgt  als  die  fragliche  allgemeine  Relation 

y — y = 2 {v  — v) 

und  aus  ihr  durch  Einsetzung  der  für  e,  v und  y schon  gefun- 
denen Werthe  die  Ordnung  der  Fläche  der  Hauptkrüm- 
luungscentra  gleich 

2 n («  — 1)  (2  n — 1). 

259.  Diese  Zahl  kann  durch  die  ünlcrsuchung  des  Quer- 
schnitts der  Fläche  der  Centra  mit  der  unendlich  fernen  Ebene 
bestätigt  werden.  Dazu  betrachten  wir  zuerst  den  unendlich 
fernen  Schnitt  der  Fläche  selbst,  welchem  Normalen  entsprechen, 
die  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen  und  eine  Curve  von 
der  Ordnung  3 « A-  umhüllen  (vergl.  „Ilöh.  Curven“  Art.  112.)- 
Diese  und  die  reciproke  Polare  des  Querschnittes  in  Bezug  auf 
den  imaginären  Kugclkrcis,  welche  dreifach  zu  zählen  und  von 
der  Ordnung  a ist  (Bd.  1,  Art.  198.),'  gehören  zur  F'läche  der 
Centra. 

Betrachten  wir  nun  die  endlich  entfernten  Punkte  der  Fläche, 
welchen  unendlich  ferne  Krüininungscentra  entsprechen,  in  welchen 
also  zwei  benachbarte  Normalen  einander  parallel  sind,  so  gehören 
dieselben  olTenhar  zur  parabolischen  Curve  der  Fläche.  Nun  er- 
zeugen die  Normalen  der  Fläche  n*®''  Ordnung  in  ihrem  Durch- 
schnitt mit  einer  Fläche  von  der  Ordnung  n*  offenbar  eine  Fläche 
von  der  Ordnung  n*  «*,  also  die  Normalen  der  Fläche  längs  ihrer 
parabolischen  Curve  eine  solche  von  der  Ordnung  4 n’ (n  — 2); 
und  zu  dem  Schnitt  derselben  mit  der  unendlich  entfernten  Eirene 
gehören  auch  die  4 n (n  — 2)  Normalen  der  Fläche  in  den  Punkten, 
die  die  parabolische  Curve  mit  jener  Ebene  gemein  hat.  Somit 
ist  die  Curve  der  Punkte  im  Unendlichen,  welche  als  Hauptkrüin- 
mungscenlra  zu  Punkten  der  parabolischen  C.urve  gehören , von 
der  Ordnung  4 n (n  — 1)  (n  — 2)  und  die  Gesammt-Ordnung  des 
Querschnitts  der  Fläche  der  Centra  mit  der  unendlich  fernen 
Ebene  ist  daher'®“)  wie  vorher 

3n  (n — l)  + 3n(n  — l)-f-4n(n  — 1)  (n  — 2)  oder  2m  (n — 1)  (2m  — 1). 

Für  Ar  als  die  Zahl  der  stationären  Punkte  des  ebenen  Schuittes 
und  A-'  als  die  der  stationären  Erzeugenden  des  Berührungskegels 
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der  Fläche  fand  Rnherls  die  Ordnung  und  Classe  der  Fläche  der 
Centra 

3//  k'  Ba  k , n — 2n  -f-  3o  “I" 

200.  Wirkenden  uns  zur  Charakteristik  der  Para  llel  fläch  e 
einer  F'läche  n‘“''  Ordnung’*"),  indem  wir  uns  auf  den  Fall 
beschränken,  wo  die  Fläche  keine  spccielle  Beziehung  zur  un- 
endlich fernen  Ebene  oder  zum  imaginären  Kugelkrcis  besitzt. 
Dazu  genügen  die  in  der  entsprechenden  Untersuchung  für  ebene 
Curven  verwendeten  Principien,  für  welche  wir  auf  Art.  118  f. 
der  „Höheren  Curven“  verweisen. 

Die  Ordnung  der  Parallelfläche  wird  für  den  Nullwerth  des 
Modulus  k gefunden,  weil  mit  Acuderung  desselhen  der  Grad  der 
höchsten  Glieder  ihrer  Gleichung  und  damit  die  Ordnung  der 
Fläche  nicht  geändert  werden.  Das  Ergebniss  liefert  die  zwei- 
fache Originalfläche  zusammen  mit  der  dcvcloppabclu  Fläche,  welche 
zugleich  der  gegebenen  Fläche  und  dem  imaginären  Kreis  um- 
schrieben ist  oder  deren  Tangentenebenen  durch  die  Tangenten 
des  Letztem  an  die  Fläche  gehen,  weil  diese  Ebenen  mit  ihren 
parallelen  ziisammenfallen.  Diese  Dcvelnppable  tritt  an  Stelle 
der  Tangenten  dewCurve  aus  ihren  Brennpunkten  (Art.  146.,  Bd.  1) 
in  der  entsprechenden  Frage  der  Planimetrie.  Wir  werden  aber 
im  Kap.  I.X.  sehen,  dass  die  Ordnung  einer  der  Fläche  von  den 
Charakteren  n,  a und  eine  Curve  von  den  Charakteren  m*,  r* 
uniachriebenen  Developpabeln  durch  nm*  ar*  ausgedrückt  wird, 
lin  gegenwärtigen  Falle  ist  m*  = r‘‘  — 2 und  die  Ordnung  der 
Developpabeln  somit  2 (n'-f-n).  Die  Ordnung  der  Parallel- 
fläche ist  sondt 

2(«  -f-  n'  -f"  '<)  oder  2/i  (n-  — n -)-  1); 
oder  sie  ist  das  Doppelte  von  der  Anzahl  der  Normalen, 
welche  von  einem  Punkte  an  die  betrachtete  Fläche 
gehen.  (Art.  255.) 

261.  Wenn  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer  Fläche 

+ + = o 

ist  und  die  Fläche  durch  ihre  Gleichung  in  den  Ebenencoordi- 
naten  t),  J,  ta  gegeben  ist,  so  wird  die  entsprechende  Gleichung 
einer  Parallelfläche  durch  Einführung  von  m -j-  kQ  für  oj  erhalten 
mit  -(-  t/*  -f-  f-.  Durch  Beseitigung  der  Wurzelgrössen 

wird  der  Grad  dieser  Gleichung  auf  das  Doppelte  des  urspröng- 
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lirlieii  (Iradcs  orliölil,  oder  die  ('.lasse  der  Parallelfläclic  ist 
im  Allgemeinen  das  |lo|)pellc  von  der  der  gegebenen 
Fläclie.  Einem  Bcrülirnngseylinder  der  Originalllärlie  entspricht 
ein  llerrdirungsrylinder  dej'  l'aralleifläelie.  der  seihst  eine  I’arallel- 
llärlie  zu  jenem  ist.  Hie  (diaraktcre  des  allgemeinen  Tangenteii- 
kegels  der  l’arallelfläche  werden  also  ans  tienen  des  Tangenten- 
kegels  der  Uriginalflärhe  nach  den  für  ebene  Cnrven  entwickelten 
Kegeln  (siehe  Höh.  Curven“  Art.  117.)  ahgeleilet.  Weil  wir  also 
liir  deti  Tatigenlenkcgid  der  Originallhiche  die  Charaktere  hahen 
p = fl  = n (n  — 1),  V = n = n [n  — 1)*,  x = » («  — 1)  (n  — 2), 
i — A n (n  — 1)  (n  — 2), 

so  erhalten  wir  für  den  der  I’araliellläche  (vcrgl.  „Höh.  Curven" 
Art.  118.) 

p = 2 (n'  -|-  fl)  = 2 n*  (n  — 1) , v = 2 n',  x = 2 n (n  — 1)  (4  n — 5). 
i = 8«  (n  — 1)  (n  — 2). 

Die  Keciproke  einer  I'arallellläche  ist  also  von  der  Ordnung  2n', 
besitzt  eine  Knekkebrrnrve  von  der  Ordnung  8n  (n  — 1)  (n  — 2) 
lind  eine  Doppelcnrve  von  der  Ordnnng 

n (ti  — 1)  (2n*  — 6>i*  -j-  6n*  — 16«  -j-  25). 

Hie  I'arallclllache  liat  gewöhnlich  Hoppelcurven  und  Rnckkehr- 
ciirven.  Ha  ihre  Gleichung  auch  als  BcBtinimungsgleichung  für 
die  Längen  der  Normalen  betrachtet  werden  kann,  die  von  einem 
Punkte  an  die  Fläche  gehen,  wenn  wir  die  Hiscriminante  der- 
selben nach  hilden  (vergl.  „Kegelschnitte”  Art.  348,  2.  und 

Bd.  1,  Art.  204,  2.),  so  enthält  sie  einen  Factor,  der  eine  Fläche, 
repräsentiert,  ans  deren  Punkten  zwei  verschiedene  Normalen  von 
gleicher  Länge  an  die  Fläche  gehen.  Ein  Punkt  dieser  Art  ist 
ein  Hoppelpunkt  in  derjenigen  Parallelfläche , deren  Modulus 
dieser  Länge  gleich  ist. 

ln  der.selhen  Art  erkennt  man,  dass  jede  Parallelfläche  eine 
bestimmte  Zaid  dreifacher  Punkte  hat.  Hie  erwähnte  Hiscrimi- 
nante enthält  auch  einen  Factor,  der  die  Fläche  der  Centra  re- 
präsenliert;  den  Punkten  der  Originalfläche,  in  welchen  ein 
llauptkrünmiungsradius  dem  .Modul  gleich  ist,  entsprechen  ülfen- 
har  Punkte  der  Fläche  der  Centra,  die  eine  Cus|iidalcurve  in  der 
Parallelfläche  bilden. 

Boherts  bestimmt  die  Ordnung  der  Ciispidalcurvc  als  das 
Hoppelte  von  der  Ordnung  der  Fläche  der  Centra  und  bewährt 
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sein  Resulljil  <hirdi  <lie  Iteiiierkimg.  dass  im  (trenzfalli:  k = oc 
der  Orl  dei'  l’unkte  in  der  Klärhc  der  Oitlra,  für  die  ein  llaii|it- 
kriiniimingsradiiis  gleieh  k isl,  der  Sclmiil  der  l'läelie  mit  der 
iiiieiuilieh  fernen  Elicnc  isl,  jedoeli  zueifacli  zn  zählet),  «eil  ffir 
Ar  = + 00  gütig. 

Die  liier  erörterten  Singniarilälen  iler  1‘arallelflärlie  reiclien 
zur  Uestiinnumg  aller  ührigen  liin,  unter  Annemlnng  der  allge- 
meinen Theorie  der  Reri|trokainäehen,  die  «ir  in  Ka|t.  IX.  init- 
iheilen.  Im  i'all  der  Parallelen  zu  einer  Kläehe  zweiten  Grailes 
ergieht  sieh  aus  dem  Knl«iekcllen,  dass  ihre  Heciproke  von  der 
vierten  Ordnung  ist  und  keine  Cuspidaictirve,  «ohl  alter  einen 
Doppelkegclschnitl  enthält.  Die  Parallellläche  seihst  ist  von  der 
Ordnung  zwölf,  ihre  Cuspiilalcnrve  von  der  Ordnung  vicrimd- 
zwanzig,  nämlich  die  vollständige  Durchdringung  von  einer  h’läche 
vierter  mit  einer  Fläche  seclistcr  Ordnung.  Die  Do[ipelcnrvc  ist 
von  der  Ordnung  sechs  und  z«anzig  und  heslelil  aus  fünf  Kegel- 
schnitten und  sediszehn  geraden  Linien;  von  jenen  liegt  je  einer 
in  jeder  llanptehene,  und  die  letzten  heiden  sind  iler  imaginäre 
Kugelkreis  und  der  unendlich  ferne  Querschnitt  der  Fläche;  diese 
Oeraden  schneiden  den  imaginären  Kugelkreis. 

Wir  merken  noch  an,  dass  die  Parallellläche  einer  Developpaheln, 
als  einer  Fläclie  von  iler  Classe  Null  und  der  Ordnung  des  Tan- 
gentenkegels  n die  Llasse  ISnII  und  die  Ordnung  2 (r ti)  hat; 
«ährend  die  einer  C.tirve  von  dojipcitcr  Kriimmimg  als  einer 
Fläche  von  der  Ordnung  Null,  der  Olasse  r und  der  Ordnung 
des  Tangenlcnkegels  m eine  Rülircnlläche  ist  von  der  Ordnung 
2 (r  -|-  m)  und  der  (Üasse  2 r. 

202.  Endlich  fügen  wir  zu  dem  über  die  Inversen  nnd  die 
Pedal-  oder  FHSspnnktnächen  Entwickelten  die  Bemerkung  hinzu, 
dass  man  nach  der  in  Art.  123.  der  „Ilöh.  Eurven“  angegebenen 
Art  für  eine  algebraische  Fläche  von  der  Ordnung  n und  der 
Classe  h',  welche  keine  hesoiidere  Reziehnng  zur  unendlich  fernen 
Ebene  und  zum  imaginären  Kngelkreis  bat,  F’olgendcs  erhält. 

Die  inverse  Fläche  ist  von  der  Ordnung  2ti  und  von  der 
Classe  2«  -f-  « *f-  "•••'  gpl*l  «fach  durcii  den  Anfangsiiunkt 

nnd  den  imaginären  Kngelkreis.  Die  erste  positive*“*)  und  die 
erste  negative  Fusspiinktilächc  sind  respective  von  den  Ordnungen 
2«'  und  2«  + 2<*  + ” '’*••*  ‘1^**  Classen  n 2 n 2 n 

und  2 n. 
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V.  Kapitel. 


Von  den  Flftohen  dritter  Ordnung. 


2tJ3.  Die  allgemeine  Theorie  der  Flächen,  wie  sic  in  den 
Art.  15  f.  entwickelt  worden  ist,  liefert,  auf  Flächen  dritter  Ord- 
nung angewendet,  die  folgenden  Resultate. 

Der  aus  einem  heliehigen  Punkte  des  Raumes  beschriebene 
Tangentenkcgel  der  Fläche  ist  im  Allgemeinen  von  der 
sechsten  Ordnung  und  besitzt  sechs  Rückkehrkanten,  aber  keine 
eigentlicbe  Doppelkante;  er  ist  daher  von  der  zwölften  Classe 
und  hat  vier  und  zwanzig  stationäre  und  sieben  und  zwanzig  Dop- 
peltangentenebencn. 

Die  Reciprokalfläche  ist  also  im  Allgemeinen  von  der 
zwölften  Ordnung.  Ihre  Gleichung  wird  wie  in  Art.  90.,  91.  der 
„Höh.  Curven“  erhalten,  indem  man  die  Bedingung  sucht,  unter 
welcher  die  Ebene 

-f  = 0 

die  Fläche  berührt.  Multipliciert  man  die  Gleichung  der  Fläche 
mit  M'*  und  eliminiert  an>  mit  Hilfe  der  Gleichung  der  Ebene, 
so  ist  das  Resultat  eine  in  x,  y,  z homogene  cubische  Gleichung, 
welche  auch  ij,  f,  m im  dritten  Grade  enthält.  Die  Discri- 
minante  dieser  Gleichung  ist  vom  zwölften  Grade  in  ihren  Coef- 
licienten  und  daher  vom  sechs  und  dreissigslen  Grade  in  oj, 

und  sie  ist  das  Product  iler  Gleichung  der  Reciprokaliläche  mit 
dem  der  Frage  fremden  Factor 

Die  Form  der  Discrirainante  einer  homogenen  Function  drit- 
ten Grades  in  x,  y,  z ist  (vcrgl.  „Höh.  Curven“  Art.  225.) 
f,4S’  = T 

und  diess  ist  daher  auch  die  Form  der  Gleichung  der  Reciprokal- 
fläche  einer  Fläche- dritter  Ordnung,  oder  die  Gleichung  einer 
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solchen  Fläche  in  Ebencoorilinaten.  Die  Function  S ist  vom 
vierten,  die  Function  T vom  sechsten  Grade  in  f,  oi,  d.  h. 

sie  sind  beide  Contravarianten  der  gegebenen  Gleichung  der  Fläche 
von  den  angegebenen  Graden.  Man  erkennt  leicht,  dass  sie  auch 
in  den  Cocflicienten  der  gegebenen  Gleichung  von  denselben  Gra- 
den sind. 

Sie  stellen  selbst  nach  Ebenencoordinaten  interpretiert  durch 
Gleichsetzung  mit  Null  Flächen  dar. 

Wenn  S*  und  T*  die  entsprechenden  Invarianten  der  Gleichung 
ebenen  Cnrve  dritter  Ordnung  bezeichnen,  so  schneiden  die  Tan- 
gentenebenen der  Fläche  S = 0 die  Fläche  dritter  Ordnung  in 
Curven,  für  welche  S*  = 0 ist,  d.  h.  für  welche  die  Inllexions- 
tangenten  zu  dreien  durch  einen  l’unkt  gehen;  ebenso  sclitieiden 
die  Tangentenebenen  der  Fläche  T = 0 dieselbe  in  Curven,  für 
welche  T*  = 0 ist,  d.  h.  für  welche  die  Inllexionslangcnten  der 
(inrve  die  Hesse 'sehe  Delerniinante  derselben  und  die  der  letz- 
teren die  erste  berühren.  (Vgl.  „Höh.  Curven"  Art.  221,,  226.) 
Die  gemeinschaftlichen  Tangenteiiebenen  der  Flächen  S',  T sind 
auch  Tangentenehenen  der  Fläche  dritter  Ordnung  selbst  und 
zwar  solche,  für  deren  Schnittenrve  mit  der  Häche  S*  und  T* 
gleichzeitig  verschwinden,  so  dass  dieselbe  im  Berührungspunkte 
einen  Hückkehrpunkt  hat.  Diese  Punkte  sind  also  die  paraboli- 
schen Punkte  der  Fläche,  oder  sie  bilden  die  IVendecurve 
derselben 

264.  Fragen  wir  nach  den  vielfachen  Punkten  oder 
Linien  der  Fläche. 

Wenn  eine  Fläche  eine  Doppellinie  von  der  Ordnung  p ent- 
hält, .so  ist  der  Schnitt  derselben  mit  jeder  Ebene  nothwendig 
eine  Cnrve  mit  p Doppelpunkten.  Die  Ordnung  der  Doppelciirve 
in  einer  Fläche  n‘“'  Ordnung  ist  daher  ganz  in  derselben  tVeise 
beschränkt,  wie  die  Zahl  der  Doppelpunkte  in  einer  Curve  n“'’’ 
Ordnung.  Weil  eine  Curve  dritter  Ordnung  nur  einen  Doppel- 
punkt haben  kann,  so  kann  die  Doppellinie  einer  Fläche 
dritter  Ordnung,  sofern  sie  eine  solche  enthält,  nur  eine 
gerade  Linie  sein.*) 

•)  In  dem  Fatte,  in  wetchem  die  Fläelie  eine  doppelte  oder  andere 
vielfache  Linie  enthält,  verscliwindet  die  nach  der  Methode  des  vorigen 
Artikels  gehildet«  Gleichung  der  KeciprokalllUche  identisch,  weil  dann 
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Eine  Elärhc  dritUT  Ordnung,  welolie  eine  Doppellinie  enl- 
lialt,  ist  eine  llegcllläclie,  da  jede  die  Dop|ielgerade  entlialtende 
Eliene  die  Kläelie  ausser  ihr,  als  welche  doppelt  zu  zählen  ist, 
mir  in  einer  Geraden  sclineiden  kann;  diese  Geraden  bilden  ein 
System  von  Erzeugenden,  welche  die  Doppellinie  als  eine  Leit- 
linie durchsrhneiden.  Denken  wir  die  Doppellinie  als  Axe  der 
z,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche  noihw endig  von  der  Form 

(nx’-[-  -f-  dy^)  -f-  -f-  2b  xy  -f-  Cy^} 

(n'x'‘  2h"xy  + c"y‘‘)  = 0. 

welches  abkürzend  in  der  Form 

«j  -f-  Z «2  + t’j  = 0 

geschrieben  werden  kann.  In  irgend  einen  durch  die  Coordinate 
z'  bestimmten  1‘unkt  der  Doppcilinic  ist  das  Paar  der  Tangenlen- 
ebenen  durch  i'kj  -|-  Pj  = 0 dai-gestellt,  und  mit  der  Veränderung 
des  z’  entspringt  daraus  ein  Hüscbel  von  Ebenen  in  Involution. 
(Vergl.  Art.  I33G.  der  ,.Kegelschn.“)  Das  Paar  ilcr  Tangen- 
tenebenen in  irgend  einem  Punkte  der  Doppellinie 
ist  ein  Paar  von  conjngicrten  Ebenen  eines  involulo- 
rischen  DüsclieI.s.  Für  zwei  bestimmte  reelle  oder  imaginäre 
Werthe  von  z'  wird  (z'ti.,  -f-  r,)  ein  vollständiges  Quadrat,  d.  h. 
cs  giebt  zwei  Punkte  in  der  Doppel  linie,  deren  beide 
Tan  ge  n tenebe  n en  z usam  men  fal  len  ; Jede  durch  einen  dieser 
Punkte  gehende  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Curvc,  die 
in  ihm  einen  Cuspidalpunkt  hat. 

Wenn  und  die  Werthe  dieser  Quadrate  sind,  so  kann 
oll'enhar  jede  der  beiden  Grössen  u,^  und  Uj  in  der  Form  {IA"‘-\-mY'^) 
dargestellt  werden.  Denken  wir  also  zu  den  Ebenen  A'=0,  J'=0 
oder  den  Tangentenebenen  der  Guspidalpiinkte  als  Coordinaten- 


jede  Ebene  die  Flache  in  einer  Curve  mit  Doppelpunkt  schneidet,  d.  h. 
berührt,  so  dass  die  Ebene 

l-r  -f  »Jt/  -f 

nnabhiingig  von  irgend  einer  zwischen  ij,  f,  a bestellenden  Relation 
als  lleriibrnnirsebcne  anziiseben  ist.  Man  liudet  in  diesem  Falle  die 
Reciprokalgleichuiig  durch  Elimination  von  x,  y,  i,  le  zwischen  den 
Gleichungen 

tr  = 0,  i/,  = = 1},  J,  U,  = m. 
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ebenen  IransCorniicrt,  so  «inl  jedes  (’.lied  der  (Ileiclinng  dmch 
a,-^  oder  tß  llieilbar  und  dieselbe  kann  in  der  Form 
zx^  = Ky^ 

dargcstellt  werden.*) 

In  dieser  Form  erkennt  man,  dass  die  Fläclie  dnreli  (ieradc 
y = i.x,  z = 

erzeugt  wird,  welche  die  zwei  geraden  Direetrixen 
a:  = 0,  y = 0;  z = 0,  w = 0[ 
so  schneiden,  dass  die  Punkte  des  Systems  ztv  durch  sie  mit  den 
nach  gleichem  Doppelverhältniss  entsprechenden  Piinktepaaren 
einer  Involution  in  xy  verbunden  werden. 

Jede  Tangenlenebene  der  Fläche  schneidet  sic  in  einer  ge- 
raden Erzeugenden  und  einem  Kegelschnitt,  welcher  jene  im  Be- 
rührungspunkte und  in  der  Doppellinie  dnrchschneidet.  Diese 
Doppellinic  schneidet  alle  in  der  Fläche  gelegenen  Kegelschnitte. 
Man  erkennt  daraus  die  Entstehung  der  Fläche  durch  Bewegung 
einer  Geraden,  welche  zwei  Kegelschnitte  K,  und  eine  Gerade 
d stets  durchschneidet,  welche  je  eineti  Punkt  paarweise  gemein 
haben.  Die  Ordnung  einer  solchen  Fläche  ist  in  der  That  nach 
Art.  213. 

= 2. 2. 2.1— 2—  2 — 1=. 3. 

Jede  durch  i = 0,  m — 0 gehende  Ebene  schneidet  die 
E'läche  in  einem  Paar  von  geraden  Linien  und  ist  als  eine  Tan- 
gentenebenc  der  Fläche  in  den  Punkten  zu  betrachten,  wo  diese 

*)  Es  ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  die  Ebenen  X und  1',  die  Dop- 
pelebcncn  der  Involution,  reell  sind.  Die  Kcduction  anf  die  Form 

i ^*)  “I“  0 

ist  dagegen  stets  ausführbar,  und  in  ihr  entspricht  das  untere  Zeichen 
den  imaginUren,  das  obere  den  reellen  Doppelebenen.  Im  ersteren  Fall 
liegt  die  Doppellinic  ganz  als  reelle  Gerade  in  der  FlUche,  im  letzte- 
ren Falle  findet  diese  nur  für  einen  begrenzten  Thcil  der  geraden  Linie 
statt.  In  jenem  Falle  schneidet  jede  Ebene  die  FlHche  in  einer  Curvc 
mit  reellem  Doppelpunkt,  in  diesem  findet  diess  nur  für  diejenigen 
Schnitte  statt,  welche  die  Doppelgerade  in  Jener  Strecke  treffen,  wäh- 
rend für  alle  andern  diese  Linie  einen  conjugierten  Punkt  des  Schnit- 
tes bestimmt.  Die  Cnspidalpunkte  begrenzen  diese  Strecke  der  Doppcl- 
linie.  Eine  gerade  Linie,  in  welcher  jeder  Punkt  ein  Cuspidalpunkt 
ist,  kann  nur  dann  iu  der  Fläche  dritter  Ordnung  existieren,  wenn  die- 
selbe eine  Kegelfläcbe  ist. 


Digitized  by  Google 


- 318  — 

Gi‘ra(K'n  j = 0,  tu  = 0 tlurchschrieiilcn.  So  wie  also  die  Linie 
ar  = 0,  ij  — 0 eine  Gerade  ist,  in  welcher  jeder  Punk!  ein 
l)o|i|)el|>nnkt  ist,  so  ist  die  Linie  i = 0,  = 0 eine  Gerade, 

für  welclic  jede  sie  enlhallende  Ebene  eine  Doppellangenlialehene 
ist.  Die  Iteciproke  dieser  Fläclie,  welrlie  im  Art.  213.  erwälinl 
worden  ist,  ist  von  gleicher  Natur  mit  ilir  seihst. 

Der  vorigen  Erzeugung  entspricht  die  andere  durch  die  IJe- 
wegung  einer  Geraden,  die  einen  festen  Kegelschnitt  Af  und  zwei 
feste  Gerade  d und  e stets  schneidet,  wovon  die  eine  d den 
Kegelschnitt  A’  einfach  schneidet. 

Der  aus  irgend  einem  Punkte  des  llaumes  bestimmte  Tan- 
gentenkegcl,  welcher  die  Fläche  uinhüllt,  besieht  aus  der  den 
Punkt  mit  der  Doppellinie  verbindenden  Ebene,  welche  dojipelt 
zu  zählen  ist  und  einem  eigentlichen  Tangcntenkegcl  vierter  Ord- 
nung. Wenn  der  Punkt  in  der  Doppellinie  gewählt  wird , so  re- 
duciert  sich  dadurch  der  Kegel  auf  die  zweite  Ordnung. 

26h.  Die  erste  Polarlläche  eines  Punktes  in  Bezug  auf  eine 
Hegelfläche  dritter  Ordnung  ist  ein  die  Doppellinie  d enthalten- 
des Hyperboloid  (Art.  13,).  Die  Berührungsebenen  der  Fläche 
in  den  Rückkehrpunkten  der  Doppellinie  berühren  stets  auch  die- 
ses Hyperboloid. 

Da  die  ebenen  Querschnitte  der  Fläche  im  Allgemeinen  Ciir- 
ven  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppeljtiinkte,  also  von  der  vier- 
ten Klasse  sind,  und  bei  solchen  Gurven  die  Verbindungslinie  des 
Doppelpunktes  mit  dem  Pol  und  die  Tangente  der  conischen  Polare 
(len  Tangenten  der  Giirve  im  Doppelpunkte  harmonisch  conjugiert 
sind,  so  folgt,  dass  die' Tangentcnebencii  der  F^lächc  in  einem 
Punkte  der  Do|ipellinie  d mit  den  beiden  hibenen,  welche  als  das 
Polarhypcrbnloid  berührend  und  durch  ilen  Pol  gehend  bestimmt 
sind,  ein  harmonisches  Büschel  bilden;  dass  die  gerade  Dircctrix 
e durch  die  Tangentenebenen  der  Itückkchrpunkte  und  das  Polar- 
hyperboloid eines  beliebigen  Punktes  harmonisch  getheilt  wird; 
und  dass  also  diese  Gerade  c die  Polarhyperboloide  aller  der 
Punkte  lierührt,  welche  in  einer  der  durch  die  Küekkchrpunktc 
und  c selbst  bestimmten  Ebenen  liegen. 

Das  Polarhyperboloid  wird  itisbesondere  zn  einem  Kegel  zwei- 
ten Grades  für  die  Punkte  der  die  F'läche  in  den  Rückkehrpiinkten 
berührenden  Ebenen  und  diese  Punkte  selbst  sind  ihre  Scheitel. 
Jene  beiden  Ebenen  bilden  somit  die  Fläche  der  Hesse’schen 
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netermiiianle  oder  dir  Kernllärlie  der  Hegeinädic  dritter  Ordming. 
(Art.  2t>.).  Die  zweite  oder  ebene  Polare  eines  Punktes  srimeidet 
die  Directrix  d in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  eine  den  l’id 
entlialtende  Ebene  die  Fläche  berührt. 

Viir  erörtern  noch  die  Frage  nach  den  besonderen  Kegel- 
schnitten, d.  h.  den  Parabeln,  Kreisen  und  gleichseitigen  Hyper- 
beln, welche  unter  den  ehenen  Schnittcurven  der  Hegcllläche 
dritter  Ordnung  auftreten,  die  eine  Erzeugende  enthalten. 

Die  unendlich  entfernten  Punkte  der  Fläche  hilden  eine 
Curve  dritter  Ordnung  und  vierter  Classc  mit  einem  Doppelpunkte, 
der  Richtung  von  d.  Diese  schneidet  den  unendlich  entrernten 
imaginären  Kreis  in  sechs  Punkten,  welche  paarweis  drei  reelle 
Gerade  bestimmen ; jede  der  Letzteren  schneidet  die  Curve  in 
einem  dritten  reellen  Punkte,  der  als  Richtung  einer  Erzeugen- 
<len  der  Fläche  gefasst  mit  ihr  eine  Tangenlenehene  der  F'lächc 
bestimmt,  die  diese  offenbar  .nach  einem  Kreise  schneiden  muss. 
Unter  den  einer  Regelllärhe  dritter  Ordnung  eingeschriebenen 
Kegelschnitten  sind  also  drei  Kreise.  Hat  die  F'lächc  eine  Er- 
zeugende in  unendlicher  Entfernung,  so  reduciert  sich  die  Zahl 
der  Kreisschnitte  auf  zwei. 

In  ähnlicher  Weise  erkennt  man,  dass  drei  gleichseitige  Hy- 
perbeln unter  jenen  Kegelschnitten  sind. 

Die  Bemerkung,  dass  jede  Gerade,  welche  jene  unendlich 
entfernte  Curve  in  einem  Punkte  A berührt,  sie  noch  in  einem 
andern  Punkte  B schneidet,  und  dass  eine  Ebene  von  der  durch 
AB  bezeichneten  Stellung,  welche  die  Erzeugende  von  der  Rich- 
tung ^enthält,  die  Fläche, in  einem  Kegelschnitt  schneidet,  wel- 
cher AB  in  A berührt,  zeigt  uns,  dass  durch  jede  Erzeugende 
zwei  Ebenen  parabolischer  Schnitte  gelegt  werden  können.  Alle 
diese  Ebenen  umhüllen  eine  abwickeiharc  F'läcbe  von  der  Ord- 
nung sechs  und  der  Classc  vier,  welche  der  Fläche  selbst  nach 
einer  Raumeurve  sechster  Ordnung  umgeschrieben  ist. 

Wenn  die  parabolischen  Schnittebenen  reell  sind,  so  bestim- 
men ihre  Bcrübrungspunkle  in  ihrer  Erzeugenden  ein  Segment, 
dessen  inneren  Punkten  nur  elliptische  und  dessen  äusseren  Punk- 
ten nur  hyperbolische  Schnitte  entsprechen;  fallen  sie  zusammen, 
so  sind  alle  Schnitte,  den  einen  parabolischen  aiisgcnommeii, 
hyperbolisch;  sind  sie  imaginär,  .so  giebt  es  nur  hyperbolische 
Schnitte.  '®'*)  . 
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200.  Es  giobt  einen  von  Cayley  zuerst  liervorgeliobenen 
Fall,  in  welrlieiii  die  Heduction  auf  die  Form 
zx’  = w;/'‘ 

niclil  niflglirli  ist.  Wenn  die  ini  Art.  204.  mit  i/j  und  »j  be- 
zeiclinetcn  Polynome  einen  gemeinschartlichen  linearen  Factor 
liaben , so  kann  man  die  Gleichung  der  Fläche,  indem  man  die 
durch  jenen  Factor  repräsentierte  Ebene  zu  einer  Coordinaten- 
ebene  macht,  auf  die  Form 

-j-  a;(ia:  wy)  = 0 

bringen.  Die  Ebene  a;  = 0 berührt  dann  die  Fläche 
längs  der  ganzen  Erstreckung  der  Doppelliiiie  und 
schneiilel  die  Fläche  zugleich  in  ihr  in  drei  zusain- 
menrallenden  Geraden.  Die  andere  Tangentenebene  in  irgend 
einem  Punkte  derselheei  lallt  mit  der  Tangentenebene  des  Hyper- 
boloids 2x  -f-  tvy  = 0 zusammen.  . 

Dieser  Fall  kann  als  ein  Greuzrall  zu  dem  des  vorigen  Arti- 
kels betrachtet  werden;  nämlich  als  derjenige  Fall  desselben,  wo 
die  Doppoldircctrix  d oder  x — y = 0 mit  der  einrachen  e oder 
= i t=  0 zusainmcnrällt. 

Diese  Fläche  kann  folgendcrmasseii  erzeugt  «erden:  .Man 
nehme  in  x >=  y = 0 eine  Reihe  von  Punkten  und  lege  durch 
diese  Gerade  ein  dieser  Reihe  nach  gleichem  DoppelverhältuUs 
entsprechendes  oder  ihr  projec livisches  Büschel  von  Ebenen.  Dann 
liegt  die  Erzeugende  der  Fläche  dritter  Ordnung,  welche  von 
irgend  einem  Punkte  der  Doppellinie  ausgeiit,  in  der  jenem  Punkte 
entsprechenden  Ebene  und  schneidet  eine  ebene  Gurve  dritter 
Ordnung,  welche  den  Durchschnittspunkt  ihrer  Ebene  mit  der 
Doppeldirectrix  zum  Do|)pelpunkt  hat  und  die  so  liegt,  dass  eine 
der  Tangenten  im  Doppelpunkt  in  derjenigen  Ebene  enthalten  ist, 
welche  dem  Doppelpunkt  als  einem  Punkte  der  Doppcilinie  cnl- 
sprichl. 

Oder  die  Kegelschnitte  K,  A’,  besitzen  in  ihren  Schnittpunk- 
ten mit  d Tangenten,  welche  sich  schneiden.  Dann  existiert  ein 
einziger  Rflekkehrpunkt  in  d,  der  Berührungspunkt  der  Ebene 
jener  Tangenten  mit  der  Fläche;  er  theill  die  Gerade  d in  zwei 
unendliche  Segmente,  in  deren  einem  sie  von  den  Erzeugenden 
mit  zwei  reellen  parabolischen  Qucrschnillen  getroffen  wird. 

267.  Die  Gründe,  welche  beweisen,  dass  eine  eigentliche 
Curvc  dritter  Ordnung  nicht  mehr  als  einen  Doppelpunkt  haben 
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kann,  zeigen  niclit  das  Nämliche  für  Flächen.  Allerdings  muss 
die  V'erhindungslinie  zweier  Do|)pel|>nnkte,  weil  sie  als  eine  Gerade 
zu  hetrachten  ist,  Aelrhe  die  Fläche  dritter  Ordnung  in  vier 
Punkten  schneidet,  ganz  in  der  Fläche  enthalten  sein.  Daraus 
folgt  jedoch  nicht,  dass  die  Fläche  nun  in  Flächen  geringerer 
Ordnung  zerfallen  müsste. 

Die  Betrachtung  des  Tangentenkegels  der  Fläche  liefert  aber 
für  die  Zahl  der  Doppelpunkte  irgend  einer  Fläche  eine  Grenze; 
denn  wir  sahen  im  Art.  20.,  dass  derseihe  nothwendig  eine  ge- 
wisse Anzahl  von  Doppelkanlen  und  Kückkehrkanten  besitzt,  und 
da  jeder  Doppelpunkt  der  Fläche  die  Zahl  der  Doppelkanten  des 
Tangentenkegcis  um  Eins  vermehrt,  so  kann  die  Fläche  nie  mehr 
Doppelpunkte  besitzen,  als  welche  die  Gesammtzahl  der  Üoppel- 
kanten  des  Tangentenkegels  zu  der  Maximalzahl  ergänzen,  welche 
ein  solcher  Kegel  haben  kann.  Nun  kann  eine  Curve  sechster 
Ordnung  mit  sechs  Rückkehrpunkten  höchstens  vier  Doppelpunkte 
besitzen  und  die  Fläche  dritter  Ordnung  kann  also,  weil 
ihr  Tangentenkegel  von  der  sechsten  Ordnung  ist  und  sechs  Rück- 
kehrkanten  hat,  höchstens  vier  Doppelpunkte  haben. 

Es  ist  nülhig,  die  verschiedenen  Arten  von  Doppelpunkten 
zu  unterscheiden,  die  eine  Fläche  haben  kann.  Wir  unterscheiden 

A)  den  gewöhnlichen  Knotenpunkt  (Art.  24,  Schluss)  Cj, 
in  welchem  die  Tangentenebene  durch  einen  Kegel  zweiten  Grades 
vertreten  wird.  Die  Linie,  welche  den  Knotenpunkt  mit  einem 
beliebig  gewählten  Punkt  verbindet,  ist  eine  Doppelkantc  des 
bezüglichen  Tangentenkegels,  und  da  der  Tangentenkegel  aus 
einem  Punkte  dem  ebenen  Schnitt  der  Reciprokalfläche  entspricht, 
so  reduciert  diese  Doppelkante  die  Ordnung  der  Reciproken  und 
damit  die  f Hasse  der  Fläche  um  zwei  Einheiten. 

B)  Der  Kegel  zweiten  Grades  ist  in  ein  reelles  oder  nicht 
reelles  Ehenenpaar  degeneriert,  der  Doppelpunkt  wird  als  hipla- 
nar  bezeichnet,  die  stets  reelle  Durchschnittslinie  des  Ebenen- 
paars  ist  seine  Kante.  Diese  Singularität  reduciert  gewöhnlich 
die  Classe  der  Flüche  um  drei  Einheiten;  denn  während  beim 
gewöhnlichen  Knotenpunkt  die  Tangentialebenen  des  Berübrungs- 
kegels  längs  der  Doppelkante  die  Tangentialebenen  des  Kegels  der 
Tangenten  im  Doppelpunkt  sind,  fallen  dieselben  heim  biplanaren 
Doppelpunkt  in  eine  Ebene  zusammen,  so  dass  die  nach  dem 
Doppelpunkt  gehende  Gerade  eine  Rückkehrkante  des  Berührungs- 

Sftlmon,  anal.  Ooom.  tl.  RauiiiCB.  II  2.  Auil.  21 
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kencls  ist.  Kinc  Fläclio  tirilier  Ordnung  kann  daher  nicht  mehr 
aks  drei  hipianare  Uoppelpunkte  liahen,  weil  ein  eigenllichcr  Kegel 
sechster  Onlniing  nicht  mehr  als  neun  Rdekkehrkauten  haben 
kann. 

Aber  es  giehl  spet  iellc  l•'or^len  des  hiplanarcn  Doppelpunktes. 
Während  nämlich  hei  dem  ge«öhiilichcn  5,  die  Kante  der  Fläche 
nicht  angehört,  so  kann  sie  diess  im  1)  speciellen  F'alle  I}^  Ihun 
und  dann  tritt  eine  Heduction  um  vier  Einheiten  in  der  Classe 
ein.  Ist  z.  B.  x = Q,  y = 0,  i = 0 ein  hii>laner  Doppelpunkt 
nach  den  Ebenen  x = 0,  y = 0,  so  ist  die  allgenicine  Form  der 
lileichung  der  Fläche  u,  -}-  xy  = 0 für 

"a  ” ~t"  >5c,i-x  etc. 

Im  Falle  = 0 haben  wir  die  hesprochne  Specialität;  man  kann 
sie  als  aus  der  Vereinigung  von  zwei  gewöhnlichen  Knotenpunkten 
entstanden  anschen. 

2)  Wenn  nun  hier  die  Fläche  längs  der  Kante  im  Allgemeinen 
durch  eine  Ebene  c, x -j- Cjy  ===  0 berührt  wird,  die  von  den 
beiden  Ebenen  des  Doppelpunktes  verschieden  ist,  so  kann  die- 
selbe doch  insbesondere  mit  einer  derselben  zusammenrallen  oder 
es  kann  entweder  c,  oder  Cj  gleich  Null  sein,  ln  diesem  Falle 
reiluciert  der  hipianare  Doppelpunkt  die  Classe  um  fünf  Ein- 
heiten. Er  kann  als  Vereinigung  eines  gewöhnlichen  Knoten- 
punktes mit  einem  biplanaren  angesehen  werden. 

3)  Schliesslich  kann  entweder  x oder  y ein  Factor  in  Uj  sein 
und  wir  erhalten  einen  biplanaren  Doppelpunkt  der  als  aus 
der  Vereinigung  von  drei  gewöhnlichen  Knotenpunkten  entsprungen 
angesehen  werden  kann  und  der  die  Classe  der  Fläche  um  sechs 
Einheiten  retlucicrt.  In  diesem  Falle  heisst  die  Kante  osculierend.*) 

C]  Wenn  die  beiden  Ebenen  des  biplanaren  Doppelpunktes 
zusammenfallen,  so  entsteht  der  uniplanarc  Doppelpunkt  f?«. 


*)  Wenn  eine  Flache  längs  einer  geraden  Linie  von  einer  Ebene 
berührt  wird,  so  zählt  diese  als  Theil  des  Schnittes  der  Ebene  mit  der 
Fläche  zweifach,  so  dass  der  Rest  desselben  von  der  Ordnung  n — 2 ist. 
Sie  kann  alier  dreifach  zählen,  so  dass  der  Rest  (n  — 3)t®r  Ordnung  ist. 
Im  ersten  Falle  verhütt  sic  sich  wie  die  Erzeugenden  einer  developpabeln 
Fläche  nnd  Caylcy  hat  sie  als  torsal  bezeichnet,  im  letztem  Falle  als 
oscnlar.  Wenn  sie  nni  der  Fläche  angehört,  diese  abt#  in  ihren  Punk- 
ten von  verschiedenen  Ebenen  berührt  wird,  so  verhält  sie  sich  wie  die 
Erzeugende  einer  windschiefen  Regeldäclie  lind  Caylcy  sennt  sie  srolar. 
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welcher  die  Classc  der  Fläche  um  sechs  Einheitcti  vcrniiiiderl ; die 
Gleichung  der  Fläche  ist  daun  auf  die  Form  «3  -f"  = 0 rcdu- 

cierhar.  Die  eine  Ehcne  a:  = 0 schneidet  die  Fläche  in  drei 
geraden  Linien,  welche  gewöhnlich  veischicden  sind,  von  denen 
aber  zwei  oder  die  auch  alle  drei  zusammcnrailen  können;  dann 
entstehen  specielle  uniplanare  Dü|)pclpiinkte  ü-j,  ?/,,  welche  die 
Classe  der  Fläche  um  sieben  respective  acht  Einheiten  rcducieren. 

kann  als  drei  gewöhnlichen  Knotenpunkten  äquivalent , V-  als 
einem  hiplanaren  mit  zwei  sulchen,  als  zwei  biplanaren  mit 
einem  gewöhnlichen  Knotenpunkt  äquivalent  angesehen  werden. 

Zur  weiteren  Verdeutlichung  fügen  wir  noch  Einiges  in 
Betreff  der  durch  einen  hiplanaren  Doppelpunkt  gehenden  Quer- 
schnitte hinzu.  Zunächst  hat  olTenhar  jeder  dieser  Querschnitte 
in  demseihen  einen  Doppelpunkt;  derselbe  ist  insbesondere  eine 
Spitze  für  die  Ebenen  des  Büschels,  das  die  Kante  des  hijilauaren 
Doppelpunktes  enthält  und  diese  Kante  ist  die  zugeliörige  Tangente. 
Diese  Spitze  ist  für  alle  Ebenen  des  Büschels  gleichgerichtet, 
wenn  das  den  Kegel  vertretende  Ehenenpaar  nicht  reell  ist;  wäh- 
rend im  Falle  der  Healität  dieser  Ebenen  die-  Spitze  verschieden 
gerichtet  ist,  Jenachdem  die  Ebene  des  Büschels  in  dem  einen 
oder  andern  der  von  jenen  Ebenen  gebildeten  Winkelräume  liegt. 
Diese  Ebenen  .selbst  schneiden  die  Fläche  in  einer  Ciirve  mit 
dreifachem  Punkt  und  dieser  hat  entweder  nur  einen  reellen  Ast 
oder  er  hat  drei  reelle  Aesle.  Der  Uehergang  in  diese  Lage  bat 
im  ersten  Falle  ein  Verflachen  und  dann  Umkehren  iler  Spitze,' 
im  andern  ein  Ilinantrelen  zweier  weiteren  Aeste  der  Qnerschnitts- 
curve  zur  Spitze  und  eine  Auflösung  im  umgekehrten  Sinne  zum 
Charakter. 

Von  da  aus  kann  man  sich  den  Uehergang  vom  gewöhnlichen 
Knoten  zum  hiplanaren  erläutern.  Im  Falle  imaginärer  Ebenen 
bildet  der  biplanare  Doppelpunkt  den  Uehergang  zwischen  einer 
Fläche  mit  isolirtein  und  einer  Fläche  mit  nicht  isolirlem  Doppel- 
punkt. Man  kann  durch  Rotation  der  Cnrven  mit  Knoten,  mit 
i.solirtem  Doppelpunkt  und  mit  Spitze  um  die  Symmetriea.Yc  (,,Höb. 
Cnrven“  p.  .30,  31  Fig.  10 — 12)  diese  Formen  erzeugt  denken. 
W'enn  aber  aus  einem  Knotenpunkt  ein  hiplanarer  Doppelpunkt 
mit  reellen  Ebenen  werden  soll,  so  muss  die  Fläche  hier  so  ge- 
staltet sein,  dass  die  Ebenen  durch  die  Kante  des  hiplanaren 
Doppelpunktes  sie  zum  Tlieil  in  einer  Curve  mit  isolirlem  Punkt, 

21* 
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zum  andern  Tlieil  in  einer  Curve  mit  kleiner  Sclileife  durch- 
schneiden,  Ciirven,  deren  llauptlheile  nach  entgegengesetzten  Seiten 
der  Kante  gerichtet  sind.  Man  hat  aisu  auT  der  einen  Seite  des 
Knotenpunktes  eine  kleine  Oeffnung;  wenn  diese  sich  enger  und 
enger  und  schliesslich  völlig  zusaminenzidit,  so  hat  man  den 
hiplanaren  Punkt  erhalten  und  bei  weiterer  Aenderung  tritt  die  I 

OefTnuiig  auf  der  entgegengesetzten  Seite  des  Punktes  und  um  ' 

90“  gedreht  wieder  auf.*®“) 

268.  Indem  wir  die  cubischen  FISchen  nach  den  in  den 
vorigen  Art.  beschriebenen  Singularitäten  unterscheiden,  können 
wir  drei  und  zwanzig  mögliche  Formen  derselben  aufzählen, 
wie  die  folgende  Tabelle  sie  zeigt. 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Classe:  12  10  988  7 766  6 

Singularitäten:  0,  Cj,  2C\,  B^,  B^+C.^,  B^,3Cj.  2ßj.  B^+C^ 

11  12  13  14  15  16  17  18  19  20  21 

Clas.se 

665  554  4 4 44. 3 

Singularitäten: 

^6-  Ä,+2C,.  B,+Cj,  V.„4Cj,2B,+C„  B^+2C^.B,+C^. 

Die  beiden  Regelflächen  dritten  Grades,  die  wir  in  Art.  264.  und 
266.  erörterten  und  die  beide  von  der  Cias.se  drei  sind , ergänzen 
diese  Zahl  auf  drei  und  zwanzig.'®®) 

Wenn  wir  durch  «<*•,  u*®*,  respective  etc.  lineare, 

quadratische,  cubisebe  Functionen  der  ersten  drei  Variabein  l»e- 
zeichneu,  so  sind 

2)  «(»1*^  -I-  u<5)  = 0,  .3)  X,  + U'®)  = 0, 

die  allgemeinen  Gleichungsformen  der  Flächen  von  der  IO*®“  und 
9*“  Classe  oder  2,  3 der  Uebersichl.  Wir  lugen  ferner  bei,  dass 
die  Flächen  4*<*  CIa.sse  17—20  die  respectiven  Gleichungen  haben 
17)  x^x^x^-\-  x^x^^->rx^^=0,  18)  .r,X5a-j-f-(x,  + Xj)a:3*=0, 

19)  x,XjX^  + X,X3=-|-Xj3=0,  20)  X,®X4  -f  X,X3^-f  Xj®  = 0; 

und  die  von  der  5**“  Classe  respective 

13)  XJX3X4  + x,*(x, -I- X, -f  Xj)  = 0, 

14)  X,  X,X4  -f-  X,X3®  -f  Xj*Xj  = 0, 

15)  X,®Xj  -f  Xj®X3  -f  XjXj^  = 0. 

Die  8“,  7“  und  6*®  Classe  mögen  repräsentirt  sein  durch  1 
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5)  -f-  (X|  -|-  Xj)(orj*  — naT|’  — = 0, 

7)  XfX^x^  -["  ^1^3^  "f"  — aa:,*  = 0, 

8)  x/  + (xj  + Xj  + x^)x,'^  + rtXjXaXj  = 0, 

12)  (x,  -j-  X^  4-  = 0. 

Beispiel  1.  Welches  isl  die  Ürdiiun{,'  der  Recijirokallliiche  von 

X,XjXj  = x/? 

l):i  diese  Fläche  in  der  Fhene  X|  = 0 drei  hiplanarc  Ooppelpunkle 
enthält,  so  ist  ihre  neciprukalOächc  von  der  dritten  Ordnung.  Für  ein 
cnnstantes  x^,  d.  h.  die  Lage  jener  Diippelpunklc  in  unendlicher  Entfer- 
ming,  ist  diese  Fläche  der  Ort  der  Iturchschnittspiinkle  der  Geraden,  welche 
die  Paare  der  Gegenkanten  aller  der  Tetraeder  hallneren,  die  — von  den 
Goordinatenehenen  mit  einer  veränderlichen  Ehcnc  gebildet  — einen  con- 
stanten  Inhalt  haben. 


Beispiel  2.  Welches  isl  die  Keciprokallläche  von 
j.  + ?±  = 0? 

Xj  X2  X3  x^ 

' Da  diese  Fläche  dritter  Ordnung  die  Eckpunkte  der  Pyratni<le 
X,  = 0,  Xj  = 0,  Xj  = 0,  x^  = 0 

zu  Doppelpunkten  hat,  so  muss  die  Reciprokalllächc  von  der  vierten  Ord- 
nung sein. 

Retrachtet  man  dann  die  Gleichung  der  Tangentcncbeiie  der  Fläche 
in  einem  Punkte  x/,  welche  in  der  Form 


-U 

's  I 


09X9 


+ 


+ 


= 0 


darstellbar  ist,  so  erhält  man  als  die  Bedingung,  unter  welcher  ilie  Ebene 
|,x,  + I5X.2  + I3X3  -f  i^x^  = 0 
die  Fläche  berilhrt,  d.  h.  als  Gleichung  der  Reciprokalllächc 

+ («2^2)^  + + ('»1I4)*  = 0, 

die  als  vom  vierten  Grade  durch  Beseitigung  der  Wurzelgrössen  erkannt 
wird. 

Schreibt  man  an  Stelle  von  a,  |, , 03^3,  die  x, , Xj,  X3, 

x^,  SU  wird  die  Gleichung  der  Reciprokalfläche 

>/  X,  -f  j/xj  4-  j/x,  + )/x4  = 0, 

welche  rationalisiert  (x,’-}"X2^-}"^3^"t“X4’  — 2x2X,  — 2X3X1 — 2X|X2 
— 2X|X4 — 2X2X, — 2X3X4)^ — 64X1X2X3X4  = 0 giehl,  die  Slci- 
ner'sche  Fläche  vierter  Ordnung.  Sie  hat  drei  sich  in  einem  Punkt 
schneidende  Doppelgerade,  jede  ihrer  Tangentialebenen  schneidet  sic  in 
zwei  Kegelschnitten,  etc.“*’) 
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Der  T.iiigcnleiikrgcl  iIh-sit  KlSelic  aiis  eiucm  ilirci  Punkle  ist  als 
von  iler  vierten  Oniming  mit  vier  nopiielkanlen  in  zn-ei  Kegel  zweiten 
liniile.s  zerrnilen. 

Allgeineiii  ist  die  (•leicliniig  der  ileciprukalllärlie  vun 

"i^i"  + + «3  V + 

von  der  Form 

n n ■ H »n 

.i.i,--  + = 0. 

^'  ergl.  „llöli.  Curveir‘  Art.  ‘dO.'i 

Eine  Fläclie  dritter  Ordnung  mit  vier  Ituppeipnnktcn  ist  auch  die 
Envelojijie  von 

«I’  + ft'/*  + + 2«^.)  = 0, 

wo  a , b , c , l , m , ti  durcli  ßleiclisctzung  mit  Null  Ehenen  repräsentieren 
und  ^ : f,  r;  : J zwei  veränderliche  Parameter  sind.  Die  Enveloppe  ist 
nll'enhar  von  der  dritten  Ordnung,  und  dass  sie  von  der  vierten  Classc 
ist,  gellt  daraus  hervor,  dass  wir  für  die  Substilution  der  Coonlinaten 
zweier  l’unkte  vier  Ehenen  des  Systems  aus  der  Olcichung  erhalten,  wel- 
chen die.selben  angehöi'en. 

Allgemein  ist  die  Enveloppe  von  a A -j-  • ■ = 0 von  der 
Ordnung  3(n  — 1)^  und  von  der  Eiasse  n*.  Ihr  Tangentenkegel  aus 
einem  beliehigen  Punkte  ist  von  der  Ordnung  3n >i  — I).  Sie  hat  eine 
Euspidalciirvc,  deren  Ordnung  dieselbe  ist  wie  die  Ordnung  der  Bedingung, 
unter  der  V X V = 0 eine  ebene  Eurvc  mit  einer  Spitze  im  Büschel 
n*v'  Ordnung  bezeiehnet,  oder  gleich  der  Zahl  von  Eurven  der  Form 
U X y fl  ff  = 0,  welche  eine  Spitze  haben.  Die  Fläche  bat  auch 
eine  Knotenlinie  oder  Doppelcurve,  deren  Ordnung  mit  der  Zahl  von  Eur- 
ven V X r -)-  ft  fr  = 0 flbereinstinimt , welche  zwei  Doppelpunkte 
besitzen.  (Vcrgl.  für  die  lleslimmung  dieser  Zahlen  Kap.  I.\.) 

269.  Die  tileiclitiiig  einer  Fläche  dritter  Ordnttng 
ohne  vielfachen  Putikt  kann  in  die  Form 

+ «jav  + "a^a^  + 

gebracht  werden,  wo 

X,  = 0.  Xj  — 0,  .r.,  = 0,  ar,  = 0,  .Tj  = 0 

Ehenen  repräsentieren  und  die  implicite  in  ihnen  ent- 
haltenen Conslanlen  so  gewählt  sind,  dass  die  iden- 
tische Relation,  welche  nach  Bd.  1,  Art.  36.  die  Gleich- 
ungen von  fünf  beliehigen  Ebenen  mit  einander  ver- 
bindet, in  der  Form 

^■|  + ^2  + -Ta  + + •'>^5  = 0 

geschrieben  werden  kann. 
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In  der  Tlial  enthält  die  .iillgeinuitie  Cleiclmng  dritten  Grades 
zwanzig  Glieder  und  somit  neiinzelin  nnahhängige  Cnnstanten,  und 
die  gedachte  Form  fünf  Glieder  mit  vier  iinahliängigen  Cunstanten, 
wälirend  nherdies  jedes  dieser  Glieder  drei  andere  Conslanten 
implieite  enthält.  Die  Zahl  der  Constanten  ist  also  in  beiden 
Formen  die  nämliche.  Damit  ist  jedoeh  die  Möglichkeit  der  Re- 
dnetion  der  allgemeinen  Form  in  die  specielle  nicht  streng  er- 
wiesen.(V'ergl.  Art.  25  iler  „llöh.  Ciirven“.)  Das  von  Syl- 
vester 1851"’'*)  ohne  Kniwickelung  seines  Beweises  nur  mit  dem 
Bemerken  verölfenllichte  Theorem,  dass  er  einen  solchen  Beweis 
besitze,  ans  dem  hervorgehe,  wie  die  Reduclion  in  einer  einzigen 
Weise  vollzogen  werden  könne,  ist  dann  von  Glehsch*"’)  zuerst 
bewiesen  worden  und  wir  kommen  auf  diesen  Beweis  zurück, 
nachdem  wir  gezeigt  haben,  dass  die  so  rcducierte  Form  für  die 
Unlersiichuug  der  Eigenschaften  der  Flächen  dritter  Ordnung  von 
grossem  Voi  theil  ist. 

270.  Wenn  wir  die  Gleichung  der  ersten  Polare  irgend  eines 
Punktes  in  Bezug  auf  die  Fläche  n“''  Ordnung  {/  = 0 in  der 
Form 

X,'  t'i  -f.  Xj  V.,  -f-  .Tj'  -f-  x^  (j\  = 0 

schreiben,  so  wird  die  Existenz  eines  Doppelpunktes  in  ihr  durch 
die  Erfüllung  der  Gleichungen 

= "• 

^la^i  "I"  “f“ 

+ K|,a-,  = •! 

in  diesem  Punkte  bedingt.  (Vergl  Art.  26.)  Wenn  man  zwischen  den- 
selben die  Grössen  x/  eliminiert,  so  erhält  inan  die  Gleichung  für  den 
Ort  der  Doppelpunkte  d e r e r s t e n P o I a r e n oder  die  H e s s e ’- 
sehe  Fläche;  sie  ist  vom  Grade  4(n — 2).  Eliminiert  man  aber  die 
in  den  £/,*  stehenden  x,-,  so  ist  die  Itesullante,  weil  jede  der  vier 
Gleichungen  vom  Grade  (n — 2)  ist,  in  den  x/  vom  Grade  4(n — 2)*  und 
repräsentiert,  gleich  Null  gesetzt,  den  Ort  derjenigen  Punkte, 
deren  erste  Polaren  Doppelpunkte  besitzen.  (Vgl.  Art. 
24,  p.  25.)  Oder  auch:  Repräsentieren  wir  die  erstere,  d.  i.  die 
Hesse’sche  Fläche,  durch  7/=0  und  die  letztere,  die  conjugierlc 
Kernfläclie  Steiner’s,  mit  K—0,  so  ist  jene  der  Ort  der  Punkte, 
deren  quadratische  Polaren  Kegelflächen  sind  und  diese  der  Ort  der 
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Scheitel  solclier  Kegel.  (Vergl.  ArL  70.  der  „llöli.  Ciirveii.“)  ln 
dem  Fall  der  Flächen  dritter  Ordnung  sind  die  vier  ohigen  Gleich- 
ungen nach  jT,'  und  xi  symmetrisch  und  daher  die  beiden  Flächen 
// = 0 und  A"  = 0 identisch,  d.  h.  wenn  die  Folarriäclie 
zweiten  Grades  von  einem  Punkte  A in  Bezug  auf  eine 
Fläche  dritter  Ordnung  ein  Kegel  vom  Scheitel  B ist, 
so  ist  die  Polarfläche  zweiten  Grades  vom  Punkte  B in 
Bezug  auf  dieselbe  ein  Kegel  vom  Scheitel  A.  Die  Putikle  A 
uiid  B sind  e n Isjtrec h e n d c Punkte  der  Hesse-Steiner’schen 
Fläche  vierter  Ordnung  oder  reciproke  Pole.  (Vergl.  „lirdi.  Cur- 
ven“  Art.  176,  etc.) 

271.  Die  Ta  ngenteneheiie  der  Hesse’schen  Detcr- 
minantcnri<äche  der  Fläche  dritter  Ordnung  im  Punkte 
A ist  die  Polarehene  von  B in  Bezug  auf  diese  Fläche 
dritter  Ordnung. 

Denn  wenn  wir  irgend  einen  dem  Punkte  A unendlich  nahen 
Punkt  A'  der  Hesse'schen  Fläche  hetrachten,  so  muss,  weil  die 
ersten  Polaren  von  A und  A'  einander  unendlich  nahe  Kegel  sind, 
wie  in  Art.  179.  der  ..Ilöh.  Curven“,  ihr  Durchschnitt  uneudlicli 
nahe  ihrem  Scheitel  B kommen,  also  auch  die  Polarehene  von  B 
durch  AA  und  ebenso  durch  jeden  andern  zu  A unendlich  be- 
nachbarten Punkt  der  Hesse’schen  Fläche  gehen;  d.  h.  B muss 
der  Pol  der  Tangentenehene  in  A sein. 

Und  ebenso  ist  dife  Polareheite  eines  Punktes  A 
der  Hesse’schen  Fläche  H = 0 allgemein  die  Tangen- 
tenebene der  conjngierten  Kcrnflächc  A ==  0 im  ent- 
sprechenden Punkte  B.  Insbesondere  sind  die  Tangenten- 
ebenen der  Fläche  U = 0 längs  der  Curvc  parabolischer  Punkte 
oder  der  Wendecurve  derselben  Tangentenebenen  der  Fläche  Ä’=0, 
d.  h.  in  dem  Falle  der  Fläche  dritter  Ordnung  speciell:  Die  der 
Fläche  dritter  Ordnung  nach  der  Curvc  ihrer  parabo- 
lischen Punkte  nmgeschriebene  abwickelbare  Fläche 
ist  zugleich  auch  ihrer  Hesse’sehen  Fläche  {H,K)  um- 
geschrieben. Wenn  eine  gerade  Linie  diese  Ilesse'sche  Fläche 
in  zwei  entsprechenden  Punkten  A und  B und  überdies  in  zwei 
andern  Punkten  C und  D schneidet,  so  durchschneiden  sich  die 
Tangentenebenen  in  A und  B nach  der  Verbindungslinie  der  beiden 
Punkte,  welche  den  Punkten  C und  D entsprechen. 
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272.  Wir  wollen  die  vorhergelienden  Sälze  auch  milleist  der 
reduderlen  llleirliuiigsrorin  untersuchen. 

Die  rileichung  der  iinadralischen  Polare  eines  Punktes  in 
Kezug  auf 


«1  + «j--/  + «ari’  + «1  + «i-i*  = 

wird  nach  den  gewöhnlichen  Kegeln  gebildet,  wenn  man  an  Stelle 
von  I.,  seinen  Werlh 

— (^1  + + *:i  + 'il 

substituiert,  da  dann  die  Gleichung  in  Fnnctiou  von  vier  Verän- 
derlichen erscheint.  Wir  finden  so  . 


+ «sV-V  + «aW  + 

Die  DifTerentiation  dieser  Gleichung  nach  t, 


t,->  = 0. 

gicbl , weil 


= — rfr,  ist, 

n,z,  I,  = Zj, 

und  da  der  Scheitel  der  conischen  Polarlläche  den  vier  nach 
z, , Zj,  Z3,  z^  gebildeten  Differentialen  genügen  muss,  so  erkennen 
wir,  dass  die  Coordinaten  z,',  Zj’,  z,’,  z/,  z\  eines  Punktes  A 
der  Hesse’schen  Fläche  mit  den  Coordinaten  Zj,  z.^,  Z3,  z,,  Zj 
des  entsprechenden  Pnnkles  B,  des  Scheilels  der  Polarkegeinächc 
durch  die  Kelalionen 


a,  Zj  z,  = aj  Zj  Zj  ■=  aj  Zj  Zj  = a^  z^  z^  = Oj  Zj  Zj 
verbunden  sind.  Wenn  wir  den  gemeinschartlichen  Werth  dieser 
Grössen  gleich  Eins  setzen,  was  erlaubt  ist,  weil  es  sich  nur  um 
ilie  Verhältni.sse  der  Coordinaten  handelt,  so  können  wir  die 
Wcrlhe  der  Coordinaten  von  B durch 


1 1_  L 

0,  z,  «j  Zj  03  Zj  a^  Zj  Uj  Zj 
ausdrücken  und  erhallen,  da  sie  der  Idenliläl 


+ *3  + ^4  + ^4  = 0 


gelingen  mü.ssen. 


oder 


— - + + \ + + ---  = 0, 

I,  z,  a.j  z.,  Oj  .3  U4  »I  U5 


ajBja.ajZjZjZ^Zj  + etc.  = 0,  d.  i.  Zaj  aj  ajajZjZjZ,  Zj  = 0 
als  Gleichung  der  llesse’schen  Fläche. 

Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  z.  B.  die  Gerade 
z^  = 0,  Zj  = 0 ganz  in  der  Hesse 'sehen  Fläche  liegt  und  dass 
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der  Punkt  z,  = 0,  Zj  = 0,  Zj  — 0 ein  Doppelpunkt  in  ihr  ist. 
Da  aber  die  fünf  Ebenen  z,  = 0,  Zj=ü,  Z3  = 0,  z^==0,  Z5=0 
zehn  Combinatioiien  erlauben,  sowohl  wenn  sie  zu  zweien  als 
wenn  sie  zu  dreien  genomnien  werden,  so  entspringt  Sylvesters 
Theorem,  nach  welchem  die  fünf  Ebenen  ein  Pentaeder 
bilden,  dessen  zehn  Eckpunkte  Doppelpunkte  der 
llesse'schen  Fläche  und  dessen  zehn  Kanten  ganz  in 
derselhen  enthalten  sind. 

Die  quadratische  Polare  des  Punktes  z,  = Zj  = Zj  = 0 ist 
nach  dem  Obigen 

«,z^  z,'^  -(-  rtjZj'zj-  = 0 

und  zerfällt  also  in  zwei  Ebenen,  welche  sich  in  der  den  Ebenen 
z^  = 0,  *5  = 0 gemeinschaftlichen  Geraden  durchschneiden;  jeder 
I’unkt  dieser  Linie  kann  daher  als  der  dem  Punkt  J(z,=z.j=z^=()! 
entsprechende  Punkt  ß angesehen  werden.  Es  existieren  also 
für  eine  Fläche  dritter  Ordnung  zehn  Punkte,  deren 
(|uadrati$che  Polarflächen  in  Paare  von  Ehenen  dege- 
nerieren; dieselben  sind  Doppelpunkte  der  Hesse'schen 
Fläche  und  die  Durchschnittslinien  der  entsprechen- 
den Paare  von  Ebenen  liegen  in  derselben;  die  Ebenen- 
paare sind  harmonisch  conjugiert  in  Bezug  auf  die 
entsprechenden  Flächen  des  i'entaeders. 

Durch  den  directen  Beweis  dieser  Sätze  kann  die  Möglichkeit 
der  Umformung  der  gegebenen  Gleichung  in  die  Summe  von  fünf 
Cuhen  nachgewiesen  werden.  Aus  dem  Späteren  gehl  hervor,  dass 
eine  symmetrische  Determinante  von  p Zeilen  und  Reihen,  deren 
Elemente  Functionen  Ordnung  in  den  Variabein  sind,  eine 
F’läche  von  der  Ordnung  np  darstellt,  -welche  ip(p^  — l)n’  Dop- 
pelpunkte hat;  so  hat  die  Hesse’sche  Fläche  der  Fläche  n‘"  Ord- 
nung immer  10  (n  — 2)®  Doppelpunkte. 

Die  Gleichung  der  Tangentenebene  der  Hesse'schen  Fläche 
in  irgend  einem  Punkte  kann  in  der  Form 


J 4.  . '3,  -*«  4. 


= 0 

‘5*5 


dargestellt  werden,  welche  für  die  Substitutionen 


z,  , . . . in 


. . . für 

= 0 
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übergeht;  diess  ist  aber  narb  Art.  272.  die  Polarebeno  des  ent- 
sprecbeiiden  Punktes  in  Bezug  auf  V = 0. 

273.  Wir  geben  hier  den  Beweis  nacb  Clebscirs  Dar- 
stellung, bevor  wir  zu  weiteren  Untersuchungen  schreiten,  weil 
das  Pentaeder  für  das  Verständniss  der  Theorie  der  Fiächen 
dritter  Ordnung  von  der  grössten  Wichtigkeit  ist. 

Wir  gehen  von  den  Gleichungen  des  Art.  270.  aus,  indem 
wir  .t/  durch  y,-  ersetzen.  Wenn  jene  vier  Gleichungen  sich  durch 
besondere  Werthe  der  x,-  auf  zwei  von  einander  verschiedene 
reducieren , so  liegt  der  Pol  im  Durcliscbnitt  zweier  Ebenen  an 
l)elicbiger  Stelle.  Für  einen  solchen  Punkt  x<  verscliwindet  aber 
ausser  der  Detenniiiantc  II  aucli  das  System  ihrer  zehn  Unter- 
detcrininanten 

1)  II,,  ^0. 

Es  ist  zu  untersuchen,  wie  viele  gcmeinschaftiiche  Lösungen 
diese  zehn  Gleichungen  zulassen,  und  inan  kann  von  den  geineiu- 
schaftlirhen  l.ösungen  irgend  dreier  unter  ilincn  ausgehen,  um  zu 
zeigen,  welche  vqn  ihnen  auch  den  sieben  übrigen  entsprechen. 

Wählen  wir  als  solche  die  von 

A)  //„=0,  //,,j  = 0,  = 

welclie,  als  Oberflächen  3(n — 2)'*’'  Ordnung  darstellehd,  27  {n  — 2)® 
Schnittpunkte  ergeben.  Die  Relationen  der  Unterdeterminanten 
geben  dann 

“31  -^31  ~f"  “ll  -^11  “ 7/,  u.„  7/32  -}■  “11  7/|2  — 0 , 

“33  773,  -f-  ><127/4,  = 0 , «32^32  -f-  “(j7/,j  — //. 

“337/3,  ~f"  “437/4,  ==  0 , “337732  “f"  “43/742  — • 

“34^31  “I“  “44^11  ~ ) “3,773}  ”t~  “447742  — 0 , 

Diese  Gleichungen  können  im  Allgemeinen  nur  bestehen  für 

2)  11  = 0,  7/31=0,  7/41  = 0,  .&32  = 0,  .»42  = 0; 

Ausnahmen  bilden  nur  die  Fälle,  in  denen  jedes  der  Systeme 
a},  b)  sich  auf  ein  Paar  von  Gleichungen  zur  Bestimmung  der 
vier  letztem  Grössen  reduciert,  bei  deren  einer  wenigstens  rechts 
nicht  Mull  steht;  diess  kann  nur  für 

3)  “33  = “14  = “44  =“ 

der  Fall  sein.  Es  müsste  denn  H = 0 sein,  und  jedes  der 
Systeme  a),  b)  sich  auf  eine  Gleichung  reducieren,  was  nur 
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möglich  ist,  ^venn  eine  Grösse  il  sich  so  bestimmen  lässt,  dass 

*'31  “ ^'^41  > '*32  ^"421  "33  ~ ^•*43»  “34  ^“44 

wird. 

Von  den  drei  Möglichkeiten  gemeinschaftlicher  Lösungen  ent-, 
spricht  der  ersten,  hei  welcher  die  Gleichnngen  3)  bestehen,  die 
Anzahl  (n  — 2)*  einfacher  Lösungen  der  Gleichungen  J,  ohne 
eine  gemeinsame  Lösung  von  1). 

Denn  wenn  das  gleichzeitige  Uestehen  der  Gleichungen  1) 
durch  das  Verschwinden  von 


«M 

«12- 

«13- 

«14  2 

yi  i 

«12 

«22  • 

«23  • 

«24- 

i*2| 

0 = 

«13 

«2:1  • 

«:13  • 

«31  - 

Va' 

«14 

«21- 

«34  • 

«4  4- 

V4I 

y, 

V2  . 

V3  • 

y»  - 

0 1 

rsetzt  wird. 

so  zeigt 

die 

aus  3)  en 

«II- 

«12* 

«13- 

«14  2 

Vi 

«12 

«22- 

«23- 

«24  - 

V2 

e = 

«13 

«23- 

0 , 

0 , 

Va- 

«,4 

«24. 

0 , 

0 , 

V4 

Vi 

V2  - 

V3  - 

yi  - 

0 : 

dass  nur  die  Coeffleienten  von  j/,’,  verschwinden. 

274.  Den  Gleichungen  4)  entspricht  das  Verschwinden  von 
^i%>  H^^,  ^jj,  so  dass  nur  //jj,  //j, , von  Null  ver- 
schieden bleiben;  die  Elimination  der  x aus  4)  giebt  eine  Resul- 
tante, welche  für  die  Coeffleienten  jeder  der  Gleichnngen  vom 
Grade  (n  — 2)^  also  für  die  Coeffleienten  von  u und  für  A vom 
Grade  4 (n  — 2j^  ist,  d.  h.  sie  geben  4 (n  — 2)^  Werthsysteme 
der  X.  Dieselben  gehören  aber  überdiess  den  Gleichungen  j4) 
mehrfach  an.  Denn  wenn  man  die  Differentiale  von  Ä’,,.  Z/,,, 
77,2  bildet,  indem  man  etwa  in  S die  Grössen  yj,  y^  durch  Null 
ersetzt,  so  dass 

0 = - {zr„y,2  -f  + 2//„y,y4 

wird,  und  bildet,  so  entspringt  mit  Rücksicht  auf  4) 


«11  • 

«12- 

du, 3. 

«14  • 

vi ! 

!«ii. 

«12- 

«12- 

du,,, 

Vt 

«12- 

«22- 

dUj3, 

«24- 

V2  i 

«12- 

Mjj  1 

«23- 

du-i, , 

!h 

«13- 

«23- 

du., 3 . 

«34- 

0 + 

«13- 

«33  • 

rf«j4  , 

0 

«14- 

«24- 

dun. 

«44- 

0! 

«14- 

«24- 

«34  - 

d«44- 

0 

Vl  • 

U2  - 

0 . 

0 , 
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0, 
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yi 
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- 
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1 

j 
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Ui. 

0 

. 0, 

0 

“m 
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ih 

“1J. 

Mjj  , 

“23  • 

du,. 

. 

yi 
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Die  DilTerenlialien  von  untprscheideii  sich  also 

für  die  Gleichungen  4)  nur  durch  einen  Factor  und  die  drei 
iliircli  Gleichsetzung  dieser  Grössen  mit  Null  dargestellten  Ober- 
flächen haben  in  jedem  den  4)  entsprechenden  Schnittpunkte  eine 
gemeinsame  Tangentenebene;  daraus  folgt,  dass  diese  Punkte 
vierfach  zu  zählen  sind , da  in  einem  Bernlirüngspunkte  dreier 
Flächen  im  Allgemeinen  vier  Schnittpunkte  derselben  zusammen- 
fallen.*) Die  Gleichungen  4)  vertreten  also  16  (n  — 2)’  gemein- 
schaftliche Punkte  der  A. 

Wenn  weder  die  Gleichungen  3)  noch  die  4)  stattfinden,  so 
gehen  die  letzten  Gleichungen  der  Systeme  a),  h) 


also 


^,3  = 0,  = //.j,  = 0. 

II  = 0; 


also  kann  man  zu  a],  h)  noch  hinziifögen 

“33^33  "i"  “34^34  “ “.13^34  “f"  “34^4  4 

“43-^33  "I"  '*44^34  ~ “43^^34  “I“  “44'^44  “ 

•)  Wir  wollen  bemerken,  dass  die  drei  Tangentonpnare  der  Sclinitt- 
enrven  der  i'emeinschaftlichen  Tangentenebene  mit  den  Flächen  ein 
involntoriscbes  Büschel  bilden,  dessen  Doppcistrahlen  den  möglichen 
stationären  Berührungen  entsprechen. 
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so  (lass  nolh»  endig 

//,3  = 0,  7/3,  =0,  77„  = 0 

sind,  d.  ii.  sänimtliclie  7/^  verscliwinden.  Und  die  Anzalil  solcher 
Lösungen  ist 

= 27  («  - 2)»  — (n  — 2)»  — 16  («  — 2;»  ==  10  («  - 2)3; 
also  speciell  für  Flächen  dritter  Ordnung  = 10. 

275.  Ehen  für  diese  kann  die  Gleichung  der  zehn  Knoten- 
punkte in  Ehenencoordinaten  leicht  aufgestellt  werden.  Sind 
I, , ^3,  $3,  ||  die  Coordinaten  einer  durch  den  Knotenpunkt 
ar, , oTj,  aTj,  a.-^  gelegten  Ebene,  so  ist 

5)  ^,.r,  Ija-j  4-  ^3X3  -f  5,3:3  = 0. 

Multipliciert  man  diese  Gleichung  mit  den  zehn  Quadraten 
und  I’roducten  der  x,  so  erhält  man  zehn  in  den  Produclen 
XiXiXh  lineare  Gleichungen  und  kann  aus  ihnen  zusammen  mit 
den  zehn  in  denselben  Grössen  linearen  Gleichungen  77«  = 0 
die  zwanzig  Grössen  x.ata:»  eliminieren.  Die  entspringende  Deter- 
minante ist  das  Product  der  Gleichungen  der  zehn  Knotenpunkte. 
Setzt  man 

o.  -f  U,  (,•=  1.  2,  3,  4). 

wo  die  a,  b beliebige  Constanten  sind,  so  dass  nach  5} 

6,a:,  öjXj  -|-  63X3  -f-  b^x^ 

ist,  so  verwandelt  sich  jene  Gleichung  in  eine  Gleichung  zehnten 
Grades  für  i, 

6)  t;^(i)  = o, 

deren  Wurzeln  vorläullg  durch 

^123*  ^124'  ^123>  ^134’  ^135'  > ^2.34  • ^23S  • ^24i  > ^34i 

bezeichnet  werden  mögen. 

Für  n als  einen  unbestimmten  Factor  hat  man  zugleich 
7)  p .r , = (A) , ft  Xj  = fj  W • X3  = /a  (^)  • /*  -e,  ^ f , (A). 

Sie  ist  auflösbar  mit  Hilfe  einer  Gleichung  fünften  Grades. 
Ihre  Eigenschaften  geben  geometrische  Eigenschaften  der  Fläche 
dritter  Ordnung  wieder. 

Ist  x'  einer  der  zehn  Knotenpunkte,  so  ist  die  Gleichung 
seiner  Polare 

SSii',i,.r,Xk  ==  0, 
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wenti  ua'  das  bezeichnet,  nas  durch  Substitution  der  Coordinalen 
von  x'  aus  un  liervorgeht;  diese  l’olare  ist  ein  Ehenenpaar,  weil 
die  aus  den  un'  zu  bildenden  i'irrtialdcterininanten  säiiimtlicb  ver- 
schwinden,  so  «lass  stets 

££ua'xiXi:=  («,.T,  + a^x^) 

ist;  da  für  die  Scbnittlinie  des  Ebenenpaars  die  Dilfercnliahjuo- 
tienteti  links  wie  rechts  nach  säntmtlichen  x verschwinden,  so 
bestehen  die  auf  zwei  verschiedene  zurückkomnienden  vier  Gleich- 
ungen 

8)  -f-  Ujj'x,  + «i3  + “ii'ar,  = 0, 

die  Gleichungen  der  dem  Knotenpunkte  entsprechenden  Geraden. 
Diess  giebt  den  Flauptsatz  des  Artikel  272. 

In  jenen  Geraden  liegen  aber  selbst  Doppelpunkte  der  FlScbe 
//  = 0.  Der  durch  die  Gleichungen  7)  nicht  vi'dlig  bestimmte 
Funkt  X lässt  sich  so  wählen,  dass  für  ihn  selbst  sämmtlicbe  ffn 
versebwinden,  oder  dass  die  symmetrische  Determinante  S «les 
.Artikel  273.  unabhängig  von  den  Werthen  der  y gleich  Null  wird. 
Mulliplicierl  man  die  Determinante  ß mit  dem  Quadrate  von 
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d.  h.  man  erhält  bei  Geltung  der  Gleichungen  8)  die  Erfüllung 
sämmtlicher  Gleichungen  //«  = 0 für  die  Gleichheit  der  letzi- 
geschriebenen Determinante  mit  Null  für  beliebige  Werthe  von 
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(c,  r.  Da  jene  beiden  linear  sind  und  diese  vom  drillen  Grade 
ist,  so  genügen  ihnen  drei  Werthsysteme,  d.  h.  es  giebt  auf  jeder 
der  zehn  Geraden  drei  Knotenpunkte.  Auch  muss  x nach  8)  auf 
der  dem  Knotenpunkt  x entsprechenden  Geraden  liegen,  mithin 
auf  allen  drei  Geraden,  welche  den  so  eben  bestimmten  Punkten 
entsprechen.  Denken  wir  das  Goordinaten-Tetraeder  so  gewählt, 
dass  für  den  Knotenpunkt  a-,  = ar,  = arj  = 0 und  für  die  ent- 
sprechende Gerade  arg  = a;^  = 0 ist,  so  kann  man  die  zehn 
Qleichungcn  Huc  = 0 durch  das  System 

9)  Ui*  = «,(3*  + ßicct 

ersetzen,  wo  a,  ß Constante  und 

«,x,  4-  n^x.j  + «j.Tj  -|-  o,a-^  = 0, 

/S,a-, -f  ^J.^arj -f /S,.,ar3 -f- = 0 

die  Gieichiingen  der  Ebenen  sind,  in  welche  die  IN  lare  des  aus 
8]  gefundenen  Knotenpunktes  zerfällt. 

Darnach  liegen  dann  auf  den  durch  einen  Knotenpunkt  A 
gehenden  Geraden  im  Ganzen  sieben  Punkte  und  die  zugehörige 
Gerade  a enthält  die  drei  übrigen  B,  C,  B;  denken  wir  ihnen  die 
Geraden  ß,  y,  d entsprechend,  so  gehen  durch  B,  C,  D noch  je 
zwei  andere  Gerade,  die  zu  zweien  auch  durch  die  ausser  A auf 
ß,  y,  S liegenden  Punkte  gehen.  Die  durch  B gehenden  Geraden, 
welche  den  auf  ß liegenden  Punkten  entsprechen,  dürfen  die 
Linie  ß selbst  nicht  Ireiren,  jede  von  ihnen  geht  durch  einen 
Punkt  in  y und  einen  in  d,  so  dass  beide  zusammen  beide  Punkte 
von  y und  beide  von  d treffen.  Ebenso  treffen  die  durch  C gehen- 
den Geraden  die  Punkte  von  ß und  d,  die  durch  D gehenden  die 
Punkte  von  ß und  y.  So  entstehen  drei  vollständige  Vierecke, 
gebildet  aus  je  zweien  der  Geraden  ß,  y,  ö und  aus  je  einem 
der  durch  B,  C,  D gebenden  Paa’re;  zu  ihnen  treten  dann  noch 
zwei  eben  solche,  die  durch  a gehen  und  von  den  durch  ß,  C,  D 
gehenden  andern  Geraden  immer  je  eine  enthalten.  Sic  bilden 
das  Pentaeder.  • 

Sind  1,  2,  3,  4,  5 die  Ebenen  desselben,  so  sind 
123,  124,  125,  134,  135,  145.  2;»4,  235,  245.  ;}45 
und  45,  .35,  34  , 25,  24  , 23,  15,  14,  13,  12 

die  entsprechenden  Ecken  und  Kanten.  Jene  entsprechen  den 
Wurzeln  der  Gleichung. 
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276.  Hie  Eigeiisdiarten  dieser  Gleichung  ergeben  sich  dar- 
nach mit  I.eichligkeil. 

Bezeichnen  A’,  A ",  A’"'  drei  Wurzeln  entsprechend  drei  Punk- 
ten derselben  Geraden  und  A die  Wurzel  für  den  eiilsprechenden 
Punkt,  so  finden  zwischen  den  Coordinalen  eines  der  ersten  drei 
Gleichungen,  zwei  lineare  und  eine  cuhische,  statt,  deren  Coef- 
licienten  nur  von  den  zu  A gehörigen  Coordinalen  abhängen.  Ver- 
bindet man  etwa  die  zu  A'  gehörigen  drei  Gleichungen  mit 

0=  OjXj'-f  OjXj'-f  a^x/j  + A'lijXi'-fijXj'+fejXj'-l-lijx/) 

und  eliminiert  x,',  x,',  x,',  x,',  so  erhält  man  für  A'  eine  euhi- 
srlie  Gleichung,  deren  Wurzeln  A",  A",  A'"  sind;  ihre  Coelficienten 
hängen  von  den  Coordinaten  von  A oder  ihren  Verhältnissen  ah 
und  lassen  sich  mit  Hilfe  der  Gleichungen  7)  durch  A ausdrücken. 
Man  kann  also  alle  symmetrischen  Verbindungen  von 
A",  A",  A"  als  rationale  Kuuelioneu  von  A darstellen. 
Und  ebenso  für  die  neun  übrigen  Com  hin  ationen  die- 
ser Art,  also  jede  symmetrische  Kunrtion 


von 

A(23,  A,j4  , A|jj 

durch 

^34i> 

von 

^I34>  ^)35>  ^132 

durch 

^243' 

endlich  von 

^351  > ^332’  ^354 

durch 

^124 

und  von 

^451’  ^452  > ^453 

durch 

^123- 

dann 

A'3  - 

A'V  (A)  + l'ri,  (A) 

-z  W 

= 0 

die  cuhische  Gleichung  von  den  Wurzeln  A",  A"’,  A'",  so  besteht 
eine  ähnliche  Gleichung,  die  ebenfalls  A'  zur  Wurzel  hat,  für 
jedes  A,  dessen  entsprechende  Gerade  durch  den  zu  A'  gehörigen 
Punkt  geht;  solcher  Geraden  gicht  es  drei  und  wenn  A,  A,,  A., 
die  entsprechenden  Wurzeln  sind,  so  gelten  auch  die  Gleichungen 
A'»  - A'V  (A,)  + A'vp  (A.)  - X (A.)  = 0, 

A">  - A'V  (A,)  + A"'^  (A,)  - I (Aj)  = 0. 

Aus  ihnen  heslimnit  sich  A'  vollständig,  denn  es  gieht  nur 
einen  Punkt,  welcher  auf  den  drei  zu  A,  A,,  A.,  gehörigen  Gera- 
den liegt.  Man  erhält  aber 

A'  = (A,  A,,  Aj), 

wo  Sl  eine  rationale  symmetrische  Kunction  ist,  d.  h.  jede  Wur- 
zel der  Gleichung  6)  ist  eine  rationale  symmetrische 
Function  von  drei  andern. 

Salmon«  Anal.  Geom.  <L  Raumes.  It  2.  Aafl.  22 
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WiMiii  nun  eine  syniinetrisclie  Fiinelioii  von  vier  Arguincn- 
len  bezeichnel  und 

Vl  “ 9’  (^J34»  ^23.'.'  ^J4r.*  ^315)’  !/l  ~ f’  (^134’  ^I3S  > ^145>  ^345)> 

!/i  — ’P  (^t}4>  ^1J5>  ^145  > ^24i)>  !fi  — f (^123  > ^li»'  ^135»  ^23s), 

Uh  = f (^423>  ^124"  ^131'  ^234)’ 

SO  können  mit  Hilfe  des  vorleUlen  Salzes  diese  Grössen  y Irans- 
forinicrl  werden ; man  kann  z.  B.  y^  ebensowohl  als  eine  symme- 
trische Function  von 


^234  • 

^235 

und  zugleich  von 

^243  > 

^345  ' 

als  von 

^234  " 

^243 

und  zugleich  von 

^233  • 

^345 

und  von 

^234 > ^345 

und  zugleich  von 

^243’  ^2:15 

anselien , also  nach  jenem  Satze  als  eine  symmetrische  F'iinction 

von  ^451  p ^2311  ^3M  • ^421’  '*”*  ^25t>  ^341* 

SO  dass 

y,  = pfi  (^451>  ^23t)  = ^ (^351  • ^42|i  ~ (^2M  > ^3I|) 

und  somit 


3^1"  (^4514  ^23l)  (^3M  > ^42l)  "1"  l^2jl  " ^34l) 


ist. 

Ebenso  findet 

man 

3^2" 

— (^152’ 

^234) 

(^124  > 

^2.33)  “1“ 

il« 

(^123  ) 

^243l> 

3-Z5" 

= (^345 ' 

A123)  + -'i" 

{^245 > 

^133)  + 

Sl” 

(^143  • 

^235) 

und 

daraus  die  Summe 

6 (j^i"  + y2*  + 

• • • + ys’ 

”) 

= ii"  (^423 , 

^143)  + 

(^123 • 

^243>  + 

Sl" 

(1’I23' 

^343) 

+ (^124> 

^,33)  + 

(^124. 

^235)  + 

Sl" 

(^124  " 

^435) 

+ (i34.V 

' ^312)  + ■^1'" 

(^315  • 

^412)  + 

ü" 

1^315  • 

^,312)4 

in  welcher  sich  die  Zeilen  der  rechten  Seite  nach  eben  Jenem 
Salze  als  je  eine  symmetrische  Function  von  ^,2,,  ^,,4,  etc.  er- 
geben, .so  dass  die  ganze  rechte  Seile  auf  rationale  Ueise  durcli 
die  Coeflicienten  der  gegebenen  Gleitdiung  ansdrückbar  ist.  Pa 
nun  also  die  Potenzsunimen  der  y sich  für  jedes  <p  durch  be- 
kannle  Grössen  ausdrncken  lassen,  so  kann  man  stets  eine 
Gleichung  fünften  Grades 

10)  f (y)  = r'  - A,/  -f-  I!f  - C,ß  -\-  Du-  K 

aufstelien,  deren  Wurzeln  y^,  y^,  y.^,  y^,  y-_,  sind.  Nach  Auf- 
lösung derselben  sind  aber  sämmtliche  Wurzeln  il  der 
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GInirliung  zelintt'ii  firailes  6)  bekaiiiil.  Denn  inan  kann 
fünf  Gleichungen 

A4  _ „,AJ  _j_  -f.  d,  =0, 

l.*  — -f  — j-jA  -|-  <5^  = Ü. 

A4-„jA3  + |J,,A’-y5i  + <5i=0 
bilden  von  den  respecliven  Wurzelgruppen 


^234  ’ 

^236- 

^245  > 

^345  ’ ^134'  ^133  • ^14'>'  ^34.'. 

^123» 

^124  1 

^134’ 

^234  • 

um  z.  B.  die  a zu  bereclijien , bildet  man  die  Summe 

«n  = yi"“i  + yi"“2  + ya"“3  + yi"«!  + ya"":,- 
in  welcher  jedes  Glied  eine  symmetrische  Function  derselben  Art 
wie  vorher  (p  ist,  so  dass  sich  die  Summe  wie  vorher  die  aller 
V”  durch  die  Coefncienten  der  gegebenen  Gleichung  ausdrückt 
und  man  also  erhält 

"o  = “i  + «2  + «a  + + "5  • 

“i="iyi  +«2y2  + “aya  +":.y5  - 

"i  = «lyi^  + + "aya‘  + «lya'  + «iV-J. 

Gleichungen,  deren  linke  Seilen  sich  durch  bekannte  Grössen 
rational  ausdrücken  lassen.  Mittelst  derselben  drückt  man  die  a 
durch  die  y und  die  Coeftic.ienten  der  gegebenen  Gleichung  aus; 
durch  ähnliche  Systeme  die  ß,  y , S.  .Man  kann  also,  wenn 
sämmtlichc  Wurzeln  von  10)  hekannt,  die  fünf  gedachten  Gleich- 
ungen bilden  und  ihre  W'urzeln,  d.  h.  die  sämmtlichen  Wurzeln 
der  Gleichung  zehnten  Grades  bestimmen,  da  je  zwei  von  ihnen 
stets  eine  und  nur  eine  gemeinsame  Wurzel  haben. 

277.  Sind  nun  x,  x,  x"  drei  in  einer  Geraden  gelegene 
Knolenpiinkle , so  bat  man  nach  9)  folgende  drei  Systeme  von 

zehn  Gleichungen 

= «ißk  + /*."*.  «-•*'  = «ißk  + 

= «i"ßk'  + ß;’«k\ 

in  denen  die  «,  ß die  Coordinaten  der  drei  Ebenenpaare  sind, 
in  welche  die  Polaren  der  Punkte  x,  x\  x"  zerfallen.  Da  diese 
Punkte  aber  in  einer  Geraden  liegen,  so  giebt  es  Factoren  fi,  p,  p", 
so  dass  für  jedes  i 


f».r,  + fix/  -f  n"x'i’=  0 


22 


— MO  — 


und  somit,  da  die  lineare  Functionen  der  x sind,  aucli 
«.*  + + f*"  M.*"  = 0 

ist.  Setzt  man  hier  die  AVerthe  von  «,*,  elc.  ein,  multipliciert 
die  Gleichung  mit  den  laufenden  Coordinalen  A',  Aj.  und  summiert 
nach  I und  k,  so  erhält  man  für 


A a,A',  -f-  “2'^?  + “3 -'s  + “<''4 
B ~ ßx  A'i  4-  ßi  A'2  + ^3  A3  -f-  ß^  Aj  = 0, 
elc.  als  die  Gleichungen  der  Ebenen,  in  welche  die  Polaren  zer- 
fallen, 

11)  AB  + (l' Ä B' in" .i' B‘  = Q , 

welche  für  alle  Wcrlhc  der  A'  bestehen  muss,  also  eine  der 
gegenseitigen  Lage  der  sechs  Ebenen  zukommende  Eigenschaft 
ausspriebt.  In  der  That  kann  man  aus  ihnen  mit  Beachtung 
dessen,  was  man  von  dieser  Lage  schon  weiss,  drei  lineare  Aus- 
drücke E,  E\  E'  so  bestimmen,  dass 

AB  = fi’E"^  — A’B'  = fi"E^  — iiE''\ 

Ä'B"  = /iE-  — n'BT- 


ist,  oder  darf  setzen 

A = E'  fu  -f  E yii".  B = E'  y'J  — E y7', 

Ä = E yv  -y  E'yu , B'  = E y'ii'  — e"  yü , 

' A"=  E y7  + E yy.  5"=  E yv  — e yy . 

d.  h.  man  hat  den  letzten  Salz  des  Art.  272. 

Man  kann  die  Coeffleienten  der  £ und  a;  so  bestimmen,  dass 
in  ihnen  nur  Summen  und  Dilferenzen  der  E erscheinen.  Setzt 
man  dann 


E''  = C,'  X,  -f  Cj'  'x,  C3'"x.,  4-  c/"x^ , 

so  erhält  man  aus  9)  das  System  der  zehn  Gleichungen 

12) 


,t  1 * I * ’ it  I * 


l>3  123 

I/.,  0 


c,  c. 


845  346  (1)  (1)_  (2)  (2) 

“,t  ° — S .•  ’ 

in  welchen  die  a constante  Facloren  bedeuten  und  stets 


x"'*’’  = — xf*“’’  , clc. 


ist,  öberdiess  aber 


Digitized  by  t ' 


— 341  — 


o g«bild«l  isl,  dass  (aßy^e)  eine  posilive  Permulation  der  Reihe 
(1  2 3 4 5)  ist. 

Sie  sind  aus  vieren  unter  ihnen,  die  vermöge  der  passenden 
Annahme  der  ahsuluten  Werthe  der  c angenommen  werden  kön- 
nen, hestimmt  durch  die  in  den  Gleichungen 

lo)  ff  ' ' . X."  -J-  ö ‘ ® 

gegehenen  Bedingungen,  dass  zehnmal  drei  Punkte  x in  einer 
Geraden  liegen. 

Dass  die  a diesen  Gleichungen  gemäss  heslimmhar  sind, 
zeigt  folgende  Betrachtung.  .Man  kann  die  ahsoluten  Werthe  der 
X so  hestimmen,  dass  unahhängig  von  den  Werthen  der  z 


^1  • 

^2  » ^3  » ^4 

/•  ® 

» 

f.  a - ü ^ a 

^2  » ^3  • ^4 

r/, 

Cj'^. 

womit  zugleich  die  ohige  Bedingung  erfüllt  ist,  dass  durch  Ver- 
tauschung zweier  Indices  die  Coordinaten  eines  Punktes  x ihr 
Zeichen  ändern  sollen.  Dann  aber  reducieren  sich  die  Gleichun- 
gen 13)  auf  die  für  alle  z erfüllte  Relation 

c^r  aofir  -f  ; 


Ct^ 

''l  » 


c^y  o“i>y  + c./  0":'*'’  -f  Cj'  , z.^ 


Cj)”  o“.'»)'  4-  Cj“*  + C3'  , 


c/. 


c^r  e/  a"!*''  + c^•  0' 


= 0. 


Diese  erfordert  die  Voraussetzungen 


14) 


-f  z« 


= z‘ 


t' 


(*» 


,(5)  „ (S)  n 

+ V C,  — U, 


+ = 0. 


‘■i  ‘ "-Z  ‘ *^4 

Damit  sind  die  ahsoluten  Werthe  der  x bis  auf  einen  in  den 
T enthaltenen  allen  gemeinsamen  Factor  fixiert  und  ebenso  kön- 
nen die  c nur  noch  die  Quadratwurzel  dieses  Factors  enthalten. 
Die  Polare  von  x‘'l’y  geht  in  die  Form 

(^<>)  _[_  (j4<t)  — j-.(*)  =0 


Über;  diese  beiden  Ebenen  sollen  die  Ebenen  F heissen,  und  wir 
wollen  ebenso  die  Ebenen  G,  H,  J diejenigen  nennen,  deren 
Gleichungen  in  den  Formeln 
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7^**1  /***)  Q 

4.  jr-fiti  j ^■•{k)  j Q 

r*'i  4.  /’<*>  4.  /’<*>  pH)  4_  p(5i  _ Q 

respeclive  eiUliallen  sind.  Dann  erlialt  man  die  von  Clebscli 
zuerst  ausgesprochenen  Sätze: 

Solche  6 Ebenen  F,  in  welche  die  Polaren  dreier 
in  einer  Geraden  liegenden  Knotenpunkte  zerfalleii, 
schneiden  sich  viermal  zu  drei  in  einer  Geraden  f; 
solcher  Geraden  giebt  es  40,  jede  der  Ebenen  F ent- 
hält 3 Paare  derselben.  Retraclitet  man  zwei  durch 
eine  Gerade  f gehende  Ebenen  F als  zugeordnet  har- 
monisch, so  geht  die  tier  dritten  ziigeordnelc  vierte 
harmonische  immer  durch  eine  von  GO  Geraden  ff,  in 
welcher  die  mit  der  dritten  in  einer  Polare  vereinigte 
Ebene  F von  der  durch  die  Doppellinien  derjenigen 
Polaren  gelegten  Pentaederfläche  geschnitten  wird, 
welche  in  den  beiden  einander  zugeordneten  Ebenen 
des  harmonischen  Büschels  liegen.  Diese  00  Geraden 
ff  liegen  in  den  40  Ebenen  G,  jede  in  zweien  derselben; 
je  vier  Ebenen  C gehen  durch  jede  Ecke  des  Pentae- 
ders, und  je  zwei  solcher  vier,  die  mit  einer  Ebene  F 
lind  einer  Ebene  E sich  duichsclineideii,  bifden  mit 
einander  ein  barmonisebes  Büscli’el.  Die  Ebenen  G 
werden  überdiess  von  den  Ebenen  E in  80  Geraden  A 
geschnitten,  durch  welche  ausserdem  noch  ini mer  z w e i 
der  40  Ebenen  H geben;  und  4 so  durch  eine  Gerade  h 
gehende  Ebenen  bilden  stets  ein  harmonisches  Büschel. 

Es  schneiden  sich  240mal  zwei  Ehenen  C in  einer 
Ebene/’.  Die  vierte  harnioniscbe  zu  solchen  3 Ebene  n 
geht  immer  durch  eine  von  00  Geraden  i,  in  denen 
sich  zwei  Ebenen  H mit  zwei  Ebenen  F schneiden; 
und  zwar  gehen  durch  jede  Gerade  1 vier  Ebenen  iler 
gedachten  Art,  die  zugleich  immer  mit  einer  Ebene  // 
und  den  beiden  Ebenen  F ein  harmonisches  Büschel 
bilden;  auch  bilden  die  zwei  Ebenen  F immer  mit  den 
zwei  Ebenen  11  selbst  ein  barmonisebes  Büschel.  Die 
Geraden  i,  f bilden  mit  den  Kanten  des  Pentaeders 
das  vollständige  System  der  Schnittlinien  der  Ebenen 
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F.  Die  Ebenen  II  werden  von  den  Ebenen  E ausser 
in  tien  h in  40  anderen  Geraden  k gesclinilten,  die 
zugleicli  unter  den  Durclisrliniltslinien  der  Ebenen  J 
sind,  und  zwar  bilden  solche  durch  eine  Gerade  k 
gehende  v i e r E h e n e n im tn er  ein  harmonisches  Büschel. 
Diese  Ehenen  J durchsciineiden  sich  ausserdem  noch 
in  SOtieraden  /.  deren  jede  zugleich  einer  der  Ehenen 
F und  einer  der  Ehenen  G angehört,  welche  dann  mit 
den  durch  die  Schnittlinie  gehenden  Ehenen  J ein 
harmonisches  Büschel  hilden.  .\uf  jeder  Ebene  F 
liegen  vier,  auf  jeder  G zwei  dieser  Geraden.'*') 

278.  Enillich  ergieht  sich  aus  den  Gleichungen  12)  die  Dar- 
stellung der  Function  « als  Summe  von  fünf  Guben.  Bestimmt 
mau  fütif  Grössen  w so,  dass  sie  für  alle  t 


15)  Zi'ö/rh' 


(1) 

c c c 

c,  , Cj  , Cj  , 

C,"M 

1») 

H)  (S|  (2) 

tl  f trt  » to  , 

.15) 


'5) 


15) 


(5) 


|5)  I 


machen,  so  nehmen  die  Gleichungen  12)  mit  Bücksicht  auf  14) 
die  Form  an 


IG)  m 


(1) 

Cj  , 

- 

ß 

(2) 

C-2  , 

(5) 

Cg  , 

C 

wo  in  einen  imbestünmlen  Factor  bedeutet.  Sieht  man  in  diesen 
Gleichungen  die  Grössen  c als  hekannl,  die  u als  unbekannt  an, 
so  muss  sich  immer  als  lineare  Function  von  CjCt  darstellen, 
ebenso  auch  von  C/C*  und  von  Ctc*  und  zwar  können  bei  jener 
Darstellung  die  Coeffleienten  nur  noch  vom  Index  h,  hei  der  zwei- 
ten von  k,  bei  der  dritten  von  i abhängig  sein.  Diess  ist  nur 
möglich,  wenn  die  Form  anniinmt 

17)  U,CA  = 2,aQ  Ci  Ci  Ci  . 


Durch  Einführung  in  16)  erhält  man 
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c 

c/> 

» ^4 

. ^2  , 

fa'*’ 

r *** 

» ^4 

- (3) 

f f 

» ^4 

..  (»> 

..  (®) 

..  •*' 

C,  , 

f4 

..  *'> 

..  l'' 

- 

Cj  , 

e-i  . 

Cg  , 

f< 

i») 

- <8) 

..  fSI 

^ 19) 

fl  . 

Cj  » 

fs  . 

f4 

etc. , oder  nach  15) 


W (S) 
m 


«I  (!•) 

— „ \Ci  Ci  —Ci  c*  / 

für  alle  Werllic  von  f und  k,  d.  h. 

„(*> 


(1)  (5)  (a) 

— e = - . — 9 = — . elf-.  9 = — “ • 

mm  m 


Aus  17)  erhält  man  somit,  indem  allen  Gleichungen  16)  ge- 
nügt ist, 

1 ^ ral  (a)  (ul  (a) 

«,w  = c*'  ' 

m 


und  durch  Multiplication  mit  Xi,  xi,  xh  und  Summierung  nach 

I,  k,  h 

1 { „«)  _}.  „,«)  } . 

bffi 

die  Darstellung  als  Summe  von  fünf  Cuhen.  Zwischen 
den  rOnf  Grössen  E besteht  eine  lineare  Beziehung  (Art.  269), 
denn  indem  man  in  15)  die  Substitution 

... 

vollzieht,  verschwindet  die  rechte  Seite  der  Gleichung  und  bleibt 


279.  Wir  gehen  in  der  am  Ende  des  Art.  272.  abgebroche- 
nen Betrachtung  der  Eigcnscharicn  der  Fläche  dritter  Ordnung 
weiter,  indem  wir  die  A*'*  wieder  durch  die  Zi  ersetzen. 

Die  I’olarebencn  aller  Punkte  einer  Ebene  um- 
hüllen eine  Fläche,  welche  zugleich  der  Ort  der 
Punkte  ist,  deren  Polarflächen  zweiten  Grades  die  ge- 
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geheilt*  Ebene  berühren.  (Vergl.  Art.  185.  der „Unb.  Curven".) 
Da  die  Parameter  im  zweiten  Grade  in  der  Gleichung  der  ver- 
änderlichen Ebene  anftreten,  so  ist  das  Problem  das  im  2.  Beisp. 
des  Art.  268.  betrachtete  und  die  Enveloppe  ist  eine  Fläche 
dritter  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten,  also  von  der 
vierten  K lasse. 

Da  die  Polarebenen  der  Dnrcliscbnittspnnkte  der  Ebene  mit 
der  Fläche  dritter  Ordnung  selbst  die  Tangentenebenen  derselben 
in  diesen  Punkten  sind,  so  ist  diese  cubische  l'olariläcbe  der  ge- 
gebenen Ebene  der  abwickelbaren  Fläche  eingeschrieben,  welche 
die  Tangentenebenen  der  Fläche  dritter  Ordnung  längs  ihres 
Schnittes  mit  der  gegebenen  Ebene  erzeugen.  (Vergl.  Art.  186. 
der  „Ilöb.  Curven“.) 

Die  Polarebene  irgend  eines  Punktes  A des  Durchschnitts 
der  Ebene  mit  der  llesse’scben  Fläclie  berührt  nach  Art.  271. 
diese  Letztere  und  ist  datier  eine  geineinschaftlicbe  Tangenten- 
ebene derselben  mit  der  hier  betrachteten  cubischen  Polarfläche. 
Da  aber  die  Polarfläche  zweiten  Grades  von  dem  entsprechenden 
Punkte  B ein  Kegel  vom  Scheitel  A und  somit  als  die  betrachtete 
Ebene  berührend  anzusehen  ist,  so  ist  auch  B der  Berührungs- 
punkt dieser  Polarebcne  mit  der  cubischen  Polarfläche.  D.  h. 
wir  erhalten  den  Steiner'schen  Satz:  Die  cubische  Polar- 
riäche  irgend  einer  Ebene  berührt  die  Ilcsse'schc 
Fläche  längs  einer  gewissen  Curve.  Diese  Curve  ist  der 
Ort  der  Punkte  B,  welche  den  I’unkten  der  Schnittcurve  der 
Hesse’schen  Fläche  mit  der  gegebenen  Ebene  entsprechen. 

Wenn  aber  Punkte  in  einer  Ebene 

~ 0 

liegen,  so  liegen  die  entsprechenden  Punkte  in  der  Fläche  vierter 
Ordnung 

j_  ^Z  I ^3  I .^4.1  — 0; 

fl,z,  ' «jZj  ' fljz,  ~ 

der  Durchschnitt  dieser  Fläche  mit  der  Kernfläche  ist  von  der 
sechszehnten  Ordnung  und  enthält  die  zehn  Geraden 
I,  = Zj  = 0,  Zj  = = 0;  etc. 

Die  übrigbleibende  Curve  sechster  Ordnung  ist  daher  die 
Curve,  längs  welcher  die  cubische  Polarfläche  der  gegebenen 
Ebene  die  Kerndäche  berührt.  Die  vier  Doppelpunkte  jener  Polar- 
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nSclie  lifgt>ii  in  dieser  Ciirve,  sie  siiiil  diejenigen  Punkte,  deren 
I’(darllärlien  zweiten  Gitides  Kegel  sind,  welelie  die  gegehcnc 
Eltenc  beriiliren. 

280.  Wenn  wir  in  der  geraden  Verbindungslinie  zweier 
Punkte  (a-'v  *).  {x"y  ':")  einen  Punkt  (.r'  -f-  y -|-  Xy",  ..  .) 
willkürlirli  nuiieliinen,  so  ist  die  Glcicbung  seiner  Polarebcne 
von  der  Form 

wenn  =0,  = 0 die  i’olarebenen  der  gegebenen  Punkte 

darstellen,  und  /'jj  = 0 die  Polarebcne  des  einen  Punktes  in 
Deziig  anl'  die  (|nadrali$rbe  Polarfläclic  des  atiilcrn  bezcidmet. 
Wenn  inan  A als  veränderlich  betrachtet,  so  ist  die  Envcloppe 
der  hctracbtelen  Polarcbene  olTenbar  ein  Kegel  zweiten  Grades, 
welcher  den  llurchschnillspiinkt  der  drei  bezeichneleii  Ebenen 
zuiH  Scheitel  bat. 

Dieser  Kegel  ist  Tangentenkegel  der  ciibischen  Polarlläclie 
irgend  einer  durch  jene  gerade  l.inie  gehenden  Ebene  und  sein 
Scheitel  ist  ein  Punkt  in  dieser  Poiarfläche. 

Sind  die  beiden  angenommenen  Punkte  entsprechende  Punkte 
der  llessc’schen  Fläche,  so  verschwindet  /’u  identisch,  denn 
die  Gleichung  der  Polarebene  des  Scheitelpunktes  eines  Kegels  in 
Itezug  auf  diesen  selbst  ist  eine  Identität.  Man  hat  also  den  Satz: 
Die  l’olarebene  eines  beliebigen  Punktes  in  der  gera- 
den Verbindungslinie  zweier  entsprechenden  Punkte 
der  Ilessc'schen  Fläche  geht  durch  den  Durchschnitt 
der  Tangentenehenen  der  Ilesse'schen  Fläche  in  die- 
sen Punkten."*)  Diese  Linie  berührt  dieselbe  doppelt  in  den 
entsprechenden  der  beiden  Punkte,  in  welchen  die  erstere  sie  ferner 
schneidet;  denn  die  Kegel  zweiten  Grades  durch  die  in  eine  Gerade 
und  eine  Giirvc  dritter  Ordnung  zeiTallende  Durchdringnngscurve 
decken  sich  paarweis. 

Die  6(J  Geraden  i und  die  40  Gnaden  f haben  in  diesem 
Sinne  zu  je  vier  die  nämliche  Polargerade. 

In  einer  heliebigen  Ebene  liegen  drei  gerade  Linien,  welche 
entsprechende  Punkte  der  Ilesse’schen  Fläche  mit  einander  ver- 
binden, denn  die  im  letzten  Artikel  betrachtete  Curve  sechster 
Ordnung  schneidet  jene  Ebene  in  drei  Paaren  entsprechender 
Punkte.  Somit  enthalt  die  cubische  Polarlläclie  einer  Ebene  immer 
drei  gerade  Linien.  Wir  werden  aus  der  allgemeinen  Theorie  der 
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geraden  Linien  in  ilen  Fläciien  dritter  Ordnung,  zn  der  wir  uns  min 
wenden , das  Näiidithc  bestätigen. 

281.  Sclinn  in  <ler  Anmerkung  Bd.  1,  Art.  47.  ist  beiiicrkt 
worden,  dass  eine  Klärbe  dritter  Ordnung  nolbwendig  gerade 
Linien  eniballen  ninsse;  wir  sind  jetzt  iin  Stande,  die  Zahl 
dieser  Geraden  ini  allgemeinen  Falle  zn  bestimmen.**^) 

Wir  lienierkeii  zuerst,  dass  jede  durch  eine  solche  in  der 
Fläche  enthaltene  Gerade  gehende  Ebene  eine  Doppellangential- 
ehene  der  Fläche  sein  muss,  weil  sie  die  Fläche  in  einer  Gera- 
den und  oineni  Kegelschnitt,  d.  h.  in  einer  Ciirve  mit  zwei  Bop- 
pelpunktcii,  durchschneidet.  Somit  sind  die  Ebenen,  welche  einen 
beliebig  angenommenen  Punkt  mit  den  geraden  Linien  der  Fläche 
verbinden,  Doppeltangentialehcnen  der  Fläche  und  somit  auch 
Ooppeltangenlialehenen  des  aus  dem  gewählten  Punkte  an  die 
Fläche  gehenden  Tangenlenkegels.  Die  Zahl  solcher  Ebenen  ist 
aber  im  Art.  263.  nach  der  allgcineineii  Theorie  (Art.  15  f.)  he- 
stinmil  worden,  sie  ist  sieben  und  zwanzig  und  diess  somit 
die  Anzahl  der  fraglichen  Geraden.  ' 

Diess  flesultat  kann  aber  ferner  wie  folgt  begründet  werden. 
Angenominen,  dass  eine  Fläche  dritter  Ordnung  eine  gerade  l.inie 
enthalte,  so  untersuchen  wir,  in  wie  vielen  Lagen  eine  durch  die- 
seliie  gehende  Ebene  die  Fläche  in  einem  in  zwei  gerade  Linien 
degenerierten  Kegelschnitt  schneidet. 

Sei  Xj  = = 0 diese  gerade  Linie  und 

X.,  ü =•  X , V 

die  Gleichung  der  Fläche,  so  substituieren  wii’  x■^==nx^,  divi- 
dieren durch  X,  und  bilden  die  Discriiuinaiite  der  residtiereuden 
Gleichung  zweiten  Grades  in  x, , x.^,  x,.  Die  Goeflicienten  von 
x,^.  X, x.^,  x.^*  in  derselben  enthalten  ft  nur  itn  ersten  Grade,  die 
von  a',  x^  und  XjX,  enthalten  dieselbe  Grösse  im  zweiten  und  das 
Glied  mit  x^*  enthält  sie  im  dritten  Grade.  Die  Gleichung,  welche 
man  durch  Glcichsetzung  der  Discriminante  mit  iSull  erhält,  ist 
daher  vom  fünften  Grade  und  man  erhält  den  Satz:  Durch  jede 
gerade  Linie  in  einer  Fläche  dritter  Ordnung  gehen 
fünf  Eheiien,  welche  die  Fläche  in  einem  andern  Paar 
von  geraden  Linien  durchschneiden.  Also  auch:  Jede 
gerade  Linie  in  einer  Fläche  «Iritter  Ordnung  wird 
von  zehn  andern  Geraden  in  dieser  Fläche  geschnitten. 
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Betradilcn  wir  nun  den  Schnitt  der  Fläche  mit  einer  der 
eheii  geruiidencn  Fhcnen.  Jede  gerade  Linie  in  der  Fläclie  muss 
in  irgend  einem  Funkte  diesen  Schnitt  treffen,  d.  h.  irgend  eine 
der  drei  geraden  Linien  dieser  Ebenen  durchschneiden.  Jede 
dieser  Linien  wird  aber  von  acht  geraden  Linien  in  der  Fläche 
geschnitten,  ausser  den  heiden,  die  mit  ihr  in  jener  Ebene  lie- 
gen; es  liegen  also  ausser  der  Ebene  vier  und  zwanzig  Gerade 
in  der  ('lache,  d.  h.  dieselbe  enthält  in  Allem  sieben  und  zwanzig 
Gerade. 

Wir  werden  nachher  zeigen,  wie  eirie  Fläche  neunter  Ord- 
nung gebildet  wird,  welche  die  gegebene  Fläche  in  diesen  Gera- 
den durchsriineidet. 

282.  Da  die  Gleichung  einer  Ebene  drei  unabhängige  Con- 
stanten  enthält,  so  kann  eine  Ebene  durch  irgend  drei  Bedingun- 
gen bestimmt  werden,  und  es  giebt  daher  eine  endliche  Zahl  von 
Ebenen,  welche  eine  gegehene  Fläche  in  drei  Funkten  berühren. 
Wir  können  diese  Zahl  in  dem  Falle  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
bestimmen.  Denn  wir  sahen,  dass  durch  jede  der  sieben  und 
zwanzig  geraden  Linien  fünf  dreifaeh  berührende  Ebenen  gehen, 
da  jede  Ebene,  welche  die  Fläche  in  drei  geraden  Linien  schnei- 
det, sie  in  den  drei  Ecken  des  von  ihnen  gebildeten  Dreiecks 
berührt,  weil  dieselben  Doppelpunkte  des  Schnittes  sind. 

Die  Zahl  5 X 27  muss  aber  durch  drei  dividiert  werden, 
weil  jede  der  betrachteten  Ehenen  drei  Gerade  enthält.  Es  exi- 
stieren daher  in  Allen  fünf  und  vierzig  dreifach  be- 
, rührende  Ebenen. 

283.  Jede  Ebene,  welche  eine  gerade  Linie  der 
Fläche  enthält,  ist  eine  Doppcita ngential ebene  und 
die  Paare  der  Berührungspunkte  bilden  ein  involuto- 
risches  System. 

Wenn  wir  annehmen,  dass,  für  Cartesischc  Coordinaten  die 
Axe  z in  der  Fläche  enthalten  ist  und  dass  der  Theil  ihrer  Glei- 
chung, welcher  in  x und  y vom  ersten  Grade  ist, 
a:(ai’  -f-  6 z -}-  c)  -}-  y(at^  -f-  6'i  -f-  c) 
sei,  so  werden  die  heiden  Berührungspunkte  der  Fläche  mit  der 
Ebene 

y = fix 

durch  die  Gleichung 

(a  -|-  6 1 -f-  c)  -j-  ft  (fl’i*  -f-  b'z  -f-  c'j  = 0 
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be.stimmt,  weldie  ein  involiilorisches  System  bezeichnet.  (Vergl. 
„Kegelscliiiille“,  Art.  33G.)  Ans  den  bekannten  Eigenschaften  der 
Involution  ergiebl  sich  dann,  dass  durch  eine  gerade  Linie  der 
Fläche  zwei  Ebenen  gelegt  werden  können,  welche  sie  in  zwei 
zusaninienrallenden  Punkten  heriiliren,  d.  h.  welche  sie  ausser  ihr 
in  einem  Kegelschnitt  durclischneiden,  der  sic  berührt.  Die  Be- 
rührungspunkte dieser  besonderen  üoppellangentenehenen  mit  der 
Fläche  gehören  nothwendig  der  parabolischen  Curve  der  Fläche 
an  und  cs  ist  im  Art.  2G.  bewiesen  worden,  dass  die  geraden 
Linien  diese  Curve  herülii-eu  (wir  haben  hier  die  erste  Bestä- 
tigung dafür,  dass  diese  Berührung  2(n  — 2}  fach  sei).  Die  beiden 
Punkte,  in  welchen  eine  der  sieben  und  zwanzig  Ge- 
raden die  parabolische  Curve  der  Fläche  berührt,  bil- 
den mit  den  Berührungspunkten  irgend  einer  durch 
sie  gehenden  Ebene  ein  harmonisches  System.  Diese 
beiden  Berührungspunkte  können  übrigens  imaginär  werden.  Sie 
sitid  entsiirechende.  Punkte  der  Ilesse'schen  oder  Kern- 
fläche. Jede  Gerade  in  der  Fläche  ist  Polargerade  für  sich  selbst 
und  der  cuhisrhe  Rest  ihrer  Polarciirve  geht  durch  diese  Punkte. 

Wir  bemerken,  dass  die  Zahl  sieben  und  zwanzig  sich  auch  als 
Zahl  der  vierfach  schneidenden  Geraden  der  Wendecurve  ergiebt, 
in  welcher  die  Fläche  dritter  Ordnung  mit  der  Hesse- Stciner'schen 
Kernfläche  sich  schneidet.  (Art.  219.) 

284.  Die  Zahl  der  geraden  Linien  kann  endlich  auch  in 
folgender  Weise  bestimmt  werden. 

Die  Form 

ace  = bdf, 

wo  n=0,  ö = 0,  etc.  Ebenen  repräsentieren,  ist  eine  der 
Formen,  auf  welche  die  allgemeine  Gleichung  der  Fläche  dritter 
ttrdnung  reduciert  werden  kann,  da  sie  implicite  nennzeliii  un- 
abhängige Constanten  enthält;  man  fliidet  speciell,  dass  diese  Be- 
duction  in  120  verschiedenen  Arten  möglich  ist.*) 

Nach  jener  Gleichungsform  enthält  die  Fläche  die  neun  ge- 
raden Linien 

a — 6 = 0,  c = d==0,  etc. 

45  32 

*)  Dem  entpringen  die  ^^2  ““  P«are  conjugiorler  Trieder  von 

Steiner.**^)  Die  Scheitel  irgend  eines  Paares  derselben  sind  entsprech- 
ende Punkte  der  Kerntidche. 


J 
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Eine  (hirdi  die  erste  vim  ihnen  gelegte  Eiienen—ut,  diedieFlädie 
in  geraden  Linien  schneidet , schneidet  ofTenhar  das  Hyperboloid 
(uce  “ rf/* 

in  den  nämlichen  Geraden,  dieselben  sind  also  Erzeugende  dieser 
Fläche  von  verschiedenen  Systemen.  Die  eine  von  ihnen  schneidet 
die  Geraden 

c = (i  = ö,  e*=/'==:0, 
die  andere  die  Geraden 

e = /'  = 0,  rf  = c=:0. 

Und  da  p drei  Werlhe  hat,  so  gieht  es  drei  Linien,  weldie 
« = 6 = 0,  r = d=  0,  e = f = 0 
durchschnciden.  Das  Nämliche  ergiehl  sich  auch  daraus,  dass 
das  ilurch  diese  Geraden  hestiininle  Hyperboloid  die  Fläche  in 
drei  weiteren  (ieraden  schneiden  muss.  (Art.  86.)^) 

Es  existieren  aber  sechs  derartige  Hyperboloide,  nämltcli 
abf  cd,  cf;  ab,  cf,  de;  etc., 

durch  welche  somit  achtzehn  gera<le  Linien  bestimmt  werden  zu 
den  neun,  welche  in  der  Form  der  Gleichung  direct  enthalten 
sind;  d.  h.  sowie  vorher,  sie  enthält  sieben  und  zwanzig  Gerade. 

*)  Die  Kntstchung  der  Hyperboloide  nls  Durcbschnittsort  colIinca> 
rer  Kbenenbünt  hel  leitet  zu  der  Krzcugungsart  der  Flachen  dritter  Ord- 
nung aus  den  Griindgebildcfii  der  GeoinoJrie  der  Lage.  Wenn  man  den 
Inbegriff  aller  durch  einen  Punkt  gehenden  Ebenen  ein  Ebenenbundel 
und  zwei  Kbcnenbündel  projcctivisch  nennt,  wenn  jeder  Ebene  des  einen 
nur  eine  Ebene  des  andern  entspricht  und  umgekehrt,  eine  Heziebiing, 
welche  durch  vier  willkürlich  als  entsprechend  angenommene  Paare  von 
Kheneii  (vt»n  denen  sich  niclit  je  drei  in  dorHelben  Geraden  schneiden) 
Toll.slHndig  be>litnml  ist,  so  gilt  der  Satz:  Drei  beliebig  im  Kaume 
liegende  collinearc  Ebcnbündel  erzeugen  eine  allgemeine 
FlUchc  dritter  Ordnung  als  Ort  des  Schnittpunktes  jo  dreier 
cntsprochcndcr  Ebenen.  Die  Ableitung  der  27  Geraden  aus  dieser 
Entstchungsart  beruht  auf  dein  allgemeinen  Satze:  Hei  drei  beliebig 
gegebenen  oollincaren  Kbenenhündcln  kommt  es  im  Allge- 
meinen sechsmal  vor,  dass  drei  entsprechende  Ebenen  sich 
in  einer  Geraden  schneiden.’*'’)  In  dieser  Entstehung  liegt  der  einem 
bekannten  Satz  der  Planimetrie  analoge  Satz:  Wenn  d ie  vi e r Flach e n 
eines  Tetraeders  durch  feste  Punkte  gehen  und  die  drei 
Kanten  einer  Fluche  auf  festen  Ebenen  sich  bewegen,  so 
bcschreil)t  die  ihr  gegenüberliegende  Ecke  eine  Flache 
dritter  Ordnung,  (Vergl.  das  Hei»piel  des  Art.  76.  oben  und  in  Hd.  I., 
Art.  121,  Heisp.  23.) 
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Wenn  wir  jode  der  aclilzcim  (leraden  diircli  die  drei  unter 
jenen  neun  bezeicliiieii , welrlie  sie  scliiieidel,  so  küunen  die  sic- 
hen und  zwanzig  Geraden  folgeiidenuassen  aiifgezäldt  werden. 
Die  ursprünglictien  neun  sind 

ab,  ad,  af,  cb,  cd.  cf,  eb,  cd,  ef; 
dazu  komnien  die  drei  Linien  wie 

[ab  . cd  . ef)^,  {ab  . cd  . ef).^,  {ab  . cd  . ef)^ 
von  jeder  der  seclis  Gruppen 

{ab  . cd  . ef) , {ab  . cf  . de),  {ad  . be  . ef) , 

{ad.be.  cf),  {af.bc.de),  {af.be.  cd). 

Die  fünf  Eheueu,  welrlie  durch  eine  der  Geraden  z.  B.  ab 
gehen,  sind  die  Ehcnen  a und  b,  welche  die  Fläche  respeclive 
in  den  Linienpaaren  ad,  af;  be,  be  schneiden,  und  die  drei 
Ebenen , w eiche  sie  in 


{ab  . 

. cd  . 

{ab  . cf . 

de), 

{ab 

. cd 

• cf).„ 

(«  b . cf  , 

. de).. 

{ab  , 

, cd  . 

{ab  . cf . 

(le)t 

schneiden.  Die  fünf  Ebenen , welche  durch  eine  der  übrigen  Ge- 
raden, z.  B.  {ab  . cd  . ef)f  gehen,  .schneiden  sic  in  den  Paaren 

ab,  {ab  . cf  . (/c), ; cd,  {af  . cd  . be)^ ; ef,  {ad  . bc  . ef)^ 

und  in 

{ad  . be  . cf)^,  {af . bc  . de).j;  {ad  . be  . cf]^,  {af  . bc  . de).,. 

28.'j.  Eine  neue  Anordnung  der  Idnien  des  Systems,  welche 
zu  einer  einrachen  Bezeichnung  und  einer  klaren  V'orstellung  des- 
selben leitet,  ist  von  Schläfli  gegeben  worden."”) 

Wenn  wir  die  beiden  Gruppen  von  sich  nicht  schneidenden 
Geraden  wie  folgt  sr.hreihen 

ab,  cd,  ef,  {ad  . be  . cf)^,  {ad  . be  . cf)j,  {ad  . be  . cf).^, 

cf,  be,  ad,  {ab  . cd  . cf)^,  {ab  . cd  . cf).^,  {ab  . cd  . ef)^, 

so  wird  leicht  erkannt,  dass  irgend  eine  Linie  der  einen  Gruppe 
die  mit  ihr  in  derselben  Verticale  stehende  Linie  der  andern 
nicht,  aber  alle  übrigen  Linien  derselben  durch.schneidet.  Be- 
zeichnen wir  diese  heiden  Grupjien  kürzer  durch 

a^,  "3*  >’  “j  > "o> 

frj,  b,,  b^,  b^,  b^,  b^; 

sie  hilden,  was  Schläfli  eine  Doppelscchs  genannt  hat.  Man 
sieht  leicht  aus  der  vorhergehenden  Bezeichnung,  dass  die  Idnie, 
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welche  in  der  Kheiie  von  n,,  b.,  liegt,  die  näinlidie  ist,  welche 
in  der  Ebene  von  Oj,  6,  liegt;  daher  können  die  füidzehn  an- 
dern geraden  Linien  durch  die  Bezeichming  c,j,  C3,,  etc.  darge- 
stellt werden,  wo  c,j  die  in  der  Ehenc  von  b^  gelegene  Ge- 
rade bezeichnet.  Es  giebt  ofl'enhar  fünfzehn  Eombinationen  zu 
zweien  ans  den  sechs  Zahlen  1,  2,  3.  etc.  Die  fünf  Ebenen,  welche 
durch  c,j  so  gelegt  werden  können,  dass  sie  in  Daaren  von  geraden 
Linien  die  Flache  schneiden , enthalten  als  solche  die  Paare 

a|6.j,  und  *^35^46’  *^3«*'43‘ 

, Es  giebt  dreissig  Ebenen,  von  denen  jede  eine  der  Geraden 
von  den  Systemen  a,  b,  c enth.ält,  utid  fünfzehn  Ebenen , welche 
drei  Gerade  c enthalten.  Aus  den  sichen  und  zwanzig  Geraden 

/ 21G\ 

können  sechs  utid  dreissig  I = 1 Doppelsechs  Systeme  gebil- 

27  16  . 

det  werden,  denn  cs  giebt — g — - = 216  Linienpaare,  die  sich 
nicht  schneiden. 

286.  Wjr  können  nun  ein  System  von  sieheti  und  zwan- 
zig Geraden,  welches  zu  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
gehört,  geometrisch  conslruieren. 

Wir  wühlen  eine  Gerade  a,  willkürlich  und  ebenso  fünf  an- 
dere, welche  sic  durchschneiden,  6j,  h.,,  , 6,,,  b^.  Dieselben 

bestimmen  eine  Fläche  dritter  Ordnung,  denn  wenn  wir  eine 
solche  Fläche  durch  vier  voti  den  Punkten  beschrieben  denken, 
in  denen  a,  durch  die  andern  Geraden  geschnitten  wird,  und 
durch  drei  weitere  Punkte  in  jeder  dieser  Geraden,  so  enthält 
diese  dnr<-h  neunzehn  Ptmkte  bestimmte  Fläche  alle  diese  Gera- 
den, weil  jede  Linie  vier  Punkte  mit  der  FläcJie  gemein  hat. 
Wir  können  aber,  wenn  vier  Linien  gegeben  sind,  von  denen 
keine  zw  ei  sich  durchschneiden , im  Allgemeinen  zwei  Transver- 
saleti  bestimmen,  welche  alle  vier  durchschneiden;  denn  das  durcli 
drei  von  ihnen  bestimmte  Ilyperixdoid  schneidet  die  vierte  in 
zwei  Punkten,  durch  welche  die  fraglichen  Transversalen  als  Er- 
zeugende der  andern  Art  gehen.*)  Durch  jede  vier  der  Linien, 

*)  Wenn  das  Hyperboloid  der  drei  ersten  die  vierte  Gerade  berührt, 
I BO  };iebt  es  nur  eine  solclic  gemeinscliaftlicho  Transversale ; und  es  ist 

oft'enbar,  dass  das  durcli  irgend  drei  andere  unter  ihnen  bestiiumte 
Hyperboloid  die  letzte  ebenfalls  berührt,  — was  von  Cnyley  zuerst 
bemerkt  zu  sein  scheint. 
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z.  B.  63,  b^,  tj,  6,.  künncii  wir  dalirr  ausser  der  Linie  n,  eine 
andere  Transversale  a.j  legen,  welche  auch  in  der  Fläche  liegen 
muss,  da  sie  vier  l'unkle  inil  derselben  gemein  hat.  In  dieser 
An  cinistruieren  wir  die  fünf  neuen  Geraden  u^,  a.,,  a^,  a,, , Of, 
Wenn  wir  dann  irgend  eine  Transversale  hestimmen,  welche  die 
vier  ersten  unter  diesen  Geraden  schneidet,  so  zeigt  die  vorher 
auseinander  gesetzte  Theorie,  dass  sie  eine  Linie  b,  sein  wird, 
weiche  auch  die  fünfte  scimeidet.  Damit  ist  ein  Doppelsechs- 
system constriiiert.  "*) 

Alle  übrigen  Geraden  gehen  aus  demsclhen  hervor,  denn 
indem  man  die  Khene  0,62  nimmt,  erhält  man  in  ihren  Schnitt- 
piinklen  mit  den  Linien  a,,  ä,  Dunkle,  welche  in  der  Linie  c,Cj 
liegen. 

287.  Die  verschiedenen  Arten  der  Fläche  dritter 
(Irdnung  in  Bezug  auf  die  Realität  der  sieben  und 
zwanzig  Geraden  sind  gleichfalls  von  Schläfli  untersucht 
worden.  Fr  erhält  fünf  Arten , nämlich : 

A)  Alle  Linien  und  Ebenen  sind  reell. 

B)  Fünfzehn  Linien  und  fünfzehn  Ehenen  sind  reell;  die 
zwölf  imaginären  Geraden  bilden  ein  Doppclsechssyslem , in  des- 
sen beiden  Gruppen  je  eine  von  zwei  conjugierten  sich  findet,  so 
dass  neun  der  imaginären  Linien  einen  reellen  Punkt  besitzen. 
Zwei  Paare  von  conjugierten  imaginären  Linien  werden  durch 
eine  reelle  Gerade  geschnitten. 

C)  Sieben  Linien  und  fünf  Ebenen  sind  reell.  Es  giebt 


Wenn  wir  die  Linien  durch  1,  2,  3,  4 und  die  Bedingung  des  Durch* 
Schnitts  von  zweien  unter  ihnen  z.  B.  1 und  2 durch  (12)  bezeichnen, 
so  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  vier  Gerade  nur  c i ne  gemeinschaft- 
liche Transversale  besitzen,  durch  die  Vergleichung  der  Determinnnto 


0 , 

(12), 

(13), 

(14) 

(21), 

0 , 

(23), 

(24) 

(31), 

(32), 

<>  , 

(34) 

(11), 

(42), 

(43), 

0 

mit  Null  dargcBtellt.  Das  Verschwinden  der  Determinante  aus  fünf  Ue* 
raden  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  sie  alle  eine  gemeinschaftliche 
Transversale  besitzen.  Das  Verschwinden  der  Determinante  für  hccIis 
Linien  drückt  die  Zugehörigkeit  dieser  Linien  zu  einem  linearen  Coiuplex 
aus,  welches  Cayley  als  „Involutiou  der  sechs  Linien“  bezeichnet  Jjat, 
und  findet  dann  immer  statt,  wenn  diese  Linien  die  Wirkungslinien  von 
sechs  Krilften  sein  können,  die  Gleichgcwielti  hervorhnngen.^*’) 
HftlmoD,  anal.  Oaom  tl.  BanmM.  11.  ä.  Anfl-  23 
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nänilirli  eine  reelle  Gerade,  durch  welche  fünf  reelle  Ebenen 
gehen,  von  denen  aber  nur  drei  reelle  Dreiecke  enthalten ; in 
jeder  der  beiden  andern  bestehen  die  Dreiecke  aus  der  reellen 
Originallinic  und  zwei  imaginären  Linien,  die  sich  in  einem  reel- 
len Punkte  durchschneideii. 

D)  Drei  Linien  unil  dreizehn  Ebenen  sind  reell;  jene  bilden 
ein  reelles  Dreieck,  durch  dessen  Seiten  ausser  der  seinen  je  vier 
reelle  Ebenen  gehen. 

E)  Drei  Linien  und  sieben  Ebenen  sind  reell;  jene  bilden 
ein  reelles  Dreieck,  durch  dessen  Seiten  ausser  der  seinen  je  zwei 
reelle  Ebenen  gehen. 

Bezüglich  der  Gleichungsrorm 

aee  — bdf 

gehen  daraus  dreizehn  verschiedene  Fälle  der  Realität  und  der 
imaginären  Zuordnung  der  linearen  Polynome  derselben  hervor. 
Sie  können  sämmtlich  reell  sein  in  den  Arten  A und  B\  a und  b, 
r.  und  d,  e und  f sind  einander  conjugiert  in  den  Arten  B und  6'; 
d und  f sind  einander  conjugiert,  die  übrigen  reell  in  den  Arten 
D und  E\  c und  e,  d und  f sind  conjugiert,  »,  b reell  in  C und 
E\  elc.  Alle  sind  imaginär  und  nicht  conjugiert,  a und  b haben 
einen  reellen  Punkt,  c und  d so  wie  e und  f eine  reelle  Gerade 
mit  einander  gemein  im  Falle  C-,  etc.  Alle  sind  imaginSr  und 
nicht  conjugiert  und  a,  b;  c,  d;  e,  f haben  je  einen  reellen 
Punkt  gemein  in  E. 

288.  Der  Verfasser  hat  früher"*)  eine  Aufzählung  der  Mo- 
dificationen  gegeben,  welche  die  allgemeine  Theorie  der 
Fläche  in  dem  Falle  erfährt,  wenn  die  Fläche  einen 
Doppel|Junkt  oder  mehrere  Doppelpunkte  besitzt.  Dass 
die  Fläche  dritter  Ordnung  sieben  und  zwanzig  gerade  Linien 
enthält,  und  fünf  und  vierzig  dreifach  berührende  Ebenen  hat. 
bleibt  wahr,  wenn  man  eine  Linie  oder  Ebene  zweifach  zählt, 
die  durch  einen  Doppelpunkt  gehl,  eine  .solche  vierfach,  die 
durch  zwei  Doppelpunkte  geht,  und  diejenige  Ebene  achtfach, 
welche  drei  Doppelpunkte  enthält. 

Wenn  die  Fläche  einen  Doppelpunkt  besitzt,  so  gichl  es 
sechs  gerade  Linien  in  ihr,  welche  ihn  enthalten  und  fünfzehn 
andere  Gerade  in  den  durcli  dieselben  paarweis  heslimiuteu  Ebenen: 


Digitized  hv 


— 3ö5  — 

ferner  fünfzelin  dreifaeli  berüliremle  Ebenen,  die  jenen  Punkt 
nicht  enthalten.  Man  l>at  so 

2.6+  15  = 27,  2.15+  15  = 45. 

Wenn  die  Fläche  vier  Poppelpuiilrtc  enllirdl,  so  werden  die 
l.itiien  von  den  sechs  sie  verbindenden  Geraden,  welclic  vierfarli 
zählen,  und  von  drei  andern  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
gebildet,  deren  jede  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  der  Doppel- 
punkte  schneidet.  Die  dreifach  beriihrenden  Ebenen  sind  die 
Ebene  dieser  drei  Geraden,  welche  einfach  zählt,  die  sechs  Ebe- 
nen, welche  je  eine  dieser  Geraden  und  eine  Kante  des  Tetraeders 
entlialten,  welche  zweifach,  und  die  vier  Flächen  des  Tetraeders, 
welche  achtfach  gezählt  werden  müssen.'’") 

Alle  Flächen  mit  vier  reellen  Knotenpunkten  sind  einandei' 
collincar.  Die  parabolische  Gurve  der  Fläche  besteht  aus  den 
zweifach  zählenden  Kanten  des  Tetraeders  der  Doppelpunkte  und 
heim  lleherschreilcn  einer  solchen  lindet  daher  kein  Uehergang 
von  elliptischen  zu  hyperbolischen  Punkten  (Art.  33.)  statt ; sie 
liegen  zwischen  den  Knotenpunkten  in  der  elliptischen  jenseits 
derselben  in  der  hyperbolischen  Hegion  der  Fläche  und  beide 
hängen  nur  in  den  Knotenpunkten  zusammen. 

So  wie  man  nun  in  der  Theorie  der  algebraischen  Curven 
(vergl.  ,,Ilöh.  Curven“  Art.  55.,  6 und  Anmerk.  p.  454)  die  ver- 
schiedenen Formen  der  Curven  einer  gewissen  Ordnung  aus  denen 
einer  Curve  derselben  Ordnung  mit  der  Maximalzahl  der  Doppcljninkte 
oder  mit  einem  Doppelpunkt  nichrahleiten  kann,  indem  man  den  Dop- 
pelpunkt in  einer  der  beiden  Arten  aufiüst,  in  weichen  inan  aus  der 
Figur  zweier  sich  schneidenden  Geraden  zu  der  einer  Hyperbel  über- 
geht, die  sie  zu  ihren  Assymptoten  hat,  so  kann  man  auch  hei  alge- 
braischen Flächen  die  Anschauung  der  verschiedenen  Formen  gewin- 
nen, wenn  man  von  der  Anschauung  einer  Fläche  der  hetrelTcndcn 
Ordnung  mit  der  Maximalzalil  von  Knotenpunkten  ausgeht;  man  löst 
dieselben  in  der  Weise  auf,  wie  aus  dem  Assymptoteukegel  einerseits 
das  einfache,  andererseits  das  zw  cifache  Hyperboloid  hervorgeht,  also 
wie  mau  sagen  kann,  entweder  durch  Verbindung  oder  Trennung. 
F.  Klein  hat  diess  für  Flächen  dritter  Ordnung  ausgeführt.  ”')  VVenn 
man  so  von  der  Fläche  mit  vier  reellen  Knoten  ausgehend  nach  einan- 
der an  einem  Knoten  oder  an  zwei,  drei  oder  an  allen  Knotenpunk- 
ten verfährt,  so  erhält  mau  rcspcctivc  zwei,  drei,  vier  und  fünf 
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Formen  dieser  Fl&chcn;  und  indem  man  die  einzelnen  Knoten- 
punkte derscllien.  soweit  es  müglicli  ist,  durch  die  biplanare  Form 
hindurchfülirt,  entstehen  die  ührigen  Formen  der  Flächen  dritter 
Ordnung,  wie  sic  in  Art.  268.  nufgezählt  sind,  in  anschaulicher 
Weise.  Für  die  genauere  Ausführung  besonders  auch  hctrelTs  der 
Realitätsverliältnisse  verweisen  wir  auf  die  bezcichnete  Abhandlung, 
wo  auch  die  neueste  Arbeit  von  Schläfli'**)  berücksichtigt  ist  und 
erwähnen  nur  noch,  was  den  Verlauf  der  geraden  Linien  der 
Flächen  hetrilft,  die  aus  der  Fläche  mit  vier  Knotenpunkten 
durch  Trennung  oder  Verbindung  der  anstossenden  Theile  ent- 
stehen— nämlich,  dass  im  ersten  Falle  die  Geraden  ima- 
ginär werden,  während  sie  sieh  ini  zweiten  in  die  dop- 
pelte Zahl  reeller  trennen.  Von  Sturm  ist  dem  noch  die 
Regel  hinzugefngt  worden:  dass  die  Geraden  aus  einnrTe- 
traederkantc  völlig  oder  puiiktirt  imaginär  werden, 
jenaciidem  bei  nur  einem  der  bezüglichen  Knotenpunkte 
oder  bei  beiden  die  Trennung  ausgeführt  wird. 

289.  Die  Darstellung  der  Gleichung  der  cubischen  Fläche 
durch  die  Summe  von  fünf  Guben  enthält  als  speciellen  Fall  den 
von  Clebsch  zuerst  hervorgehobenen,  in  weicbem  die  a,  sämmt- 
lich  einander  gleich  oder  Eins  sind 

= 0 mit  der  Relation  Zi,- = 0; 
eine  Fläche,  die  daher  mit  jeder  andern  Fläche  derselben  Art  von 
reellem  Tetraeder  colliiicar  ist. 

Für  eine  Ebene  des  l’entaeders  = Ü hat  man 

*1  + *2  + ^3  + *4  = ö 

und  es  stellen  somit 

*1  "h  *2  “ Ö *3  “ 0 

*1  + *3  = 0 ..  I,  -f  = 0 

+ ‘4  = ••  ‘2  + *3  = 0 

in  Verbindung  mit  0 die  Diagonalen  des  auf  = 0 von 
den  vier  übrigen  Ebenen  des  Pentaeders  ausgeschnittenen  Vier- 
seits  dar;  und  dieselben  liegen  ganz  in  der  Fläche,  weil  ihre 
Gleichungen  mit  z^  = 0 zusammen  die  Gleichung  der  Fläche  zu 
einer  Identität  machen. 

Die  Fläche  enthält  also  die  fünfzehn  Diagonalen  der  Vier- 
seite, welche  von  je  vier  Ebenen  des  Pentaeders  in  der  fünften 
ausgeschnitten  werden.  Darnach  ist  sie  von  Clebsch  alsDiago- 
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nairiäclic  liezciclincl  worden.  Von  diesen  filnfzclin  Geraden  bilden 
rütirnial  drei  ein  Dreieck,  nämlicli  in  den  Pcnlaederebenen,  wäh- 
rend zelin  mal  drei  je  durch  einen  F’unkt  gehen  und  in  einer 
Ebene  liegen,  welche  eine  Ecke  des  Pentaeders  — den  Schnitt- 
pnnkl,  mit  der  gegenüberliegenden  Kante  desselben  verbindet. 

Man  hat  also  mit  dem  Pentaeder  zugleich  rünlzchn  der  in  der 
l'lächc  liegenden  Dreiecke  und  die  zehn  Schnittpunkte  von  je  drei 
der  Geraden  d.  i.  die  Pentaederecken  bilden  in  jeder  derselben 
die  Bernbrnngspunkte  mit  der  Wendeenrve  der  Fläche,  d.  h.  die 
Doppelpunkte  der  Involution,  welche  die  Berührungspunkte  der 
doppeltberührenden  Ebenen  (Art.  283.)  bestimmen,  so  dass  sie 
dreissig  dieser  Punkte  repräsentieren.  Die  zwölf  übrigen  Geraden 
der  Fläche  werden  als  Transversalen  der  ersten  gefunden  und 
bilden  eine  Doppelsechs;  die  in  ihnen  liegenden  Punkte  der  pa- 
rabolischen oder  Wendecurve  sind  nicht  reell ; denn  sic  entsprechen 
den  von.  jenen  Pentaederecken  verschiedenen  Werlhegruppen  der 
Zi,  welche  die  Gleichungen  • 

Szi  = 0,  Sz,^  = 0 und  2’Z|ZjZ.ji,=0  (llesse’sche  Kernfläche) 
befriedigen. 

Die  zehn  Pentaederecken  sind  als  Knotenpunkte  der  Hesse '- 
sehen  Kernfläche  isoliert?  Punkte  der  parabolischen  oder  Wende- 
enrve der  Fläche,  Punkte  also,  wo  jede  Tangente  dreipunktig 
berührt,  und  jeder  Querschnitt  eine  Inflexion  hat.  indess  drei 
der  Tangenten  eine  vierpunktige  Berührung  zeigen.  Sie  sind  die 
einzigen  nicht  hyperbolischen  Punkte  der  Diagonalfläche. 

Die  Vertheilung  der  reellen  Assymptotenpunktc  auf  die  Geraden 
der  Fläche  ist  bei  der  allgemeinen  Fläche  mit  sieben  und  zwanzig 
Geraden  ebenso  wie  bei  der  Diagonalfläche,  d.  h.  es  giebt  eine 
Doppeisechs  von  Geraden  mit  imaginären  und  die  fünfzehn  übrigen 
mit  reellen  Berührungspunkten  der  Wendecurve  der  Fläche. 

Denkt  man  die  Fläche  sehr  wenig  von  der  Diagonalfläche  ab- 
weichend, so  werden  die  bisher  in  den  Pentaederecken  ziisammen- 
stossendi'ii  Geraden  je  ein  kleines  Dreieck  bilden  und  die  drei 
vorher  vereinigten  Assymptotenpunkte  werden  in  den  Seiten  des- 
selben liegen  und  einem  kleinen  die  Seiten  in  ihnen  berührenden 
üval  angehören,  das  an  die  Stelle  des  isolierten  Punkts  von  vorher 
getreten  ist,  als  Schnitt  der  Fläche  mit  der  llesse’schen  Kern- 
flärhe.  So  besieht  die  parabolische  Curve  aus  zehn  Ovalen,  die 
man  durch  folgende  Schemata  näher  bezeichnen  kann.  Man  denke 
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imaginären  Assynipliiienpunklen , so  können  die  Geraden  <?,*.  die 
in  den  lünf  Pentaederebenen  liegen  und  deren  Kbenen  also  iin 
allgemeinen  Falle  je  sechs  dieser  Ovale  berühren,  durch  das 
Schema 

12.  34.  56;  13.  25,  46;  14,  26.  35;  15  . 24.  36;  16,  23,  45 

bezeichnet  werden  (sie  liegen  also  dun  Ebenen  des  Pentaeders  ini 
allgemeinen  Falle  nahe);  indess  die  zehn  Punkte  mit  drei  zusain- 
menlrelTenden  Geraden  und  also  im  allgemeinen  Falle  die  zehn 
Dreiecke,  denen  die  Ovale  eingeschrieben  sind,  bezeichnet  werden 
durch 

12.  35,  46;  13  , 24  , 56;  14.  25.  .36;  15,  26,  34;  16.  24,  .35. 
12,  36,  45;  13,  26,  45;  14  , 23  , 56;  15.  2.3,  46;  16,  2.5,  34. 

Jedes  einzelne  Oval  ist  durch  ein  windschieres  Sechsseit  von 
Geraden  mit  imaginären  Assymptotenpunkten  umgeben,  so  dass 
keine  zwei  sich  vereinigen,  sondern  nur  einzelne  in  isolierte  Punkte 
sich  znsainmenzichen  können. 

290.  Man  weiss  (vergl.  Art.  184.,  236. “>  der  „Höh.  Curven“), 
dass  in  einer  ebenen  Curvc  dritter  Oidniing  die  gerade  Polare 
eines  Punktes  der  Ciirve  in  Dezug  auf  die  II  esse 'sehe  neleriiii- 
nante  derselben  die  bezügliche  Tangente  der  Curve  in  dem 
Punkte  schneidet,  den  sie  noch  mit  der  Curvc  gemein  hat.  CIcbscli 
hat'^'*)  als  den  im  llaumc  entsprechenden  Satz  gegeben:  Die 
Pularebenc  eines  Punktes  in  einer  Fläche  dritter  Ord- 
nung in  Bezug  auf  die  llcsse  schc  Determinante  der- 
selben schneidet  die  Tangentcnehene  der  Flächc’iii 
diesem  Punkte  in  der  geraden  Linie,  die  die  drei  In- 
I lexionspunktc  ihres  Schnittes  mit  der  Fläche  enthält. 
In  der  Thal  ist  dieser  Ouerschnitt  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt  und  hat  daher  nur  drei  Inflexionspunktc,  die  in  einer 
geraden  Linie  liegen.  Sei  = 0,  = 0 diese  Gerade, 

X,  = Xj  = X,  = 0 der  Doppelpunkt,  so  kann  die  Gleichung  der 
Curve  in  der  Form  geschrieben  werden 

X,®  -j-  Xj’  -|-  6x,XjX3  = 0; 

während  die  Gleichung  der  Fläche,  da  x,  = 0 Tangentialebene 
ist,  durch 

X|’  + X./  -f  6x,  XjX^  -j-  X^  M = 0 
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mit  u als  einer  Tollsländigen  Function  zweiten  Grades 
-j-  60,3X1  ar,  -{■  "t"  '^“31^3^1  ~h 

ausgedrnrkt  wird,  von  der  liier  nur  die  zu  verwendenden  Glieder 
gesclirielien  sind.  Durcli  liercchnung  der  Hesse'schen  Determi- 
iiaiilc  flmlen  wir  als  die  Glieder,  welelic  in  x,,  x.,,  x,  den  zweiten 
Grad  nicht  erreichen 

"11'^ ^3^  + «II  («31  — ^«13«23)V«^|- 

Die  l’olarehene  des  l‘uiiktes  x,  = x,  = x,  ==  0 in  Bezug  auf  die 
llesse'sche  Deteriiiiiiaiitc  ist  daher 

4o|,«^3  + («31  — 20,3O„)x,  = 0 

und  sie  seht  also  durch  den  Schnitt  der  Ebenen  X3=(),  x,  = 0, 
wie  behauptet  ward. 

Wenn  die  Tangentialebene  x,  = 0 durch  eine  der  geraden 
Linien  der  FIfteben  gebt,  so  besteht  ihr  (Juerschnitt  aus  der  ge- 
raden Linie  x,  = 0 und  einem  Kegelschnitt  und  kann  in  der  Form 

X,®  -(-  6x,  XjX3  = 0 

dargestellt  werden;  man  findet  dann  wie  vorher,  dass  die  l'olar- 
ebeiie  des  Punktes  .x^  = Xj  = x,  =0  in  Bezug  auf  die  II esse 
sehe  Deicrniinante  die  Linie  Xj  = 0 enthält,  oder  geometrisch: 
Wenn  der  Schnitt  einer  Tangentialebene  mit  der  Fläche 
aus  einer  geraden  Linie  und  einem  Kegelschnitt  be- 
steht, so  geht  die  Polarebcnc  jedes  der  beiden  Schnitt- 
punkte. dieser  Geraden  mit  dem  Kegelschnitt  durch 
die  Tangente  des  Kegelschnitts  im  andern  Schnilt- 
punkle.  Geht  aber  die  Tangeiitialebciie  durch  zwei  und  also 
durch  drei  gerade  Linien  der  Fläche,  so  dass  der  Schnitt  der- 
selhen  sieh  auf  x,.XjX3  = 0 reduciert,  so  gehl  die  bezeichncte 
Polarebene  noch  immer  durch  X3  = 0,  d.  h.  durch  die  dritte 
Gerade  derselhcii  Ehene. 

Wenn  der  Berrihruiigspunkt  ein  Punkt  der  Wendecurvc  also 
eine  Spitze  in  der  Querschniltciirvc  ist,  so  erfährt  mau  iii  der- 
selben Art,  dass  die  Polarebene  in  Bezug  auf  die  llesse'sche 
Determinante  durch  die  gerade  Linie  geht,  welche  die  Spitze  mit 
dem  einzigen  Infiexionspunkt  des  Schnittes  verbindet. 

Die  Schlüsse  dieses  Art.  können  mit  geringer  Modification 
auf  Flächen  höherer  Ordnungen  ausgedehnt  werden.  Denn 
wenn  wir  zu  der  von  uns  benutzten  Gleichung  der  Fläche  Glieder 


Digitized  by  Google 


360 


liöliiTcr  Giacle  als  des  dritten  in  den  x, hinziifügen,  so 
ühen  diese  auf  die  (Glieder  der  Entwickelung  der  Ilessc'schcn 
Determinante  keinen  Einfluss,  welche  in  a;, , x,,  den  zweiten 
Grad  nicht  erreichen.  Und  der  Hauptsatz  des  Art.  wird  also  dahin 
gehen,  dass  die  I’olarchene  eines  Punktes  in  einer  al- 
gebraischen Fläche  in  Dezug  auf  die  Hesse’sche  Deter- 
minante derselben  die  Tangentialebene  in  diesem 
Punkte  in  der  geraden  Linie  schneidet,  die  die  in- 
riexionspunkte  des  Schnittes  der  Tangentialebene  mit 
der  ciibischen  Polarfläche  des  Punktes  enthält. 

Invarianten  und  Covarianten  einer  Fläche  dritter 
Ordnung. 

291.  Bei  den  Entwickelungen,  welche  folgen,  müssen  einige 
elementare  Eigenschaften  der  Invarianten  als  bekannt  vorausge- 
setzt werden;  wir  verweisen  für  ihr  Studium  auf  die  „Vorlesungen 
zur  Einführung  in  die  Algebra  der  linearen  Transformationen.“ 

Wir  erinnern,  dass  eine  Invariante  der  Gleichung  einer  Fläche 
eine  Function  der  Coeffleienten  derselben  ist,  deren  Verschwinden 
irgend  eine  permanente  d.  i.  von  der  Lage  des  Coordinaten- 
sy.stems  unabhängige  Eigenschaft  der  Fläche  bezeichnet,  wie  z.  I). 
die  Existenz  eines  Doppelpunktes;  dass  eine  Covariante  derselben, 
wie  es  beispielsweise  die  Hesse'sche  Determinante  ist,  durch  ihr 
Verschwinden  eine  Fläche  darstellt,  die  mit  der  gegebenen  eine 
von  der  Wahl  des  Coordinatensysiems  unabhängige  Beziehung  bat; 
dass  eine  Cotitravariante  oder  zugeordnetc  Form  eine  Hclation 
zwischen  den  Grössen  ist,  welche  ausdrückt,  dass  die  Ebene 

= 0 

zur  Fläche  in  einer  permanenten  Relation  steht,  z.  B.  sie  berührt. 

Von  einer  Eigenschaft  dieser  Grundformen  machen  wir  im 
F'olgenden  zumeist  Gebrauch;  nämlich  von  derjenigen,  nach  wel- 
cher die  Substitution  von  für  in  eine  Gontravariante  und 

die  Ausführung  der  so  bezeichncten  Operationen  an  der  Original- 
function oder  einer  ihrer  Covarianten  stets  eine  neue  Covariante 
erzeugt,  welche  zur  Invariante  wird,  wenn  die  Veränderlichen 
aus  dem  Ergebniss  verschwinden.  (Vgl.  a.  a.  0.  Artikel  94.) 

Wenn  man  in  der  nämlichen  Art  in  eine  Covariante  für  x, 


3(51 


die  Syiiiltnle  — substitiiivi'L  und  an  einer  Conlravarianle  die  he- 
o|‘ 


ziigliclicn  Operationen  ausfülirt,  so  erhält  inan  eine  neue  Contra- 
variante oder  Invariante. 

Wir  benutzen  bei  dieser  Disciission  die  als  allgemein  erwie- 
sene Korni  der  Cleirhiing,  in  welcher  sie  als  Summe  von  fünf 
dritten  Potenzen  erscheint. 

Die  H esse’scbe  Determinante  ist  im  Art.  272.  für  diese  Vor- 
aussetzung bereits  gegeben  worden  und  es  wäre  nicht  schwer, 
andere  Covarianten  zu  berechnen. 

Es  bleibt  übrig  zu  zeigen,  in  welcher  Weise  in  dieser  Vor- 
aussetzung Conlravarianten  berechnet  werden  können. 

Setzen  wir  voraus,  dass  U eine  in  Gliedern  von  vier  niiab- 
hängigen  Veränderlichen  dargestelitu  Function  und  irgend  eine 
Contravariante  derselben  in  den  §,■  entwickelt  sei,  so  untersuchen 
wir  die  Form,  welche  dieselbe  anninimt,  wenn  die  Functiiui -in 
fünf  Veränderlichen  i,-  re.spective  f,-  aiisgedrflckt  wird,  die  durch 
eine  lineare  Relation  verbunden  sind. 

Wir  können  offenbar  die  Function  von  fünf  Veränderlichen 
auf  eine  solche  von  vier  Veränilerlichen  redneieren,  indem  wir 
für  die  fünfte  Variable  ihren  durch  die  übrigen  vier  aiisgedrück- 
ten  Werth  einselzl , nämlich 


'h  = — (^1  + ‘2  + -3  + -i)- 

Fm  also  die  Bedingung  zu  finden,  unter  welcher  die  Ebene 

fl'l  + *2  + ?3*3  + ?4‘i  + ^5*5  = 

eine  bestimmte  Beziehung  zur  Fläche  hat,  hat  man  nur  diejenige 
Bedingung  aufzustellen,  unter  welcher  die  Ebene 

(?1  fs)*l  + (?2  f5)  *2  + (fa  “ ?ä)^3  + (?4  ?5)'4== 

die  nämliche  ßeziehimg  zur  Fläche  hat,  deren  Gleichung  in  Func- 
tion von  vier  Vcräiidcrlichen  dargeslelll  st;  d.  h.  die  Contrava- 
riantc  in  Function  von  fünf  linear  verbundenen  Veränderlichen 
wird  aus  der  in  vier  unabhängigen  Veränderlichen  gegebenen 
durch  die  Snhstitution  von  (?,  — ?;,),  (?»  — fs).  (fs  — (S(— 
für  || , I,,  respcctive  abgeleitet. 

Jede  solche  Contravariante  ist  daher  eine  Function  der  Dif- 
ferenzen zwischen  den  Grössen  f, . Jj,  fj,  f, , {j. 

Das  folgende  Beispiel  wird  znm  vollständigem  Verständniss 
der  Methode  beilragen. 
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Beispiel.  Sic 

+ «2-2’  + "3 ‘3’  + "1=1*  + "i's’  ~ ^ 
hei 

*1  + ‘2  + *3  + ~ ^ 

die  «icichung  einer  Fläche  nveilcn  Grades;' so  soll  die  Hediiigung  ciil- 
wickell  werden  , unlcr  welclier  die  Eliene 

?i  ”l"  ^2*3  + ^3  *3  + f | *4  + fs  ^5 
dicsellic  hcrührl.  Wenn  wir  die  Gleicliung  der  Fläclie  auf  eine  Function 
von  vier  Variahein  rediiciercn,  indem  wir  für  2j  seinen  Werlli  als  nega- 
tive Summe  der  übrigen  suhslituieren,  so  werden  die  Coerfieienlen  von 
I,’,  I,’,  i,’.  respeclive  (n,  + 05),  K + ^s).  («s  + f'i)’  ("4  + “5)> 

während  jeder  andere  Coeflicicnl  gleich  «j  ist.  Sul)sliliiicrl  man  diese 
W'erthe  in  die  hekannte  liedingungsgleicliung  (vergl.  Hd.  1,  Art.  75,),  so 
erliäll  man  die  Iledingung  für  die  Ehene 

h ^1  + ^2^2  + ^3^3  + ^1^1  = 

in  der  Form 

• |,’(0jfl,a,  -j-  «2"3“.'.  "i"  “3''l".V  ”1"  "2“i"s) 

+ + "3"l"5  + «l'’l"5  + «l“3"5) 

+ l3’{«l“2"l  + "l"l"s  + "l"2"5  + "2«("i) 

+ l4’("l"2"3  + "l"2"5  + "2“3"S  + "l“3":>) 

— 2rt..,(0,0,|jl3  + a2«4«l>3  + "3 «4  ^1^2  + "2«3l|^l 

+ ")«3S2^I  + ''l«2^3^|)  = 0- 

Wenn  wir  dann  die  Siihslitulion  {f,  — ?j),  — f^))  dc-  fdr 

I, , etc.  vollzielicn,  so  wird  sie 

«j03«|(f,— fj)*-f«|0:,a4(f2  — f5)^+ai«2«i(f:i — f5)’+«i«a"3(f4 — 

+ «2"3"s(?l  — ?|)^-f''l“3'':.(f2  — f)'’+'')“2"i^f3— f4)’'4-“l“4".v(f2*  ■ 

+ "2''l''.s(fl— ?3)’+"3“l"6(fl~f2)^  = 
luan  kann  sic  ahgcküi7.t  darslellen  durch 

^'"3"4<*,v(ft  ~ ^2)’  = 

292.  I‘ä>  ist  aiiT  den  Satz  Bezug  genoniinen  worden,  nacli 
welclieni  aus  einer  Conlravarianle  in  vier  Veränderlichen  durch 
die  Substitution 


.und  Aiisnihrnng  der  Operationen  an  irgend  einer  Covariante  eine 
neue  Covariante  erhalten  wird.  W'ir  suchen  die  Form,  in  welcher 
diess  Gesetz  auf  die  vorausgesetzte  Darstellung  in  fünf  linear  ver- 
bundenen Veränderlichen  z<  angewendet  werden  kann. 


t 


- - 

[)a  in  diusii'llic  in  zwei  Arten,  nämlich  cxplicile  iinil  üher- 
(licss  iin|ilicite  diircli  i,  cintrilt,  so  ist  das  UilTcrenlial  nach  z, 
d d dz.^ 
dz,  dzj  dz, 

oder  in  Folge  iler  linearen  llelation  unter  den  Veränderlichen 

d d_ 

dz,  dz- 

Kine  Contravariante  in  vier  Veränilerliclien  wird  in  ein  Ope- 
ratiopssymhol  für  fünf  linear  vcrhnndene  Veränderiiche  transfor- 
miert durch  diu  Suhstitution  von 

d_d  ^ ^ d d 

dz,  dzj  ’ dzj  dz,/  dzj  dZj  ’ dz,  dz,, 
für 

^1  ’ • ^3  ■ ^3- 

Wir  sahen  aber  iin  letzten  Artikel,  dass  die  Contravariante 
in  fünf  Veränderlichen  aus  einer  in  vier  Vcränderliehen  abgeleitet 
wird,  indem  man  für 

^1  > ^2  » la  > ^1 

?1  ?5>  ?2  ?5l  ^3  ■ f|  fi 

substituiert.  Itaraus  folgt  sofort,  dass  aus  jeder  Contrava- 
riante in  fünf  Veränderlichen  durch  die  Suhstitution 
von 

7 für  ?, 
dz, 

ein  Operatioiissym  hol  hervorgeht,  welches  durch  An- 
wendung auf  die  Originalfunction  oder  irgend  eine 
Co  Varia  Ille  derselben  neue  Covarianten  oder  Invarian- 
ten erzeugt. 

Wenn  also  eine  Contravariante  der  Form  in  fünf  Veränder- 
lichen gefunden  ist,  so  können  aus  ihr  ohne  den  mühsamen  IJebör- 
gang  zu  der  Darstellung  in  vier  Veränderlichen  neue  Covarianten 
abgeleitet  werden. 

Beispiel,  Wir  haben 

als  eine  Contravariante  von 

"l‘l*  + "2*2'‘  + "3  Ci"’  + "i*  i‘  + “sV  — 0 
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gcriinilcii.  Wrnii  wir  diilicr  an  der  quadratischen  Form  mit  dem  Symbol 

- 1) 

operieren,  so  ist  das  Resultat,  welclies  nur  durch  einen  numerisdien 
Factor  von 


+ «l''2"3«5  + «1«2"3«1 

verschieden  sein  kann,  eine  Invariante  derselben.  Ks  ist  in  der  Thal  ilirc 
Itiscriminante  und  würde  aus  dem  Ausdruck  ilerselben  im  Art.  67.  Rd.  1 
erhalten  worden  sein,  indem  man  für  die  ('oefficienteii  o, , , Ojj,  «33.  n,, 
die  Summen  n,  -|-  Oj,  Oj  “I"  “3  "f"  “,s>  “r  “t“  einführte,  wäh- 

rend man  alle  andern  Coefficieuten  durch  n,,  ersetzt. 

293.  In  derselben  Art  wird  bewiesen,  dass  man  in  eine 

r.nvarianle  der  Form  für  die  z,-  nifferenlialsymbolc  nach  f,-  sub- 

stituieren und  mit  dein  so  erhaltenen  Symbol  an  einer  beliebigen 
Conlravariantc  operieren  darf,  um  eine  neue  Couti'avariaute  zu 
erhallen. 

Heuu  wenn  wir  die  Function  zuerst  in  eine  Function  von 

vier  Veränderlicbeu  verwaiidelii  und  dann  die  enlsprecbcntlc  Sub- 
slilution  der  liilTerenliale  vollziehen,  so  sind  für 

Z,  , Zj  , Z3  , Z4  liml  Z3 

d d \ _ (JL  4.  JL  4_  _L 

di,’  d\’  rfi,’  dij 

substituiert  worden.  Da  alter  die  Contravarianlc  in  fünf  Verän- 
derlichen aus  der  in  vier  durch  die  Substitution  (f,  — für 
I, , etc.  erhalten  wurde,  so  ist  olTeubar,  dass  die  llilTerentiale 
von  beiden  nach  den  ersten  vier  Variabein  die  nämlicbeii 
sind,  während  das  nifferential  der  in  fünf  Veränderlichen  aii.sge- 
drückten  nach  der  negativen  Summe  der  UilTerentiale  der  in 
vieren  gegebenen  nach  I,,  ^3,  |,  gleich  ist.  Diess  begründet 
aber  das  Theorem. 

lliirch  diess  und  das  Theorem  des  letzten  Artikels  küniien 
wir,  wenn  irgend  eine  llovariaiite  lind  Contravariante  gegeben 
sind,  andere  Formen  dieser  Art  erzeugen,  welche  wieder  mit 
jenen  conibinicrt  immer  neuen  Formen  derselben  Art  den  Ur- 
sprung geben. 

.294  Die  quadratische  Polardäche  irgend  eines  Punktes  in 
Bezug  auf  die  Fläche  dritter  Ordnung 

a,z,3  -f  fljZjä  4-  ajZjä  + a^z^^  -f  «jZ;,»  = 0,  (1) 


Digitized  hv  Ml 


3C5 


ist 

«,r,  I,'»  + + «1^4*/^  + «6^6*5'*  = <>• 

Uie  ilesse'sclie  Delenuiiiiiiilu  als  dii;  Discriiiiinanti;  difsi-r 
(|iiadru(isrhen  Form  ist  dalier  iiadi  dem  Beispiel  des  Art. 

■^’«2«3“4"i‘J=3^4*i  = 0.  (5i) 

wie  srlion  im  Art.  272.  bewiesen  i.sl. 

Die  Function,  welche  wir  im  Art.  279.  als  die  cidiisclie 
Polare  einer  Kbene 

?l*l  + + fa's  + ?4^4  + 

bezeiebnet  haben , d.  i.  die  Bedingung,  nnler  welcher  diese  Fbene 
die  (|iiadraliscbe  Dolarnärbe  beridirt,  ist  nach  dem  Beispiel 
des  Art.  291. 

rrtjOj«.  — f.,)’  0. 

Sie  ist  eine  gemisclite  Conconiitante  odiT /wiscbeiirorm,  weil 
sie  beide  Reiben  von  Veränderlicben  z,-  und  ziigleirli  enibält. 
Wenn  wir  in  ihr  die  Substitution 


vollziehen  und  die  angedeuteten  Operationen  an  der  cubisclien 
Originalform  vnllzieben,  so  erhalten  wir  die  llesse’srbe  Deter- 
minante. 

Behandeln  wir  diese  Letztere  auf  dieselbe  Weise,  so  entsteht 
eine  Covariante  von  der  rünften  Ordnung  in  den  Veränderlicben 
und  von  der  siebenten  in  den  Coeffleienten,  welche  wir  als  die 
Covariante  0 bezeichnen  wollen , 

0 — 0|  «.^«3  0.3  r 1*2, *13. 

Um  die  in  den  Art.  292.,  293.  entwickelte  äletbodc  anzuwenden, 
ist  es  nolbwendig,  eine  Contravariante  zu  be.sitzen;  für  diesen  Zweck 
entspricht  die  Berechnung  der  Contravariante  0,  welche  in  der 
Cleicbung  der  Rcciprocaltläche  erschien,  die,  wie  wir  im  Art.  203. 
sahen,  von  der  Form 

G4o*  = t* 

ist.  Die  Conlravarianle  a drnckl,  mit  Null  gleichgeselzt.  die  Be- 
dingung aus,  unter  welcher  irgend  eine  Ebene 
|,.T,  -f  |,x,  -f  etc.  = 0 

die  Fläche  in  einer  Curve  dritter  Ordnung  schnei<let,  für  die  die 
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Aronliold’sclie  InvariaiUe  S vcrschwimlcl.  Sie  isl  in  elf. 

ebenso  wie  in  den  Cocrdcicnlcn  der  cubiseben  Form  vom  vierten 
Grade. 

In  dem  Falle  von  vier  Variabein  ist  <las  leitende  Glied  das 
IVoducl  von  li'*  in  das  S der  ternären  cnbisclien  Form,  <lic  für 
a;,  = 0 ans  der  Gleichung  der  Fläche  hervorgehl.  Die  lihrigen 
Glieder  werden  mit  llilfc  der  DifVerentialgieichnng  der  Invarianten 
bereehnet.  (Vgl.  „Vorlesungen“,  p.  150  f.)  Aus  der  für  vier  Ver- 
änderliche gefundenen  Form  wird  dann  nach  Art.  291.  die  für  fünf 
linear  verbundene  Veränderlicbe  abgeleitet.  Wir  unlerdriirken 
die  Einzelheiten  der  lierechnnng,  wciclie  weitläufig  aber  ohne 

Schwierigkeit  ist.  Das  Kcsultat  ist 

a = Zo,  0,  03  O,  (?,  - t,]  (fj  - (f3  - ?3)  (g,  - i,).  [1]  *) 

Nach  dem  Vorigen  können  wir  nun  als  aus  einer  gegebenen 

Govarianle  und  Contravarianle  eine  neue  Form  dieser  Art  erzeu- 
gen, indem  wir  in  diejenige,  welche  die  Veränderlichen  in  den 
niedrigeren  Dimensionen  enthält,  Din'ercntialsymhole  für  dieselben 
einsetzen  und  die  damit  geforderten  Operationen  an  der  andern 
vollziehen.  Das  Resultat  ist  von  der  Differenz  ihrer  Grade  in  den 
Veränderlichen  und  von  der  Summe  derselben  in  den  Coefficicu- 
ten.  Wenn  beide  von  derselben  Dimension  sind,  so  ist  es  gleich- 
gültig, mit  welchem  von  beiden  wir  operieren;  das  Resnitat  isl 
in  diesem  Falle  eine  Invariante  von  der  Summe  ihrer  Grade  in 
den  Goefficienlen. 

Die  Ergebnisse  dieses  Verfahrens  sind  im  nächsten  Artikel 
vereinigt. 

295.  a)  Indem  wir  (1)  und  [1]  comhinieren,  erwarten  wir 
eine  in  den  Veränderlichen  lineare  Contravarianle  vom  Grade  fünf 
in  den  Coeflicienlen  zu  linden;  aber  dieselbe  verschwindet  iden- 
tisch. 

h)  Die  Combination  von  (2)  und  [1]  giebt  eine  Invariante, 
welche  wir  als  die  Invariante  A bezeichnen  wollen, 

*)  Kur  leiclitorii  Verweisung  sollen  die  Contravnriaiitcn  diircli  Ord- 
nungsüiffern  in  eckigen,  die  Covnriaiitcn  durch  solche  in  runden  Klam- 
raern  tiezeiclinet  werden. 

Dabei  betrachten  wir  die  cnbische  Form  selbst  und  ihri  Itesse’- 
sche  Duteruiinante  als  die  Covarianten  (1)  und  (2)  respective. 
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Nach  der  symbolischen  Methode,  welche  in  den  „Vorlesungen“, 
p.  163  r.  entwickelt  ist,  wird  der  Ausdruck  derselben 
A = (12.35)  (1246)  (1347)  (2348)  (5678^2. 

c)  Indem  wir  [1]  mit  dem  Quadrat  von  (1)  verbinden,  er- 
hallen wir  eine  quadratische  Cuvariantc  von  der  sechsten  Ordnung 
in  den  OoefOcienlen 

(fl,z,2  -|-  -f  «31,2  -f-  a,i|-  -f  o-.r,,’)  (3) 

Ihr  symholischer  Ausdrnck  ist 

(1234)  (1235)  (1456)  (2456). 

d)  Die  Verbindung  von  (.3)  und  [1]  giebt  eine  quadratische 
Oontravariantc 

-y’.  L2] 

e)  (1)  und  [2]  geben  eine  lineare  Covarianle  von  der  elften 
Ordnung  in  den  Coeffleienten 

-|-  0,1^  + «3  r,  + «ji,  + i.,).  (4) 

f)  (.3)  und  [2]  geben  eine  Invariante  B 

B = a,®n,^’«3^a^*o,,^(a,  a.^  ":i  “i”  “1  "f"  “•.)• 

g)  Pie  Combinatinn  von  (3)  mit  der  gemisehteii  Coneoiuilanle 
im  Art.  294.  giebt  eine  cubische  Covariaiitc  von  der  neunten 
Ordnung  in  den  Coefficienten 

-f- n.^)  iji,  (5) 

h)  Die  Combinalion  von  (5)  und  [1]  giebt  eine  lineare  (',011- 
travariante  der  dreizehnten  Ordnung,  nämlich 

— “s)  (fl  — ?j) 

{ ("1  + «2) «:)’  "i'^  «u  — « 1 «2  "3  " 1 «5  («3  " I + " I "5  + "3  } *)•  [3] 

Bs  scheint  unnüthig,  weitere  Details  zu  dieser  Ahleitungs- 
methnde  der  covarianten  Formen  zu  geben  und  wir  können  uns 
daher  zu  den  hauptsächlichsten  Resiillaten  wenden. 

296.  Jede  Invariante  ist -eine  symmetrische  Function  der 
Grössen  «j.  Nennen  wir  die  Summe  dieser  Grössen  p.  die  Summe 
ihrer  l'rodiicte  in  Paaren  q,  die  Summe  ihrer  Producte  zu  dreien  r, 
die  ihrer  Producte  zu  vieren  s und  ihr  Product  t,  so  kann  jede 


•)  I>er  Coefllcient  von  in  derselben  ist 
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Invariante  in  Function  dieser  fünf  Grössen  dargestellt  werden  und 
sie  gehen  also  säninillicli  ans  den  folgtuideii  rünr  Fiindamental- 
invarianlen  hervor,  die  inan  durch  das  VerCahren  des  letzten 
Artikels  bildet: 

A = — 4r/,  B = fip, 

C=t*s, 

also  auch 

C*  — A£=4^r. 

F.s  gicht  jedoch  auch  Invarianten,  welche  nicht  selbst  ratio- 
nal in  Function  dieser  rünr  Fiindanientalinvarianlcn  darstellbar 
sind,  obgleich  ihre  Quadrate  diese  Darstellung  gestatten.  (Vcrgl. 
„Vorlesungen”,  p.  216.) 

Die  eiiirachste  Invariante  dieser  Art  wird  erhalten,  indem 
man  die  Discriminante  der  Gleichung,  deren  Wurzeln  o,.  a^,  a^, 

sind,  in  Function  ihrer  Gncnicicnten  ansdrückt.  Man  flndet,  dass 
diess  einen  Ausdruck  lür  das  l'roduct  von  /■'“  in  das  Product  der 
Quadrate  der  sämintlichen  DilTerenzen  der  Grössen  o,  in  Function 
der  Fundamentalinvarianten  A,  B,  C,  D,  E ergiebt.  Da  diese 
Invariante  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  so  giebt  ihre  Quadrat- 
wurzel eine  Invariante  F der  Form  vom  Grade  hundert. 

Die  Discriminante  kann  unschwer  in  Function  der  Fundä- 
mentalinvarianlen  dargestellt  werden.  Sie  wird  durch  Elimination 
der  Veränderlichen  zwischen  den  vier  Diirerenlialen  nach  , Cj, 
d.  h. 

a,i,*  = = 0313*  = = OjZs’ 

erhalten,  d.  h.  t,’,  z^,  etc.  sind  den  l’roducten  afa.fa^a^, 

etc.  proportional.  Die  Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung 

*1  + ‘2  + =3  + *4  + ^ 

giebt  die  Discriminante  in  der  Form 

(«2“3«4":.)*  + + • • + («l“•.«3'''4)* 

und  die  Entwickelung  dieses  Ausdrucks  in  Function  der  Invarian- 
ten gieht 

[A^  - 64  /?)’  = 16384  {D  -f-  2AC). 

297.  Die  cnhische  Form  hat  vier  rnmlamenlale  lineare  Co- 
varianten,  d.  h.  Govarianten-Ehenen,  welche  respeclive  von  den 
Ordnungen  11,  19,  27,  43  in  den  Coeriicienten  sind;  nämlich 
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L =ai*aj’n3*a^aj2  ^ «<i4+“5^}  = ^i- 

L' = l^21a2a■^a^a^z^^  L”  = t^£a^'^z^,  L"’ — t'^£a^^z^. 

Jede  andere  (-ovarianle,  die  Form  selbst  ein^eschlossen,  kann 
im  Allgemeinen  in  Function  dieser  vier  Covarianten  ausgedrückt 
werden,  so  dass  die  Foemcicnten  Invarianten  sind.  Die  Bedingung, 
unter  welcher  diese  vier  Ebenen  sieb  in  einem  Punkte  schneiden, 
ist  das  Verschwinden  der  Invariante  F vom  Grade  hiinderl. 

Es  existieren  lineare  Contravarianten,  von  denen  die  ein- 
faebsie  vom  Grade  dreizehn  in  den  Coelflcienten  vorher  schon 
gegeben  ist;  die  nächste,  vom  Grade  ein  und  zwanzig,  ist 

- n,)  (f,  - y: 

dann  Folgt,  vom  Grade  neun  und  zwanzig,  diese 

— Oj)  (f,  — fj);  etc. 

Es  giebl  quadratische  Covarianlen  der  sechsten,  vierzebnlen. 
zwei  und  zwanzigsten,  etc.  Ordnung  und  Contravarianten  der 
Ordnungen  zehn,  achtzehn,  etc.,  so  zwar,  dass  die  Ordnungen 
je  um  acht  wachsen.  Jene  sind 

t 03(0304  + o^o,  + OjOjjiiZj, 

etc. 

Diese  sind 

[2]  Art.  295.,  — J.3)^  etc. 

Ciibische  Covarianten  sind  von  d^r  nennten,  siebzehnten 
Ordnung  etc.,  nämlich 

t^Zoi^z,^,  etc. 

Wenn  wir  die  ursprüngliche  cuhischc  Fnrni  durch  U und 
diese  letztere  Covariante  durch  F bezeichnen,  und  eine  Covarianle 
oder  Invariante  von 

u xy 

bilden,  so  sind  die  Coeflicienten  der  verschieilenen  Potenzen  von 
X in  derselben  iiothwendig  Invarianten  und 'Covarianten  der  enhi- 
schen  Form.  Es  folgt  daraus,  dass  ans  einer  gegebenen  i:ova- 
riante  oder  Invariante  der  cubischen  Form  eine  neue  Form  der- 
selben Art  gebildet  werden  kann,  deren  Grad  in  den  Coefficienten 
um  sechszelin  höher  ist,  indem  man  die  Operation 
Salm  Oll.  aoBl.  Oeoro.  d.  Ruuiiii'S.  II.  S.  Aofl.  24 
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an  ihr  ausführt. 

Von  (len  CoiUravarianlen  lier  drillen  Ordnung  isl  die  ein- 
fachste aus  der  Invariaiile  A als  Eveclanle  (vergl.  „Vorlesungen“, 
p.  139,  148)  ahzuleilen 

”2^  (f|  ^2)*  ?j  ts) 

(2f,  - ?3  - fl)  (2fa  - f,  - 

dann  folgt,  auf  die  siehente  die  fünfzehnte  Ordnung, 

''2)  (fl  fa)  (f|  f()  (f|  fs)- 

Kille  biquadralischc  (.ovariante  isl 

r,*, 

während  die  einfachste  hiquadraiische  Coiilravariantc  die  früher 
erwähnte  Contravariante  o ist.  Die  Conlravarianle  sechslen  Ora- 
des  c,  welche  mit  ihr  die  Gleichung  der  Reciprocalflärhe  consti- 
tuiert,  ist 

T = V(5,  - f/  - - f,)’  (f,  - f,)* 

+ 2t2X  {f  — f'}  {*'-*"}  {*"  — *}• 

wo  gesetzt  ist 

C = {f,~f3)(f2-fl).  ‘'=(f.-f()(f3-f2).  *"=(f,-f2)(f4-f3'- 
Von  Covarianten  fünfter  Ordnung  erwähnen  wir  nur  ausser  </> 
(Art.  294)  die  Covarianle 

'^^1  *2*3 -4^5 

vom  Grade  fünfzehn  in  den  Goefficienlen,  welche  die  fünf  Khenen 
des  Pentaeders  darslelll;  und  eine  Covarianle  neunter  Ordnung  d, 
welche  der  Ort  aller  der  Punkte  isl,  deren  Polarebenen  in  Bezug 
auf  die  Hesse 'sehe  Determinanlenfläche  H ihre  quadratischen 
Polarflächen  in  Bezug  auf  die  Fläche  dritter  Ordnung  ü selbst 
berühren.  Darnach  ist  ihr  Ausdruck  durch  die  Determinante 


f/ll. 

P(2. 

ffl3. 

{7,4. 

f/jj. 

^24» 

H, 

V». 

f/js» 

^33  > 

Hz 

Vu, 

Pj4  . 

Uu> 

"4 

H,  . 

ff,. 

ff,  . 

ff4- 

0 

gegeben. 

Die  Gleichung  einer  Covarianleiilläche,  deren  Durchschnitt 
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iiiil  der  gegebenen  Fläche  dritter  Ordnung  die  sieben  und  zwanzig 
geraden  Linien  dersell)en  bestiniml,  ist 
0 = Mid>,  ■ 

wo  die  im  Art.  294  gegeliene  ßedeulung  liat. 

Wir  führen  die  folgenilen  einfaclien  Betraclitnngen  an,  welche 
zuerst  auf  die  Frkennlniss  dieser  Form  geleitet  haben.  Wenn 
man  als  Fbenen  x,  und  Xj  die  Tangentenebenen  der  Fläche  dritter 
Ordnung  in  den  zwei  Punkten,  in  denen  irgend  eine  der  Gera- 
den die  parabolische  Curve  der  Fläche  schneidet , und  irgend  zwei 
bestininite  andere  durch  diese  Punkte  gehende  Ebenen  zu  Ebenen 
Xj,  x^  wählt,  so  erhält  die  Gleichung  der  Fläche  die  Form 

XiXj'-*  X.^Xj’  2x,  XjX^  ^3  “I"  "I" 

-j-  cx,’xj  -}■  = 0. 

Für  dieselbe  ist  derjenige  Theil  der  Hesse 'sehen  Iteterini- 
nante,  welcher  x, , x,  nicht  enthält, 

die  entsprechenden  Tbeile  von  <t>  und  0 sind 

— 2(cx^^  -j-  dxa“). 

— 8 X3*x/(ex/  + dx3^), 

und  die  Fläche 

S — 4Äd>  = 0 oder  S = 0 

zeigt  .somit  in  ihrer  Gleichung  keine  Glieder,  welche  nicht  ent- 
weder X,  oder  Xj  enthalten,  d.  h.  die  Linie  x,  = x,  = 0 liegt 
ganz  in  ihr;  in  derselben  Weise  die  Gruppe  der  übrigen  sechs 
und  zwanzig  Geraden.  Glebsch  bat  dieselbe  Formel  direct 
durch  die  Methode  der  allgemeinen  Symbolik  abgeleitet. 
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VI.  Kapitel. 

Von  (len  Flächen  vierter  Ordnung. 


298.  Die  Theorie  tlrr  Härlieii  vierter  Ordnung  ini  Allge- 
meinen ist  bisher  nicht  nntersneht  «nrden.  Wir  haben  in  Art. 
74  f.  die  entwickelbaren  Flächen  vierter  Ordnung  behandelt. 
Ausser  ihnen  sind  nur  die  R eg  ein  ä eben  dieser  Ordnung  von 
Chasirs,  Cayley,  Schwarz  und  Cremona '”)  und  die  Flächen 
vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelkegelschnitt  in  ihrer 
allgemeinen  Form  durch  Kummer,  Clehsch,  Koriidörfer  und  Andere 
untersucht  worden;  in  dem  hesondern  Falle  aber,  wo  die  Doppel- 
curve  der  unendlich  ferne  Kreis  ist,  unter  den  Namen  von  Cy- 
cliden  und  anallagmatischen  Flächen  durch  Casey,  Darhoux 
und  Moutard  und  Andere. ’-*)  In  der  That  wächst  die  Ansdelmung 
des  Gegenstandes  mit  der  Ordnungszahl  so  rasch,  dass  z.  B.  die 
Theorie  der  letzterwähnten  hesondern  Art  von  Flächen  vierter 
Ordnung  von  etwa  gleichem  Umfang  mit  der  ganzen  Theorie  der 
Flächen  dritter  Ordnung  ist. 

299.  Wenn  jeder  ebene  Schnitt  einer  Fläche  vierter  Ord- 
nung drei  Lloppelpunkte  oder  ihr  Aequivalent  der  Singularität  hat, 
so  gehört  die  Fläche  zu  der  specicllsten  Art  dieser  Ordnung.  Die 
höchste  Singularität,  welche  eine  Fläche  vierter  Ordnung  besitzen 
kann,  ist  also  eine  dreifache  Linie,  die  dann  hothwendig 
gerade  ist  und  die  Fläche  zur  Regelflächc  macht,  weil  jede  die 
dreifache  Gerade  enthaltende  Kbene  die  Fläche  nur  noch  in  einer 
Gera<len  schneiden  kann,  ntirch  jeden  Punkt  der  dreifachen  Ge- 
raden gehen  drei  Lrzeugende,  die  nicht  in  einer  Fhene  liegen. 
Die  Gleichung  der  Fläche  kann  in  der  Form  = o-j  «j -}- r, 
geschrieben  werden,  für  Uf,  u,.  als  Funriionen  vierten  und 
dritten  Grades  in  x,  und  Xj  respective;  dann  ist  x,  x,  «=  O 
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ilie  (Ireifaclic  Gerade.  Die  ilrei  Taiigeiilialebcnrii  in  jedem  Punkle 
derselben  giebl  die  Cleiehiing  x./u^  -|-  x/dj  = 0.  Indem  wir  die 
Discriminante  dieser  Gleichung  bilden,  erkennen  wir,  dass  vier 
Punkte  in  der  dreifachen  Geraden  liegen,  für  welche  zwei  dieser 
Ehenen  in  eine  zusammen  fallen.  Denken  wir  .Tj=0  und  x^=0 
als  durch  diese  Punkte  gehenden  Kbenen  gewählt  und  x,  = 0, 
Xj  = 0 als  die  entsprechenden  doppelten  lierührungsebenen,  so 
wird  die  Gleichung 

= Xj  (ax,®  ix,*Xj)  x^  (cxj  Xj^  -j-  dxj’). 

Und  wenn  wir  endlich  für  Xj  und  Xj 

+ “«I  + + <5^:2 

setzen,  und  «,  ß,  y,  d so  bestimmen,  dass  die  Glieder  x,*, 
X|*Xj,  .Tj^x,,  Xj*  in  wegfallen,  so  reduciert  sich  die  Gleichung 
der  Fläche  auf  die  Form 

mXj^Xj^  = X3(ox,^  + bXj^Xj)  + X4(cx,  Xj’  -j-  dx./). 

Die  Ebenen  Xj  = 0,  x^  = 0 berühren  die  Fläche  längs  der 
ganzen  Erstreckung  der  Geraden  Xj  = x,  = 0,  x,  = x,  ■=  0 
respective,  die  Fläche  hat  also  vier  Erzeugende  von  der  Singu- 
larität, die  wir  als  torsal  bezeichnen  können  oder  längs  wel- 
cher sie  sich  einer  dcveloppabeln  Fläche  anschniiegl. 

Man  kann  die  Fläche  nach  der  Methode  des  Artik.  212.  er- 
zeugen, indem  man  die  dreifache  Gerade  und  ein  Paar  ebene 
Schnitte  derselben  als  Eeitcurven  wälilt,  also  ebene  Curven  vierter 
Ordnung  mit  dreifachem  Punkt,  <lie  sich  in  der  Schnittlinie  ihrer 
Ebenen  schneiden,  und  mit  der  Verbindungslinie  ihrer  dreifachen 
Punkte  als  dritter  Leitlinie.  Itenken  wir  aber  die  ebenen  Schnitte 
als  solclie,  die  durch  ein  Paar  Erzeugende  der  Fläche  aus  einem 
Punkle  der  dreifachen  Linie  gehen,  also  Kegelschnitte  ausser 
diesen,  so  erhalten  wir  die  einfachere  Entstellung  der  Fläche  aus 
zwei  Kegelschnitten  und  einer  beide  schneidenden  Geraden. 

Man  erhält  die  Gleichung  einer  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
einer  dreifachen  Geraden  auch  durch  Elimination  eines  Parameters 
zwischen  den  Gleichungen  von  zwei  Ebenen,  in  deren  einer  er 
im  ersten,  in  der  andern  aber  iin  dritten  Grade  enthalten  ist; 
also  etwa  zwischen 

ilx,  -)-  Xj  ==  0,  Pu  -f-  Pv  -f-  Ax^  -f"  *3  = Ö; 
d.  h.  sie  ist  erzeugt  durch  die  Schnittlinien  der  Ebenen  eines 
Büschels  mit  (Art.  78.)  den  entsprechenden  Schmiegungsebenen 
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einer  Uauineurve  drillcr  Ordming  oder  den  Tangentialebenen  einer 
Ucvelopiiabeln  vierter  Ordnung.  Die  vier  Sclinillpiinkte  der  Sebei- 
telkante  des  Büschels  mit  derselben  sind  die  oben  erwähnten  vier 
singidärcn  (lursaleii)  l’utiklc  der  dreiracben  Geraden. 

300.  Wir  kehren  zurück  zur  Gleichung 

und  unterscheiden  die  Fälle  eines  versehwindenden  und  eines  niclil 
verschwindenden  m,  oder  in  der  zuerst  gegebenen  Form,  wir 
trennen  den  Fail,  wo  in  der  Form 

(ox,  4-  ^Xj)«,  + {yx^  + dxj)»3 
ausgedrückt  werden  kann,  von  dem , wo  diess  nicht  möglich  ist. 

Wenn  m verschwindet,  II)  so  enthält  die  Fläche  die  Gerade 
jt3  = x,  =0,  die  die  dreifache  Gerade  nicht  schneidet;  im  an- 
dern Falle  I)  giebt  es  eine  solche  Gerade  in  der  Fläche  nicht. 
Die  Kxistenz  einer  solchen  Geraden  fordert  eine  dreifache  Linie 
in  der  Reciprocalflächc  und  umgekehrt.  Denn  jede  durch  die 
dreifache  Linie  gelegte  Ebene  schneidet  die  Fläche  in  einer  Er- 
zeugenden und  in  der  reciproken  Fläche  entspriclit  ihr  eine  Ge- 
rade, durch  deren  Punkte  je  eine  Erzeugende  geht,  d.  h.  die 
eine  einfache  Linie  in  der  Fläche  ist. 

W'enn  umgekehrt  eine  Itcgelfläche  vierten  Grades  eine  gerade 
Leitlinie  enthält,  so  wird  sie  von  jeder  durch  dieselbe  gehenden 
Ebene  in  einer  Geraden  und  eine  Curve  dritter  Ordnung  ge- 
schnitten und  in  den  drei  Punkten  von  derselben  berührt,  wo 
beide  sich  schneiden  Weil  also  jede  Ebene  durch  diese  Gerade 
eine  dreifache  Tangentialebene  ist,  so  ist  die  correspondierende 
Gerade  in  der  Reciprocalfläche  eine  aus  lauter  dreifachen  Punkten 
bestehende,  also  eine  dreifache  Gerade.  Im  Falle  des  ver- 
schwindenden m ist  daher  die  Gleichung  der  Recipro- 
calfläcbe  auf  dieselbe  allgemeine  Form  reducierbar, 
wie  die  der  Originalfläche. 

In  dem  allgemeinen  Falle  1)  können  wir  in  folgender 
Art  die  Natur  der  Doppclcurve  der  Reciprocallläche  erkennen. 
Durch  jeden  Punkt  der  dreifachen  Linie  gehen  drei  Erzeugende; 
betrachten  wir  den  Schnitt,  welchen  die  Ebene  von  zweien  unter 
ihnen  bildet,  so  besteht  derselbe  aus  zwei  geraden  Linien  und 
einem  durch  ihren  Schnittpunkt  gehenden  Kegelschnitt  und  die 
Ebene  berührt  die  Fläche  in  den  beiden  Punkten,  wo  die  Er- 
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/fiigvtKk-n  (len  Kogelsclinilt  ferner  schneiden.  Somit  gehen  durcli 
jeden  Punkt  der  dreifachen  Linie  drei  doppelt  berührende  Ebenen 
an  die  Itegelfläche;  und  in  der  reciproken  Figur  schneidet  somit 
jede  durch  die  enlsprechendc  Linie  gehende  Ebene  drei  Doppel- 
punkte aus  oder  srlineidet  ilie  Doppelciirve  der  Heciprocainäclie 
dreimal.  Diese  ist  somit  eine  rtaumeurve  dritter  Ordnung. 
Wir  wollen  diess  Kesiillat  durch  die  wirkliclie  Bildung  der  Gleichung 
der  Reciprocallläche  bestätigen  und  bemerken  nur  noch,  dass  das 
ge^^onnene  Ergebniss  modinciert  wird,  wenn  die  betrachtete  Regel- 
lläche  eine  einfache  gerade  Leitlinie  liat,  weil  dann  die  drei  Er- 
zeugenden aus  einem  Punkte  der  dreifachen  Linie  in  einer  Ebene 
liegen. 

Wenn  wir  in  die  Gleichung  der  Regelfläche  arj  = Ax,  ein- 
setzen,  so  sehen  wir,  dass  jede  Erzeugende  durch  zwei  Gleichungen 
von  (Ter  Form 

Xj  = ixi,  = Xj(a  -f-  bX)  -}-  -f-  dX^) 

gegeben  wird  und  also  die  Punkte 

X|  = fl  -|-  6A,  Xj  = A(fl  ftA),  X,  = »lA't,  x^  = U ; 

X,  = c -f-  dA,  X,  = A (c  -f-  dA) , Xj  = 0 , x^  = m 

verbindet.  Die  reciproke  Gerade  ist  folglich  der  Durchschnitt  der 
Ebenen 

(x, + Ax2)(fl-f-ftA)  fliA’xj  = 0,  (.r, -{-Axj)  (c-f-rfA)  -|-  mx^  = 0 

und  die  Elimination  von  A zwischen  diesen  Gleichungen  liefert  die 
Gleichung  der  reciproken  Fläche.  Wenn  wir  aber  die.  durch  den 
Schnitt  entsprechender  Tangentialebenen  der  Kegel 

A^X,  -1-AX5-}-X3=Ü.  A^u-|-Ap-(-X4=0 

erzeugte  Fläche  betrachten,  so  ist  es  die  Fläche  vierter  Ordnung 
(x,  X,  — = (x.jX^  — x^v)  (x,  e — x,u', 

welche  eine  Raiimcurve  dritter  Ordnung  zur  Doppelcurve  hat, 
weil  die  drei  Flächen  zweiten  Grades  XjX^  = «X3,  XjX^  = exj, 
X, f>  = XjM  eine  solche  gemein  haben,  da  ihre  Gleichungen  in 
der  Form  u : x,  = » ; Xj  = x^  : Xj  gescl»ieben  werden  können. 
In  dem  hier  betrachteten  b'allc  erhalten  wir 

^m^XjX^  -|-  meX/Xj  -j-  mbx.^x^  -|-  [bc  — fld)x,Xj|^ 

==  |dmx,X3  -|-  cmx^x^  -j-  (bc  — nd)x,j^j 
|6mx,X4  + omXjX^  -)-  (bc  — nd)x,’|. 
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Sic  wird  ITir  das  Verscliwiiidcn  rnii  m illiisorisrli  und  wir  iiiüsscn 
in  diesem  Falle  II)  auf  die  iirsprQiiglirlie  Form  der  Gleirliungen  einer 
Krzengenden  zurück  gehen,  wehdie  giebt 

Xj  = Xx^ , (ö  -j-  bX)x^  A*(c  -f-  dk)x^  = 0. 

Die  Frzeiigende  der  Redprocalfläclic  ist  daher 

ia:,  a;,  = 0,  -j-  dX)x2  = (o  + bX)x^ 

und  diu  K ec iprocal fläche  ist  mit  der  ursprünglichen 
von  der  nämlichen  Natur.  Beide  so  gefundene  Arien  von 
Kegelllächen  vierten  Grades  liefern  Unterarten  durch  das  einzelne 
oder  gleichzeitige  Verschwinden  von  b oder  c.  In  diesen  Fällen 
hat  die  dreifache  Uinie  entweder  einen  Funkt  oder  zwei  Punkte, 
in  welchen  alle  drei  Tangentialebenen  zusammenfallen.  Nach  der 
in  Art.  290.  hezeichneten  Entsteluingsart  wird  die  feste  Gerade 
die  Developpable  berühren,  so  dass  entweder  ein  oder  zw  ef  Paar 
der  Torsal-Piinkle  zusammenfallen. 

391.  Ausser  den  beiden  vorher  besprochenen  Classen  biqua- 
dralischer  Regclflächen  mit  einer  dreifachen  Geraden  sind  zwei 
aiulere  anfziizählen.  III.  Wenn  w,  und  t’j  einen  gemeinschaftlichen 
Factor  besilzen  oder  wenn  ad  = bc  ist  in  der  vorentwickellen 
Gleichung.  Die  Gleichung  ist  dann  auf  die  Form  redneierbar 
mx^'^xj^  = [ax^  -{-  bx^  J3  -f* 

In  diesem  Falle  berührt  nach  der  Erzeugungsweise  von  An.  299. 
die  feste  Gerade  die  developpable  Fläche  und  dazu  fällt  die  Er- 
zeugende der  Regeilläche  einmal  mit  der  festen  Geraden  zusam- 
men, indess  «a-,  -|-  bx^  = 0 die  entsprechende  Tangentialebene, 
ist,  welche  in  ihrer  ganzen  Länge  osculiert.  Diu  Gleichung  der 
reciproken  Fläche  ist 

(ma'jo:,  -|-  -j-  bx^Xf)^  = x^x^{ax2  -f- 

und  wir  sehen  ans  ihr,  dass  sie  den  Kegelschnitt  oXj-f-6x,==ü. 
fflX3X4  -f-  nX|X3  -f-  ftxjx,  = 0 nnd  die  gerade  Linie  X3=X4  = 0, 
die  ihn  .schneidet,  zn  Doppeilinien  hat. 

Diese  Art  der  hiquadratischeii  Rcgeilläclieii  umfasst  eine 
Unterart  entsprechend  dem  Falle  wo  Wj-f-Auj  einen  vollständigen 
Guhus  darstellcn  kann.  Dann  ist  die  Gleichung  der  Fläche  auf 

mx/  = X,  (Xi’x,  -f 

redneierbar , deren  Reciproralfläche  ist 
(x,xj  — mx^Y  = 
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IV.  Wt'iiti  i<3  mul  ('3  ein  l’iiar  guiiieiii^ame  Faclumi  licsilzm, 
so  kann  dio  GlficlMiii»  (U'r  Fläilie  auf  die  Form 

= (na:,'^  -f"  6a;, Xj  -j-  cxj’)  (x,  Xj  -|-  XjX.,) 
gebracht  werden,  wciclie  eine  Heciproke  von  der  nämlichen 
Gleichungsrorm  hervorrnfl. 

V.  Wenn  schliesslich  h,  und  Cj  einen  ipiatlralischcn  Factor 
gemein  haben,  so  nimmt  die  (tieichmig  die  Form  an 

x^^x^  = (rtX|  -j-  6x3)^  (^1  “t"  XjX,), 

die  auch  ihre  eigene  Keciproke  ist.  In  diesem  Falle  vereinigen 
sich  zwei  der  drei  Mäntel,  welche  sich  in  der  dreifachen  Linie 
durchsetzen,  in  einen,  der  als  cuspidal  hezeichnet  werden  kann*). 

In  dem  Falle,  wo  . e,  drei  gemeinsame  Facloren  besässen, 
erhielte  man  eine  Kegelllärhe;  derselbe  gehört  also  nicht  hieher. 

302.  Wir  gehen  zu  den  hiqnadralisrhen  Regelflächen  weiter, 
w eiche  nur  Doppclli n ien  enihallen.  Wenn  eine  Fläche  vierter 
Ordnung  eine  nicht  ebene  Doppclcurve  enthält,  so  ist  cs  in  der 
Regel  eine  gradlinige  Fläche.  Denn  wenn  w ir  einen  festen  Punkt 
der  Doppcilinie  annelimen,  so  hieiht  nur  eine  Redingung  zu  er- 
fiillen,  damit  eine  von  ihm  nach  einem  beweglichen  Punkt  der 
Poppellinie  gehende  Gerade  der  Fläche  ganz  angeliöre;  und  diese 
eine  Bedingung  kann  in  der  Regel  mittelst  eines  veränderlichen 
Parameters  erffillt  werden,  welcher  die  Bewegung  iles  veränder- 
lichen Punktes  in  der  Doppelcurve  regelt.  So  enthält  die  Fläche 
unendlich  viele  Gerade  und  ist  daher  eine  Regelfläche.  Fine  Aus- 
nahme tritt  ein,  wenn  die  Fläche  drei  gerade  Doppcilinien 
hat,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Dann  besteht  <lcr 
durch  die  Ebene  von  zweien  derselben  erzeugte  Onerschnitt  aus 
den  zweifach  zählenden  Linien  selbst  und  es  liegt  keine  sie  diirrh- 
schneidende  Gerade  in  der  Fläche.  Diess  ist  die  schon  im  Art. 
268,2.  erwähnte  Fläche  vierter  Ordnung  von  Steiner.  Für 
X,  = 0,  Xj  = 0,  X3  = 0 als  die  Ebenen  der  Doppelgeraden  in 
Paaren  kann  ihre  Gleichung  in  der  Form 

OXj^X,'*  ÖX^-X,^  -(-  CXi^Xj*  -|-  2rfX,  X.^.TjX,  = 0 

geschriehen  werden. 


•)  Die  Arten  I,  II,  III,  IV  cntaprcclicn  den  von  Cayley  als  9'«, 
;d* , 12t«  und  6t«,  von  Cremon  a als  8*«,  9to^  3if  und  10t«  bezeiclineten.  Die 
V tc  lässt  sich  als  Unterart  der  IVten  auffassen,  wenn  man  will. 
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Wir  iinlürfiiK  luMi  imii  di«  atidi'iii  Fälle  von  Flächen  vierter 
Ordnung  mit  lloppelciirven  und  beginnen  mit  denjenigen,  in  wel- 
chen ilie  |lop|ielcn  rvc  eine  Linie  dritter  Ordnung  ist.  Iler 
Fall  von  drei  Geraden,  von  denen  keine  zwei  in  derselbeti  Ebene 
liegen,  ist  nicbt  zu  erörtern,  weil  leicht  erkannt  wird,  dass  die 
entsprechende  Fläche  vierter  Ordnung  mir  die  zweimal  gezählte 
Fläche  zweiter  Ordnung  ist,  welche  die  drei  Geraden  als  Leit- 
linien bestimmen.  Wir  beginnen  mit  dem  Falle  (VI,  VII),  in 
welchem  die  Doppellinie  eine  eigentliche  Ciirve  dritter 
Ordnung  ist. 

Man  kann  eine  solche  Gurve  durih  die  drei  Gleichungen 

— Xj*  = 0,  — x.^x^  = 0,  — Xj®  = 0 

ausdrücken,  in  w eichen  x,  = 0 und  x^  = 0 irgend  zwei  Schmie- 
gungsebeiien  der  Gurve  sind;  so  dass  die  Goordinalen  eines  Punktes 
durch 

X|  : Xj  : X3  : Xj  = A®  : A’  : i : 1 

dargestellt  werden,  ßezeichnen  wir  dann  XjX,  — X3®,  x.,X3  — .r,X4, 
.rjXj  — Xj®  abkürzend  durch  y^,  y^.  respective.  so  ist  eine  Fläche 
vierter  Ordnung,  die  diese  Gurve  zur  Doppellinie  hat,  durch  eine 
(piadratische  homogene  Function 

“My|’  + "22y2’  + «33y3’  + 2nj3y2y3  + 2n,3y,y3  + 2a,jy,Sfj  = 0 

repräsentiert.  Die  Goordinaten  eines  Punktes  in  der  Verbindungs- 
linie von  zwei  Punkten  >1,  y der  Gurve  sind  von  der  Form 
P + Cp®,  -f  Cp®,  A -f  Cp,.  1 -f-  C 
und  ihre  Substitution  in  die  Grössen  t/, , y.,,  ^3  macht  diese  zu 
Produeten  von 

Ap,  A -4-  p,  I 

in  den  gemeinsamen  Factor  C®(A  — p)®.  Die  Hcdingiing,  unter 
welcher  die  gerade  Linie  A,  p der  Fläche  vierter  Ordnung  ganz 
angehürt,  ist 

"1  i^V’+«22(^+f‘)^+"33+  ^"23(^  + f*)+  2o|  :iAp+2a,  jAp(A-fp)  = 0. 
Aus  ihr  wird  zu  dem  Punkte  A ein  Paar  von  Punkten  p der  Gurve 
dritter  Ordnung  gcrunden,  deren  Verbindungslinien  mit  ihm  ganz 
in  der  Fläche  liegen.  Die  Fläche  ist  also  eine  geradlinige  Fläche 
und  durch  jeden  Punkt  der  Gurve  gehen  zwei  Erzeugende,  die 
dieselbe  je  noch  einmal  schneiden. 
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Dil'  sechs  (ioonlinaleii  (Bil.  1,  Art.  51.).  /'jj. 
p„, , /jj,  der  (ieraileii  A,  /t  simi  die  l’rodnctc  des  genieiiisaineti 
Kaclors  A — ^ in  die  firösscn 

A^ft^,  Afi,  Aii(A-)-f4),  A* -f- A|w -f- !• 
und  die  gerundeiic  liediiigiiiig  ist  eine  lineare  Knnclioii  dieser 
Conrdinalen.  Man  kann  also  sagen,  dass  eine  It egell'lä c he 
vierten  Gi’ades  von  denjenigen  l'ieraden  er/.engl  wird, 
vv  eiche  eine  Hanjncnrve  driller  Ordnung  zweimal  schnei- 
den unil  deren  sechs  üuurdinaten  diirrh  eine  lineare  Itclatiun 
verbunden  sind,  oder  die  einem  linearen  Oomplex  ange- 
hören*). Die  Relation  a,,  A*m^ -|- eir.  = 0 ist  in  der  That  mit 

"2sPi4  + ^''m/'ji+  “saPai + ("•«+  2«,3)/)j3-f2<i,,/)3,-|-a|,  p,j  = 0 
identisch. 

Da  wir  wissen  (Art.  .52.,  Bd.  1),  dass  die  Bedingung  des 
Durchschneidens  mit  einer  festen  Geraden  ein  spccicller  l''all  der 
linearen  Relation  zwischen  den  sechs  Goordiuatcn  einer  Geraden 
ist,  so  ergiehl  sich  ans  dem  Vorigen  iinndttclbar,  dass  alle  Er- 
zeugenden der  Regelllärhe  eine  feste  Gerade  schneiden,  wenn  die 
Fartoren  der  /),j,  p^f , p.^,,  /i,,  seihst  die  sechs  Goordi- 

natcn  einer  Geraden  sind,  d.  h.  wenn  (VII)  die  Bedingung  erffdlt 
wird 

Ojj((Ij3  -f-  2a, j)  -)-  drtjjOjj  + «II  “33  “= 

In  diesem  Falle  erhellt  aus  Art.  300.,  dass  die  Rcciproke  der 
Hegelflächc  eine  dreifache  Gerade  enihält,  so  dass  sie  in  der  That 
zu  der  dort  erst  betrachteten  Art  von  Regelllächen  vierten  Grades 
gehört. 

.303.  Um  die  Gleichung  der  Reci  pro cal fläche  im  all- 
gemeinen Falle  VI  zu  rinden,  hemerken  wir,  dass  der  Er- 
zeugenden (A®,  A’,  A,  1),  1)  in  ihr  die  Erzeugende  von 

den  Gleichungen 

ar,  A’  -j-  XjA’  -(-  a;3A  = 0,  x,  p’  -j-  Xjp’  -f-  X3p-f-x,  = 0 

entspricht  und  dass  die  Elimination  von  A und  p zwischen  diesen 
Gleichungen  und  der  A,  p vcrhindendeii  Relation  des  vorigen  Art. 
die  Gleichung  der  Reciprokcii  liefert.  Gayley  hat  diese  Elimiiia- 


*)  Cayley  sagt  von  Strahlen,  deren  sechs  Coordinaten  durch  eine 
lineare  Kelation  verbunden  sind,  dass  sie  eine  Involution  bilden.  (Vcrgl. 
Art.  286.) 
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tinn  (InrdiKcrrilirl  mul  grrmidcm,  dass  di«!  rraglichi;  Gleicliung  von 
derselben  Korm  mil  der  iirs|trriiiglirlien  ist  und  dieselben  Coefd- 
cienten  bal,  sodass  dieselbe  Regelfläche,  die  durch  diu 
Geraden  eines  linearen  Goinplexes  oder  einer  Involution 
erzeugt  wird,  welche  eine  feste  Raumctirve  dritter  Ord- 
nung zwei  mal  sc b n ei d e n,  auch  durch  diejenigen  Strah- 
len des  Goniplcxes  gebildet  wird,  welche  in  zwei 
Schmiegungsebenen  einer  Curve  drjttcr  Ordnung 
liegen. 

Die  fundamentale  Eintheihing  der  Regelllächen  vierten  Grades 
mit  Doppelcnrvc  dritter  Ordnung  trennt  sie  also  in  solche, 
deren  Reciproke  von  der  gleichen  Form  sind  (VI)  und 
solche,  deren  Reciproke  eine  dreifache  Gerade  ent- 
halten (VII).  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  allgemeine  Form  der 
Gleiclning  der  Rcciproken  die  Grösse 

"2/  4"  ^“22“l3  “I"  ‘^<’23"l2  + «,.  “33 

als  einen  Factor  enthält,  deren  Verschwinden  die  Regelfläche  der 
letzten  Art  angehörig  macht. 

Beide  Arten  können  durch  eine  Gerade  erzeugt  werden,  welche 
eine  Ranmeurve  dritter  Ordnung  zweifach  und  ausserdem  einen 
dieselbe  zweimal  schneidenden  Kegelschnitt  oder  andernfalls  eine 
gerade^  Linie  schneidet.  *} 

304.  Die  Annahme  ü = ^ bezeichnet  die  Funkte,  in  wel- 
chen eine  Erzeugende  der  Fläche  mit  einer  Tangente  der  Curve 
ilritter  Ordnung  zusammenfälll.  Da  die  entsprechende  Gleichung 
vom  vierten  Grade  ist,  so  sehen  wir,  dass  der  Durchschnitt  der 
Regelfläche  mit  der  Developpabeln  = 0,  welche  die 

Curve  dritter  Ordnung  zur  Rückkehrkanic  hat , von  dieser  und 
von  vier  Erzeugenden  gebildet  wird. 

Es  giebt  vier  Cuspidal-l’unkle  der  Doppelcnrve,  in 
denen  die  beiden  Tangentialebenen  der  Regelfläche 
Zusammenfällen  — Punkte,  welche  Cayley  Pinch-Points  d.  i. 
Klemm-  oder  Zwick-Punkte  genannt  hat;  man  ('rhiUl  sie  aus  der 
Bedingung  des  Art.  302.,  indem  man  dieselbe  nach  Potenzen  von 
fl  ordnet 

Die  Arten  VI,  VII  entsprechen  der  10^®  und  8**“  Art  von 
Cayley,  der  l*®®  uud  von  Cremona. 
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+ 2a,j^  + 

4"  2fi  4-  (a.j2  4"  “13)^  4“  “23}  4“  "22 ^*4“ 2 «53!  + 0^3  = 

und  die  Discrinüiiante  bildet,  als»  aus 

-f"  2a,jl  -j-  «3j)  + «33) 

= 4"  (“22  4"  «13)^  4"  “23}*- 

Man  kann  die  Fuiidanientalebeneii  so  uälilen,  dass  einer  dieser 
vier  [’unkle  dem  IVerthe  i = 0 entspricht  und  dass  der  andere 
Si'liidtlpunkt  der  Erzeugenden  diircli  ihn  den  VAVrth  p = 00  hat; 
dazu  ist  erforderlich,  dass  a,j  = 0,  Oj.j  = 0 sind.  Die  Gleichung 
der  Regelfläche  kann  also  immer  in  die  Form 

“11^1*  4-  «33i'3*  4-  2a„!/,!/3  4-  ‘^"12!/, 1/2  ==  0 

gebracht  werden. 

Oder  indem  man  die  Fundamenlaiebenen  so  wählt,  dass  zwei 
der  vier  Funkte  durch  A = 0,  1 = oc  bezeichnet  sind,  wird  die 
Gleichung 

+ Oj3j^3)*  = 4/j^!/,!/r 

Wir  erhalten  eine  Unterart  der  Regelfläche,  wenn  in  die.ser 
Gleichung  entweder  n,,  oder  «33  verschwindet,  da  dann  zwei 
der  vier  Ciispidalpunk  te  der  Doppelciirve  zusammen- 
fallen und  die  Erzeugende  in  diesem  Punkte  also  eine  Erzeugende 
ihrer  lleveloppaheln  ist,  so  dass  zwischen  der  Regelfläche  und 
dieser  Developpaheln  die  Tangentialebene  der  Letztem  gemein- 
sam ist. 

Es  kann  sich  noch  ein  dritter  der  Cuspidal-  oder 
Pinch-Fii  nkle  mit  jenem  vereinigen,  wenn  n^.^  = b ist,  und 
die  Regelfläche  wird  endlich  zur  Developpaheln,  wenn  sowohl 
als  «33  verschwindet,  nämlich  zu  i/j*  — 4y, y3  = 0. 

,305.  Die  nächste  Art  der  hier  untersuchten  Regelflächen 
(VIII,  IX)  ist  durch  eine  aus  einem  Kegelschnitt  und  einer  ihn 
schneidenden  Geraden  (denn  der  Kegelschnitt  enthält  alle  Schnitt- 
punkte seiner  Ebene  mit  der  Fläche)  zusammengesetzte  Doppel- 
curve  charakterisiert.  Diese  Regelfläche  wird  durch  eine  gerade 
Linie  erzeugt,  welche  zwei  sich  doppelt  schneidenile  Kegcl.schnitle 
und  eine  jedem  derselben  begegnende  Gerade  stets  schneidet. 
Man  erkennt,  dass  die  allgemeinste  Gleichung  einer  solchen  Regel- 
fläche  immer  auf  die  Form 

(a'i  X3  4"  01  a.'2 (a'i a.3  x^'^)  -|-  x^~{ux^x.j  -j-  — 0 
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reducicrl  werden  kann,  wo  ar|  arg  — a",-  = 0,  ar^  = 0 den  Dop- 
pelkegelscliniU  und  a:,  = arj  ■=  0 die  Dnppellinie  bezeichnen  und 
Xg  = 0,  Xg  = 0 eine  Erzeugende  ist. 

Nehmen  wir  irgend  einen  Punkt  des  Kegelsclinilts  von  den 
Coordinaten  l,  1,  0 und  eieien  Punkt  Xg=^iX4  in  der  geraden 
Linie  x,  x.^  = 0,  so  liegt  die  Verbindungslinie  von  l>eiden  ganz 
in  der  belraeliteten  Eläciic,  wenn  man  hat 

-f-  jTiAft  a ^ 6 = 0. 

Also  gellen  durrli  jeden  Punkt  der  Ooppelgcraden  wie  des  |)op- 
pelkegelsehnills  zwei  Erzeugende  der  Fläelie. 

Indem  w ir  zwisciien  der  vorigen  Gleicimng  und  den  Gleichungen 

V^X,  + AXj  -f  Xg  = 0,  flXg  + X^  = 0 

die  H , fl  eliminieren,  eiiialtcn  wir  die  Gleirhung  der  redproken 
Fläche  in  der  Form 

(bx,Xg  — aTji*)'-*  — x.g(tix,  Xg  — .T^*)  (bx.j  -j-  ma-^  — aXg) 

-j-  X,  Xg(bXg  -f-  wix^  — «arg)*  = 0, 

welches  eine  Hegellläche  derselben  Art  (VIII)  ist,  so  lange  nicht 
b = 0 ist.  Sie  hat  den  Doppelkegcischnitt  und  die  üoppelgerade 
respective 

6X,  Xg  = 0,  bXj  + »1X4 «Xg  = 0;  Xg  ==0,_  X4  = 0. 

Ist  aber  b — 0,  so  entsteht  der  Fall  IX,  die  rcciproke  Fläche 
hat  eine  dreifache  Gerade  und  ist  von  der  dritten  friiher  betrach- 
teten Art.  Die  VIIP”  und  I.X*®  Art  entsprechen  der  7*®“  und  11*'“ 
von  Caj'ley,  der  2‘®“  und  4*'“  von  Cremona.  Es  gieht  einen 
Guspidal-  oder  Zwick-Pnnkt  im  Kegelschnitt  und  zwei 
solche  Punkte  in  der  Geraden. 

Eine  Unterart  entspriclit  der  Relation  m*  >=  4b  oder  der 
Gleichungsrorm 

(x,Xg  — Xj^  -)-  mXjX^y  = aXf^Xf  Xj, 

in  welchem  F'alle  nur  ein  solcher  Cuspidalpunkt  vorhanden 
ist,  und  zwar  in  der  geraden  Linie. 

306.  Wir  hctrachten  demnächst  den  •Fall  (X),  wo  der  Kegel- 
schnitt in  ein  Linienpaar  degeneriert,  d.  h.  wo  drei  Doppel - 
gerade  vorhanden  sind , von  denen  eine  die  bei  den  andern 
schneidet.  Diese  Art  ist  ein  specieller  Fall  der  nachher  zu  he- 
trachteuden,  in  welcher  die  Regelflärhe  durch  eine  Gerade  erzeugt 
wird , die  zwei  sich  nichl  schneidende  Gerade  stets  trifl't.  Wenn 
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dabei  zwei  Lagen  der  Erzeugenden  znsainmenrallen  können,  so 
dass  eine  doppelle  Erzeugende  entslelit,  so  ist  die  Eläclie  von 
der  jetzt  zu  betraelitcnden  Art.  So  z.  ü.  ist  die  RegelHäcbe, 
welche  eine  Gerade  erzeugt,  die  zwei  feste  witidsdiiefc  Gerade  und 
einen  Kegelsclinill  stets  sclineidet  (Arl.  213.).  vom  vierlen  Grade 
und  hat  die  zwei  Geraden  zu  l)op|)elliiiien,  ebenso  aber  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Sciinitlpunkle  der  geraden  Leitlinien  mit 
der  Ebene  des  Kegelschnitts.  IHc  allgemeine  Gleichung  kann  wie 
im  vorigen  Art.  geschrieben  werden 

die  Gerade  a:,  ==<tarj,  Xj  = ,u.Tj  ist  eine  Erzeugende,  wenn 
man  hat 

-f-  mlp  -j-  ni  -j-  6 = 0. 

und  die  Reciproke  ist 

-f-  -f-  a:, X3'(6a:|  — oaTj)  = 0, 

d.  b.  sie  ist  von  derselben  Art  mit  dem  Üriginal.  Es  ist  die 
Art  von  Cayley  und  die  5'®  von  Gr  emo  na.  Wie  vorher  kann 
die  Form 

(x,X3  — ^2^4)^  ~ aXjXjXj* 

als  ein  Specialfall  betrachtet  werden. 

307.  Wir  geben  nun  zu  dem  allgemeinen  Fall  von  zwei 
windschiefen  Doppcigeraden  über  (XI),  Gayley’s  1‘®'  Cre- 
mona's  11*®'  Art.  .Man  erzeugt  diese  Regelfl.iche,  indem  man 
eine  ebene  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  und 
zwei  Gerade  durch  je  einen  dieser  Doppelpunkte  als  Leitlinien 
nimmt.  Wenn  die  Gurve  einen  dritten  Doppelpunkt  hat,  so  er- 
halten wir  die  Art  des  vorigen  Artikels  wieder.  Die  allgemeine 
Gleichung  ist 

X,’-*(oX3*  -f-  2AX3X4  -|-  Ö-T^*)  -j-  2x,X2(a'Xj^  -f-  2A'x.,.t,  -f-  ö'x^®) 

+ xyia'xa*  -f  2h"x^x^  -f  b"x/)  = 0, 

und  ihre  Reciproke  hat  die.«elbe  P'orm.  Die  Fläche  hat  in  jeder 
der  Geraden  vier  Guspidalpiinkte  und  mit  dem  Zusammen- 
fällen von  zwei  oder  mehreren  dieser  Punkte  sind  Unterarten 
charakterisiert. 

In  der  Leitcurve  vierter  Ordnung  können  aber  die  beiden 
Doppelpunkte  zu  einem  Herührungsknoten  znsammenrücken,  und  es 
entsteht  dann  eine  Regellläche  (XII)  mit  zwei  zusa  m inen  fallen- 
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den  Doppellinien  (Cayley’s  4‘®,  Cremona’s  12*' Art),  deren 
allgemeine  Gleichung  in  der  Form 

“4  + (“^2^4  — ^l*s)“2  + (*2“^4  — ^1 
darstellbar  ist,  mit  und  u.^  als  binären  Formen  vierlen  nnil 
zweiten  Grades  in  a:*,  und  und  deren  lleciproke  voti  der  gleieben 
Form  ist. 

Auch  kann  diese  Art  der  Regelflächen  vierten  Grades  eine 
doppelte  Frzeiigende  haben;  wie  es  der  Fall  sein  wird,  wenn 
ein  Factor  x.^  — «x,  von  zweifach  als  Factor  in  enthalten 

ist.  (XIII.)  Dann  ist  olTenhar  die  Gerade 

Xj  — «X,  = 0,  ax^  — Xj  = 0 
eine  Doppellinie  der  Fläche.  Es  ist  Cayley 's  5*'  Cr  ein  ona  ’s  6"  Art. 

Jede  Uegellläche  vierten  Grades  kann  unter  eine  der  hier 
aufgezählten  Arten  eingereiht  werden. 

308.  Die  einzigen  Flächen  vierter  Ordnung  mit  Knolen- 
linien,  welche  bisher  nicht  betrachtid  w urden,  sind  diejenigen,  welche 
eine  gerade  Doppellinie  oder  einen  doppelten  Kegel- 
schnitt besitzen.  In  jedem  Falle  enthält  die  Fläche  eine  end- 
liche Anzahl  gerader  Linien.  Denn  betrachten  wir  einen 
willkürlichen  Punkt  der  Doppelgeradcn  und  einen  gleichralls  will- 
kürlichen Punkt  in  einem  ebenen  Querschnitt  der  Fläche,  so 
schneidet  die  Verbindungslinie  beider  die  Fläche  nur  noch  in 
einem  weiteren  Punkt.  Nach  der  Methode  von  Joachimsthal 
erhält  man  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  dieses  Punktes  mit- 
telst der  Coordinaten  beider  gegebenen  Punkte  eine  einfache 
Gleichung.  Damit  die  Linie  ganz  in  der  Fläche  liege,  müssen 
beide  Glieder  derselben  verschwinden,  d.  h.  es  müssen  zwei  Be- 
dingungen erfüllt  sein.  Lind  da  zwei  Parameter  zu  unserer  Dis- 
position sind,  so  können  wir  denselben  in  einer  endlichen  Anzahl 
von  Arten  genügen.  Dasselbe  Argument  zeigt,  dass  die  Existenz 
einer  (n  — 2)  fachen  Linie  in  einer  Fläche  n*®'  Ordnung  cs  mit 
sich  bringt,  dass  die  Fläche  gerade  Linien  enthält.  Ist  die  viel- 
fache Linie  gerade,  so  zeigt  man  in  dem  Wege  des  Art.  281. 
sofort,  dass  die  Zahl  solcher  geraden  Linien  2(3n  — 4)ist.  Wenn 
die  vielfache  Linie  nicht  eben  ist,  oder  wenn  die  Fläche  ausser 
ihr  eine  andere  vielfache  Linie  enthält , so  ist  .sie  im  Allgemeinen 
eine  Itegellläche.'*'*)  In  dem  Falle  der  Flächen  vierter  Ordnung  mit 
einer  geraden  Doppellinie  x,  — 0,  x^  — 0 setzen  wir  x.^  =Ax, 
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in  die  Gleichung  ein,  und  indem  wir  wie  in  Art.  281.  verfahren, 
flnden  wir,  dass  durch  die  Doppeliinie  acht  Ebenen  hindurch- 
gehen , von  denen  jede  die  Fläche  in  zwei  geraden  Linien  ausser 
ilir  sclineidet,  dass  es  also  scchszelin  geradeLinieii  ausser 
der  doppelten  Geraden  in  der  Fläche  giebt.'^^] 

Die  dreifach  berilhrenden  Ebenen  schneiden  diese  Fläche  in 
Kegelschnittpaaren,  deren  einer  Schnittpunkt  in  der  Doppelge- 
raden liegt;  und  jeder  dieser  Kegelschnitte  trifft  je  eine  Gerade 
jedes  Paares,  so  dass  beide  sie  alle  je  einmal  schneiden. 

Eine  solche  Fläche  mit  einer  doppelten  Geraden  ist  der  geo- 
metrische Ort  der  Krümmungskreise  der  Normalschnitte  in  einem 
nicht  singulären  Punkte  einer  algebraischen  Fläche. 

Für  die  Tangentialebene  als  Ebene  z = 0 und  die  beiden 
Hauptnormalschnitte  als  Ebenen  a:  = 0,  y — 0 von  rcchtwinke- 
ligen  Coordinaten,  für  9 als  den  Winkel  des  Normalschnittes  zur 
Ebene  xz  und  (p  als  den  Winkel,  den  der  Radius  zum  Punkte 
X,  y,  z des  Krümmungskreises  mit  der  Axe  z macht,  hat  man 
a:  = fl  sin  9P  cos  9,  y = fl  sin  sin  9,  i ■=  fl(l  -j-  cos  (p). 
Die  Verbindung  mit  der  Gleichung  des  Art.  32. 


1 

fl 


cos*9  sin^9 

e ‘ e' 


gestaltet  die  Elimination  von  9,  gp  und  r.  Man  erhält  als  Gleichung 
des  Ortes 

(x’  -f  y’  -f  z*)  (t>y’  -f  (fX^)  = 2pp'z(x2  -f-  y2); 
eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  der  Axe  z als  Doppellinie  und 
dem  Anfangspunkt  als  dreifachen  Punkt,  für  die  die  Bestinimungs- 
gleichung  der  in  Geraden  schneidenden  Ebenen  die  Form  erhält 
(1  +i’)3(9iJ  + p')  = 0, 

so  dass  sechs  Paare  der  Geraden  in  den  nach  den  Kreispunklen 
von  z = 0 gehenden  Ebenen  liegen,  die  letzten  aber  in  den 
Ebenen  ey’ + p'x’ = 0;  von  jeder  Gruppe  ein  Paar  insbeson- 
dere in  der  Ebene  z = 0. 

Eine  Fläche  derselben  Art  ist  auch  der  Ort  der  Krümmtings- 
millelpunkle  aller  Schnitte  durch  den  l’unkt  der  Fläche. 

.309.  Wir  unternehmen  cs  nicht,  eine  vollständige  Debcr- 
sicht  der  verschiedenen  Arten  von  Doppelcurven  in  einer  Fläche 
vierter  Ordnung  zu  gehen,  da  die  Zahl  derselben  sehr  gross  ist; 

Saliiiün,  anal.  Geom.  d,  KauineH.  II.  2.  Autl.  25 
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wir  wollen  mir  einige  der  Fälle  hervorhehen , welche'  in  einer 
vollständigen  Aufzählung  nothwendig  untersucht  werden  müssen.'’'*) 

Die  allgemeine  Gleichung  einer  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
einer  geraden  Doppeilinie  kann  geschrieben  werden 

“)  + + 'aV  + «a*3a'4  + = 0 

wenn  u^,  Uj,  etc.  Functionen  von  x^  und  vertreten,  welche 
den  Grad  der  bezüglichen  Indices  haben. 

Achten  wir  nun  auf  die  drei  letzten  Glieder  allein  und  be- 
zeichnen den  allgemeinen  Fall  als  den  1‘“”,  so  treten  folgende 
weitere  Fälle  hinzu:  2)  Wenn  die  drei  Functionen  /j,  i/j,  Pj  einen 
gemeinsamen  Factor  haben.  Dann  ist  eine  der  Tangentialebenen 
immer  dieselbe  längs  der  Doppeilinie  und  eine  der  sechszebn 
geraden  Linien  der  Fläche  fällt  mit  dieser  Geraden 
zusammen.  3)  Wenn  die  letzten  Glieder  durch  einen  Factor 
theilbar  sind,  der  a:,  oder  x^  nicht  enthält,  so  dass  sie  auf  die 
Form  [ax^  -f-  60:4)  (a-jUj  "I"  kommen.  4)  Wenn  sie  sowohl 
einen  gemeinsamen  Factor  in  ar,  und  x^  als  einen  solchen  in  x^ 
und  x^  besitzen,  d.  h.  wenn  die  Glieder  auf  die  Form 
(aa:,  -f-  bx^)  {ax^  -f  b'x^)  (x,!,  XjX,) 
reducibel  sind.  5)  Wenn  Uj,  v,  nur  durch  numerische  Facloren 
von  einander  verschieden  sind,  so  dass  dass  es  zwei  feste  Tan- 
gentialebenen längs  der  Doppellinie  giebt;  dabei  kann  der 
Fall  unterschieden  werden,  in  welchem  der  Factor  in  x,  und  x^ 
ein  vollkommenes  Quadrat  ist,  sodass  wir  haben  5a)  mit  Gliedern 
zweiten  Grades,  die  auf  die  Form  x,X2XjX4  reducierbar  sind, 
und  5b)  mit  der  entsprechenden  Reductionsform  x,  XjXj*.  6)  VVenn 
die  drei  Glieder  in  die  Factoren  (,t,  x, -j- ^2^4)  (‘*^3"i  + ^4  »1) 
zerfallen.  7)  Wenn  dieselben  ein  vollständiges  Quadrat  (x,X3-|-x2X4)’ 
bilden,  in  welchem  Falle  die  gerade  Doppellinie  cuspidal 
ist,  nämlich  so,  dass  die  Tangentialebenen  der  Fläche  in  jedem 
ihrer  Punkte  zusammenfallen,  während  sie  von  einem  Punkt  zum 
andern  variieren.  8 a)  und  86)  Wenn  dieselben  Glieder  auf  die 
Form  Xj’xjXj  oder  Xj’xj’  respective  gebracht  werden  können, 
sodass  die  Tangentialebene  längs  der  Cuspidallinie 
immer  dieselbe  ist. 

Diese  Aufzählung  erschöpft  die  Arten  nicht  vollständig,  und 
wir  haben  überdiess  dabei  alle  diejenigen  nicht  in  Betracht  ge- 
zogen, welche  aus  Milbeachtung  der  vorhergehenden  Glieder  ent- 
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springen,  z.  B.  wenn  ein  Farlor  (a:,*,  -f-  ausser  den  drei 

letzten  auch  den  Gliedern  (xjHj  + ar^rj)  angchürl. 

Aus  der  später  zu  entwickelnden  Theorie  der  lleciprocal- 
flächen  erhellt,  dass  eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
einer  gewöhnlichen  Doppelgeraden  von  der  zwanzig- 
sten Glasse  ist  und  dass  in  dem  Falle  der  Cuspidal- 
kante  die  Classe  auf  zwölf  rcduciert  wird. 

Es  wäre  nöthig  zu  untersuchen,  oh  die  Classe  nicht  zwischen 
beiden  Zahlen  liegende  Werthe  in  besondern  Fällen  anniinmt,  und 
ferner,  welche  Besonderheiten  der  Doppcllinie  zwischen  der 
Ciispidalkantc  und  demjenigen  Falle  vermitteln,  hei  welchem 
die  Fläche  zur  Begcllläche  wird  und  also  auch  von  der  vierten 
Classe  ist. 

310.  Eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einer  Dop- 
pelgeraden kann  noch  ausser  derselben  lloppelpunk  tc 
haben.  Zwei  von  den  acht  Ebenen  durch  die  Doppelgerade, 
welche  die  Fläche  in  l'aaren  von  geraden  Linien  schneiden,  fallen 
dann  immer  in  die  eine  Ebene  zusammen,  welche  die  Doppelge- 
rade mit  einem  der  Do]>pelpunkte  verbindet. 

Man  kann  die  Gleichung  einer  Fläche  vierter  Ordnung 
mit  einer  Doppelgeraden  und  vier  Doppelpunkten  aus 
den  Gleichungen  U = 0,  V=0,  W=0  von  «Irei  Flächen  zweiter 
Ordnung  sofort  bilden,  die  eine  gerade  Linie  gemeinsam  haben; 
denn  dieselben  besitzen  auch  vier  gemeinschaftliche  l’unkte  und 
eine  quadratische  homogene  F'iinction  von  U,  V,  ff'  stellt  eine 
Fläche  vierter  Ordnung  dar,  in  welcher  diese  Gerade  und  diese 
1‘unkte  doj>pelt  sind. 

Es  gieht  in  dem  erwähnten  Falle  vier  Ebenen  durch  die 
Doppellinie  und  je  einen  Doppeli>unkt,  von  denen  jede  die  Fläche 
in  der  Doppellinie  zweifach  und  üherdiess  in  zwei  vom  Doppel- 
punkt ausgehenden  Geraden  schneidet.  Es  ist  aber  insbesondere 
möglich,  dass  eine  dieser  Ebenen  die  Fläche  ausser  in  der  Doppel- 
linie in  einer  zweifach  zählenden  Linie  schneidet,  die  zwei  Dop- 
pelpunkte enthält.  Die  Fläche  kann  sonach  bis  auf  acht 
Doppelpunkte  haben. 

. Die  Fläche  vierter  Ordnung  mit  acht  Doppelpunkten  und  einer 
Doppellinie  begegnet  in  IMücker's  Theorie  der  Compleze'^')  und 
ihre  Gleichung  ist 
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0 , 

a?i  , 

X2  , 

1 

“in 

“iJi 

“13 

^2* 

“l2> 

«22, 

“23 

1 , 

“l3> 

“33 

für  a,,,  (»22,  0,2  als  Functionen  zweiten  Grades  in  und  x^, 
Ojj  und  a„  als  lineare  Functionen  derselben  Grössen  und  0,3  als 
eine  Constante.  Sie  zeigt  vier  Ebenen  durch  die  Doppelge- 
rade, welche  je  eine  zweifache  Gerade  enthalten  und 
in  jeder  solchen  Geraden  liegen  zwei  Doppelpunkte. 

Bezeichnen  wir  diese  Paare  der  Doppelpunkte  durch  1,  l'; 
2,  2^;  3,  3':  4,  4',  so  dass  die  Geraden  11,  22',  33',  44'  sämmtlich 
die  Doppellinie  schneiden.  Nun  ist  für  einen  Doppelpunkt  1 der 
umschriehene  Kegel  sechster  Ordnung  durch  P’ü,  ■=  0 ausge- 
drückt, für  /' = 0 als  die  nach  der  Doppellinie  gehende  Ebene; 
er  enthält  die  Geraden  11',  12,  12',  13,  13',  14,  14'  jede  doppelt 
und  da  P’ = 0 die  Linie  11'  doppelt  enthält,  so  gehören  die 
(ihrigen  sechs  Geraden  12,  . . .,  14'  dem  Regel  vierter  Ordnung 
üf==0  doppelt  an,  d.  h.  derselbe  zerfällt  in  vier  Ebenen  A,  B, 
C,  D,  die  sich  in  denselben  schneiden.  Nehmen  wir  in  gleicher 
Weise  = 0 als  Gleichung  des  Kegels  sechster  Ordnung 

vom  Doppelpunkt  1',  so  sehen  wir,  dass  die  acht  Doppel- 
punkte zu  vier  i ndenacht  Ebenen  ...;  A , . liege  11 
und  dass  durch  jeden  von  ihnen  vier  von  diesen  Ebenen 
gehen.  Man  construiert  ein  solches  System  von  acht  Punkten 
geometrisch  leicht  aus  der  Anschauung  eines  Würfels. 

Ein  besonderer  Fall  entspringt  aus  der  Annahme,  dass  einer 
oder  mehrere  der  Doppelpunkte  mit  der  Doppellinie  zu- 
sammenfallen. So  stellt  die  Gleichung 

nx,^  -f-  öXi^Xj  -f-  cxj^x,^  -{-  dx,.Tj*(x2  — »"a:,) 

-(-  {Ax^^  ■+-  J9x,^X2  -}-  CXjXj’jXj  -f-  f>X2*X,(Xj  — WXj) 

-j-  (A'x^^  -f-  .ß'x|’x2)x,  -j-  C'x, XjX,  (xj  — mx,) 

+ ("a;,  ^+^a-iar2-fya:2’)x3’-|-  (a'x,^-f;J'x,Xj)x3X,-)-o"x,’x,»=C) 

eine  Fläche  vierter  Ordnung  dar,  welche  die  Gerade  x,=0,  X2==0 
zur  Doppellinic  und  den  Punkt  x,=0,  Xj=0,  Xj  — mx,=0  zum 
Doppelpunkt  hat;  und  für  m = 0 fällt  derselbe  in  die  Doppellinic. 
Es  erhellt,  dass  diese  Art  einer  Doppellinie  von  den  vorher  betrach- 
teten Arten  verschieden  ist. 
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311.  Wir  gehen  zu  dem  Falle  weiter,  in  welchem  zwei 
sich  durchneidende  Doppellinien  existieren.  Dann  ist  die 
Gleichung  der  Fläche 

a:,’ar2*  -f-  -f"  = 0 

für  u,  als  eine  quadratische  Function  von  x^,  x^,  x^,  x^.  Indem 
wir  wie  vorher  verfahren,  finden  Wir  unmittelbar,  dass  ausser  der 
Ebene  arj=0  vier  Ebenen  durch  jede  der  Doppelgeraden  existieren, 
die  die  Fläche  in  geraden  Linien  schneiden,  sodass  überhaupt 
sechszehn  gerade  Linien  auf  der  Fläche  liegen,  von 
denen  acht  jede  der  Doppellinien  schneiden.  Man  zeigt 
auch,  dass  jede  Linie  des  einen  Systems  von  vier  Linien 
des  andern  geschnitten  wird. 

Die  Fläche  kann  ausser  den  Dop pcllinien  vier  Dop- 
pelpunkte besitzen.  Ihre  Theorie  ist  in  der  demnächst  zu 
untersuchenden  enthalten,  nämlich  der  Theorie  der  Flächen 
vierter  Ordnung,  welche  einen  doppelten  Kegelschnitt 
enthalten. 

312.  In  diesem  Falle  schneidet  eine  willkürliche  Ebene  die 
Fläche  in  einer  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten, 
eine  einfache  Tangentialebene  in  einer  solchen  mit  drei  Doppel- 
punkten und  eine  Doppeltangentialebene  also  in  zwei  Kegelschnit- 
ten. Unter  diesem  Gesichtspunkt  als  Flächen  mit  unendlich  vielen 
Kegelschnitten  sind  diese  Flächen  vierter  Ordnung  zuerst  von 
K nmmer  ”*)  studiert  worden.  Wenn  die  Ebene  endlich  dreifach  be- 
rührt, so  muss  der  Oucrschnitt  einen  überschüssigen  Doppelpunkt 
enthalten , d.  h.  einer  der  beiden  Kegelschnitte  muss  in  zwei  ge- 
rade Linien  zerfallen.  -Und  da  jede  Fläche  im  Allgemeinen  eine 
bestimmte  Zahl  dreifach  berührender  Ebenen  besitzt,  so  sehen 
wir,  was  schon  vorher  ans  andern  Betrachtungen  erkannt  wurde, 
dass  die  Fläche  eine  bestimmte  Zahl  von  geraden  Linien  enthält. 

Diese  Zahl  ist  sechszehn,  wie  man  nach  der  Methode  des 
Art.  308.  zeigt;  wir  wollen  jedoch  in  die  Details  des  Beweises 
nicht  eingelien,  weil  wir  später  Gelegenheit  haben  werden,  zu 
zeigen  wie  der  Satz  ursprünglich  durch  CIchsch  gefunden  wor- 
den ist. 

Jede  der  sechszehn  Geraden  wird  durch  fünf  an- 
dere geschnitten  und  ihre  Beziehungen  zu  einander  lassen  sich, 
wie  Geiser  und  Darboux’^®)  gezeigt  liaben,  mit  denen  dersieben- 
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uiidzwanzig  Geraden  einer  Fläche  dritter  Ordnung  einfach  so  ver- 
binden, dass  man  in  der  letztem  eine  Gerade  und  die  zehn 
andern,  welche  sie  schneiden,  ausschliesst.  Die  16  übrigen  ver- 
halten sich  dann  in  Hclrachl  ihrer  gegenseitigen  purcbschnitte  so 
wie  die  Geraden  der  Fläche  vierter  Ordnung.  Man  beweist  diess 
leicht  durch  die  Methode  der  .Transformation  mittelst  reciproker 
Ttadien  in  dem  Falle,  wo  der  Doppelkcgelschnitt  der  imaginäre 
Kreis  der  unendlich  fernen  Ebene  ist,  einem  Falle  also,  auf  wel- 
cben  die  allgemeine  Form  durch  projectivischc  Transformation 
immer  zurückgefnhrt  werden  kann.  Für  einen  Punkt  der  Fläche 
als  Anfangspunkt  wird  die  Transformierte  zu  einer  Fläche  dritter 
Ordnung,  die  den  imaginären  Kreis  im  Unendlichen  enthält.  Von 
den  sicbeiuindzwanzig  geraden  Linien  dieser  Fläche  liegt  eine  in 
der  unendlich  fernen  Ebene,  zehn  schneiden  diese  Linie  und  die 
übrigen  sechszehn  schneiden  den  imaginären  Kreis.  Diese  letz- 
tem und  nur  diese  verwandeln  sich  in  gerade  Linien 
auf  der  Fläche  vierter  Ordnung. 

Diese  geraden  Linien  lassen  sich  in  ,, Doppelvieren“  grup- 
pieren, so  dass  in  einer  Doppelvier  jede  Linie  der  einen  V'ier  drei 
Geraden  der  andern  Vier  schneidet,  während  keine  zwei  derselben 
vier  einander  schneiden.  Es  giebt  in  allem  zwanzig  Doppel- 
vieren, jede  gerade  Linie  des  Systems  gehört  zu  zehn 
von  ihnen. 

313.  In  dem  Folgenden  setzen  wir  voraus,  dass  die  Fläche 
eine  Cyclide  sei,  d.  h.  dass  der  Doppelkegelschnitt  der 
unendlich  ferne  imaginäre  Kreis  sei.  In  diesem  Sinne 
ist  der  Name  Cyclide  von  Casey  und  Darboux  gebraucht  wor- 
den. Die  unter  demselben  Namen  von  Dupin  studierte  Fläche 
enthält  ausserdem  vier  Doppelpunkte;  sie  kann  als  Dupin’sche 
Cyclide  unterschieden  werden.  Um  die  Ilesnitate  zu  verallgemeinern 
ist  nur  nöthig  anzunehraen,  dass  in  den  Gleichungen  n>  = 0. 
x’  -f  y’  + 2^  = 0 des  Doppelkegelscbnittes  = 0,  x = 0, 
y = 0,  2 = 0 beliebige  Ebenen  sind,  während  im  speciellen  Falle 
die  erste  unendlich  fern  und  die  drei  letzten  zu  einander  recht- 
winklige Ebenen  sein  müssen.  \ 

Die  Eigenschaften  der  Cyclide  können  genau  in  derselben  Art 
studiert  werden  wie  die  der  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei 
[loppel|iunktcn  in  den  Kreispunkten  in  den  Art.  252.,  273.  der 
„Höh.  Curven"  untersucht  worden  sind. 
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Die  Gleichung  einer  allgemeinen  Fläche  vierter  Ord- 
nung kann  in  unendlich  vielen  Arten  in  der  Form  Xj, 

geschrieben  werden,  in  welcher  AT,  = 0,  Arj=0,  A'3  = 0,  A'^  = 0 
Flächen  zweiten  Grades  darstellen,  und  deren  linke  Seite  eine  ho- 
mogene quadratische  Function  dieser  Grössen  ist.  Durch  eine 
lineare  Transformation  dieser  Grössen  kann  daher  diese  Gleichung 
auf  eine  der  Formen 

rt,  .V,’  -1-  flj  AV  «3  A"3*  -f  a^  AV  = 0,  A',  ATj  ==  AjA^ 
reduciert  werden,  wobei  allerdings  im  letztem  Falle  die  einzelnen 
Factoren  nicht  nothwendig  reell  sind.  Aus  der  letztem  Form  er- 
kannt man,  dass  in  der  allgemeinen  Fläche  vierter  Ord- 
nung wenigstens  zwei  einfach  unendliche  Ileihen  von 
Curven  vierter  Ordnung  erster  Art  liegen 

A.V,  — A',  = 0,  Arj-iA'3  = 0;  ,1.  .Y,  - A3  = 0 . A’,- f.  A’,=0; 

und  dass  durch  zwei  beliebige  Curven.  von  denen  eine 
der  einen  Reihe  und  die  andere  der  andern  angehört, 
eine  Fläche  zweiten  Grades 

kn  A'j  — k Aj  — f*  + -^'2  = ^ 
geht,  die  die  Fläche  in  den  acht  Punkten  berührt,  in 
welchen  diese  Curven  sich  durchschneiden. 

Und  allgemein  berührt  die  Fläche  zweiten  Grades 
"H  ^2-^2  "t"  ^3-^3  ~ ® 

die  Fläche  vierter  Ordnung,  wenn  die  die  bekannte  Relation 
des  Art.  79.  im  Bd.  1 erfüllen.  Alle  dreifach  unendiich 
vielen  in  dieser  Gleichung  enthaltenen  Flächen  zwei- 
ten Grades  haben  eine  gemeinsame  Jacob i' sehe  Fläche, 
in  welcher  die  Mittelpunkte  aller  möglichen  Kegel  des 
Systems  liegen;  durch  jede  der  Curven  vierter  Ordnung  erster 
Art  der  beiden  vorerwähnten  Systeme  gehen  vier  dieser  Kegel. 
(Bd.  l,  Art.  233.) 

Ein  besonderer  Fall  ist  es,  wenn  die  Gleichung  der  Hache 
vierter  Ordnung  in  Function  (AT,  7,  Z)^  = 0 von  nur  drei  Flächen 
zweiten  Grades  dargestellt  werden  kann;  dann  hat  die  Fläche 
Doppelpunkte,  weil  alle  den  drei  Flächen  A’  = 0,  F=0.  Z=0 
gemeinschaftlichen  l*nnkte  Doppelpunkte  in  ihr  werden.  In  diesem 
Falle  kann  die  Gleichung  durch  lineare  Transformation  auf  die 
Formen 
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6,  A'i’  + *3  AV  + 63  AV  = 0,  oder  A',  A",  = AV 
gebrnclit  werden.  Eine  Fläclie  dieser  Art  ist  ofTenbar  der  Ort 
des  Systems  von  Curven 

j ^ A^ I . 3 ' ■ i 3 f 

und  die  Fläche  zweiten  Grades 

— 2AA'j  -f  A'j  = 0 

berührt  die  Fläche  längs  der  ganzen  Curve.  Die  Er- 
zeugenden dieses  Systems  von  Flächen  zweiten  Grades 
sind  Doppellangenten  der  Fläche  vierter  Ordnung. 

314.  Um  diess  aul  die  Cyclide  anzuwenden  sieht  man  zu- 
nächst, dass  für  T,  =0,  A'j=0,  .13=0,  .r4=0  als  Gleichungen 
von  vier  Kugeln  die  Gleichung  (A', , Aj , .I3 , A'^)’ = 0 allge- 
mein genug  ist,  um  jede  Gyclide  darzustellcn. 

Da  die  Jacobi'sche  Fläche  der  vier  Kugeln  die  Orthogonal- 
kugcl  derselben  ist,  so  werden  alle  Kugeln  des  Systems 

+ ^2  ^'2  + ^3-^3  + ^ 

von  einer  und  derselben  Kugel  orthogonal  geschnitten. 

Die  Coordinaten  des  Centrums  einer  jeden  derartigen  Kugel 
sind  linearen  Functionen  der  proportional  und  umgekehrt  sind 
diese  Grössen  proportional  zu  linearen  Functionen  dieser  Coordi- 
naten. Demnach  begründet  die  Bedingung  der  Berührung  in 
Bd.  1 , Art.  79.  eine  Relation  zweiten  Grades  zwischen  diesen 
Coordinaten  und  wir  erhallen  somit  eine  Erzeugungsweise  der 
Cycliden,  welche  der  in  Art.  274.  der  „Höh.  Curven"  gegebenen 
für  hicirculare  Curven  vierter  Ordnung  genau  entspricht;  nämlich 
wir  erfahren,  dass  eine  Cyclide  die  Enveloppe  einer  Kugel 
ist,  die  eine  feste  Kugel  A = 0 orthogonal  durch- 
schneidet,  während  ihr  Centriiro  eine  feste  Fläclie 
zweiten  Grades  A"  = 0 beschreibt. 

Aus  dieser  Erzeugungsweise  ergeben  sich  iinmillelbar  eine 
Reihe  von  Consequenzen.  Zuerst,  dass  die  Cyclide  ihre 
eigene  Inverse  ist  in  Bezug  auf  die  feste  Kugel  J=0; 
denn  jede  Orthogonalkugel  dieser  Letztem  ist  zu  sich  selbst  invers 
in  Bezug  zu  ihr,  so  dass  die  erzeugenden  Kugeln  durch  die  be- 
zcichncle  Inversion  nicht  geändert  werden  und  somit  auch  nicht 
die  Enveloppe  derselben.  Die  Cyclide  ist  also  eine  anallagnia- 
tische  Fläche,  wie  man  sagt.  (Anm.®-'.) 
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Sodann,  dass  die  Durchscliniltscurvc  von  F—0  und 
J=0  eine  F ocalciirve  der  Cyclide  ist.  Denn  die  Jacobi'sche 
Fläche  7 = 0 ist  der  Ort  aller  dem  System 

^1  -'  l + 

angehörigen  Punktkugeln  und  es  folgt  damit  aus  der  entwickelten 
Erzengungswcise,  dass  jeder  Punkt  der  Curve  F’=0,  7=0  eine 
Punktkugel  ist.  die  mit  der  Fläche  vierter  Ordnung  eine  doppelte 
Dcrübrnng  hat,  d.  h.  ein  Focalpunkt  derselben.  Drittens  redu- 
ciert  sich  in  dem  Falle,  wo  das  Centrum  der  umhidlten  Kugel 
im  (Jnendlichen  der  Fläche  F = 0 ist,  die.  Kugel  selbst  zu  einer 
durch  das  Centrum  von  7=0  gehenden  F.bene,  zusammen  näm- 
lich mit  der  unendlich  fernen  Ebene:  und  daraus  ergiebt  sich, 
dass  für  einen  durch  das  Centrum  von  7 = 0 gelegten 
Kegel,  dessen  Tangentialebenen  zu  den  Erzeugenden 
des  Asymptotenkegels  von  F = 0 normal  sind,  diese 
Tangentialebenen  Doppeltangcntialehencn  der  Fläche 
vierter  Ordnung  sind,  welche  dieselbe  in  je  zwei  Krei- 
sen schneiden,  während  die  Erzeugenden  dieses  Kegels 
Doppeltangenteii  der  Fläche  sind. 

[r,  .315.  Wir  liaben  bis  hierher  die  Gleichung  der  Cyclide 
als  ausgedrückt  in  Function  von  vier  Flächen  zweiten  Grades  be- 
trachtet; es  ist  aber  mindestens  ebenso  evident,  dass  sie  mit- 
telst dreier  Flächen  zweiten  Grades  dargestellt  werden 
kann.  Die  Gleichung  einer  Fläche  vierter  Ordnung,  welche,  die 
Diirchschnittslinie  dieser  Fläche  zweiten  Grades  f/  = 0 mit  einer 
Ebene  P = 0 zur  Doppelcurve  hat,  kann  offenbar  in  der  Form 
geschrieben  werden 

f/J  ==  pJfT. 

oder  insbesondere  für  die  Doppelcurve  ,r-  -f-  y- -f-  i^  = 0,  w=0 
{.rS  ^ _|_  2nnty  {x‘‘  -f  J/’  -f  z’)  + w-Uj  = 0, 

weicbe  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Cyclide  auf  die  obige 
zurückkommt,  nämlich 

(a:’  + y’  + z*  -f-  WM,)*  = 

Wir  können  die  Gleirliiing  durch  Transformation  zu  parallelen 
Axen  durch  einen  neuen  Anfangspunkt  vereinfachen,  indem  wir 
M,  verschwinden  machen,  und  wir  können  die  Coordinatenaxen 
den  Axen  der  Fläche  zweiten  Grades  Cj  = 0 parallel  voraussetzen. 
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SU  dass  Pj  Glieder  yz,  zx,  xy  nicht  enlliilt.  Es  ergiebt  sich 
also  ans  dem  Gesagten,  dass  die  Cyciide,  als  deren  allgemeine 
Gleichung  zu  der  Form 

(a:’  + / + = a,,x2  + a^^i/  + «.„z’  + 2a^tX 

+ + 2a, 4!  -[-  a,4  = V 

reducibel  ist,  die  Enveloppe  der  Fläche  zweiten  Grades 
r + 2i(x*  + y’  + z*)  -f  = 0 
darstellt,  so  dass  jede  Fläche  zweiten  Grades  in  diesem  System 
die  Fläche  vierter  Ordnung  in  jedem  Punkte  berührt,  den  sie  mit 
ihr  gemein  hat.  Die  mit  Null  verglichene  Discriminante  dieser 
quadratischen  Gleichung,  d.  h. 


+ 


_ _l 

a,,  + 2A“^  ajj+2A  ”''ajj  + 2A 

ist  eine  Gleichung  Fünften  Grades  in  A,  d.  h.  es  giebt  fünf  Wertbe 
von  A,  für  welche  die  Fläche  zweiten  Grades  zum  Kegel  wird, 
und  somit  fünf  Kegel  zweiten  Grades,  deren  Erzeugende 
Doppeltangen  teil  der  Fläche  vierterOrdnung  sind  — die 
Kummer  schen  Kegel  der  Fläche. Verbinden  wir  diess 
mit  dem  am  Ende  des  Art.  314.  Ausgeführten,  so  erkennen  wir, 
dass  fünf  Kugeln  J=0  existieren,  deren  jede  mit  einer 
gewissen  Fläche  zweiten  Grades  F’«=0  eine  Erzeugungs- 
weise der  Cyciide  liefert.  Und  das  Nämliche  zeigt  man 
direct,  indem  man  die  Bedingung  untersucht,  unter  welcher  die 
Kugel  x-  + y’  -|-  — «1  = 0 mit  der  Cyciide  eine  doppelte 

Berührung  hat  oder  von  ihr  in  zwei  Kreisen  geschnitten  wird. 
Denn  die  Substitution  in  die  Gleichung  der  Cyciide  giebt  V 

und  die  Addition  dieser  Gleichung  zu  A(a:-  -f-  y-  -|-  z’  — «,) 
liefert  für  die  Bestimmung  von  A in  der  Art,  dass  die  Summe 
zwei  Ebenen  repräsentiere,  dieselbe  Gleichung  fünften  Grades  für 
A wie  vorher;  und  wir  finden  auch,  dass  das  Centrum  («,  ß,  y)  der 
Kugel  die  Gleichung 


==  a,^  -|-  A* 


A — a, 


+ 


+ 


“11  ”22  * — “33 

erfüllen  muss,  so  dass  wir  lernen,  es  gebe  fünf  Systeme  doppelt 
berührender  Kugeln;  der  Ort  derCentra  der  Kugeln  jedes 
einzelnen  dieser  Systeme  sei  eine  Fläche  zweiten  Grades 
und  diese  fünf  Flächen  zweiten  Grades  seien  confocal. 
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Aus  dem  Entwickelten  folgt,  dass  durch  einen  beliebi- 
gen Punkt  zehn  Ebenen  gelegt  werden  können,  die 
die  Cyclide  in  Kreisen  schneiden,  nämlich  die  von  dem 
Punkte  ausgehenden  fünf  Paare  von  Tangentialebenen  an  die  fünf 
Kegel.  *) 

.316.  Die  fünffache  Erzeugung  der  Cyclide  kann  in  einem 
andern  IVege  gezeigt  werden.  Wenn  wir  den  Ort  der  Cenlra 
F — 0 als  identisch  mit  der  Kugel  / = 0 voraussetzen,  welche 
orthogonal  geschnitten  wird,  so  erhallen  wir  offenbar  als  Cyclide 
die  zweifach  gezählte  Fläche  /=0  selbst.  Wenn  wir  ferner 
zwei  Cycliden  in  der  (lleichungsform  (,V, , Aj,  A'j,  A'J*  = 0 aus- 
gedrückt denken,  so  crgiebt  sich  aus  der  Theorie  der  Flächen 
zweiten  Grades,  dass  durch  Substitution  linearer  Functionen  von 
A", , Aj,  A'j,  A'4  an  Stelle  dieser  Grössen  beide  Gleichungen  in 
die  Form  OjA'j’  -f-  a^A’,*  -f-  a^X^‘^  = 0 übergeführt 

werden  können;  demnach  ist  es  möglich,  die  Gleichung  jeder 
Cyclide  in  die  Form  o,'A’,^  -f"  <‘-iX^  -|-  Oj'A'j*  = 0 

überzuführen,  wrährend  zugleich  eine  identische  Re- 
lation von  der  Form 

P = + a,AV  + «33V  + 

besteht.  *’*) 

Wir  können  die  Bedeutung  dieser  Identität  auf  einem 
andern  Wege  darlegen.  Wenn  wir  die  beiden  Determinanten  mit 
einander  multiplicieren  — wir  schreiben  für  a:'-’  -j-  y- 
kürzend  p’  — 

je’  , — ^ — y . — s , 1 1,  2x  , 2y  ,2z  , ! 

j"ri  > '*11  1 "jc  ’ "34  ’ ^ “"u  V ^'*21  ’ • "ti  i 

|0|,  , «I,  , , a^,  , 1 |l,2a,,  ,2a,,  ,2a.,,  ,0,,  , 

'«41  . 0|4  , «2,  , «34  , Ij  1.  2oj4  , 2o2,  , 2a3,  , «4, 

“u">  — "14”'  —'hi"’  U 2a,/',  2oj/",  203/",  «4,"  I 

von  denen  jede  einzeln  mit  Mull  verglichen  die  Gleichung  der 
Kugel  giebt,  welche  vier  andere  Kugeln  orthogonal  durchschneidel, 
so  ist  das  Product  für 


*)  Jene  fiinf  Kef^el  und  die  sechszchn  Dütichcl  durch  die  Geraden 
der  Fläche  bilden  die  vollRtändige  Developpable  der  doppelt  berühreiiden 
Ebenen. 
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"44  + "44’  — 

2o2, 

«24  203,034, 

f 1 

"44  + «44  - 

- 20|4  0|4 

etc., 

, etc. 

• 

10  , 

-i'i  . 

Aj  , 

A3  , 

A-, 

-2^,^ 

(12)  , 

(13)  , 

(14) 

:AV 

(12)  , 

— 2r3* 

(23)  , 

(24) 

(13)  . 

(23)  , 

-2c3^ 

(34) 

-i'.. 

(14)  , 

(24)  , 

(34)  , 

-2c,^ 

Wenn  die  vier  gegebenen  Kugeln  in  Paaren  einander  orlbogonal 
dnrdisclinciden,  so  haben  die  Grössen  (12),  etc.  den  Werth  Null 
und  das  Quadrat  der  Gleichung  der  sic  rechtwinklig  durchschnci- 
deuden  Kugel  ist 


0 , 

-i't  4 

Aj  4 

A3  , 

-1'4 

!-v,, 

-2r,’, 

0 

0 

0 

0 

-2r^\ 

0 

0 

■^31 

0 

0 

-2r3^ 

0 

0 

0 

0 

— 

= 0. 


2r/ 


Zwischen  fünfKugeln,  die  einander  orlhogoiial  durch- 
schneiden,  besteht  also  die  identische  Relation 


V • 


. + fv  + + 


V 2 
r. 


V V ^ 

- V +%  = ^’ 

'1  '2  '3  ^4  '"i 

Es  mag  hierbei  angeraerkt  werden,  dass  man  in  Folge  dieser 
Identität  die  Gleichung  Aj  = 0 in  der  Form  schreiben  kann 


welche  zeigt,  dass  die  Kugel  .¥5  = 0 die  vier  übrigen 
Kugeln  in  vier  Ebenen  schneidet,  welche  in  Bezug  auf 
A'j  = 0 ein  sich  selbst  conjugiertes  Tetraeder  bilden. 

Für  die  Cyclide  ist  hierdurch  bewiesen,  dass  ihre  Gleichung 
in  der  Form 


o,  AV  + a,AV  + «sAV  +.«4  V = 0 
geschrieben  werden  und  dass  sic  als  Enveloppe  einer  Kugel  er- 
zeugt werden  kann,  welche  A'j  = 0 orthogonal  schneidet;  wir 
können  ferner  mit  Hilfe  der  entwickelten  Identität  jede  der  Grössen 
A'j  eliminieren  und  die  Gleichung  z.  B.  in  der  Form 

o/A,»  + «3'AV  + 0,,'AV  + = 0 
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darstellen,  welche  die  Erzeugung  der  Cyclide  durch  eine  zu  A',  =0 
orthogonale  Kugel  ausdrückt. 

317.  Wenn  zwei  Flächen,  deren  Gleichungen  <7»=  0,  V = 0 
mittelst  der  rünf  Kugeln  A,-  ausdrückbar  sind,  einander  orthogonal 
durchschneiden,  so  errrdlen  diese  Gleichungen  eine  einfache  Be- 
dingung. Man  hat  zuerst 


/dd>  d.V, 
\(IX^  (ix 


U<t>  (iX, 

VäfÄ;  dy 


-|-  etc. 


, \ (iVVdX.  , \ 

+ ) La,  dTr  + 

\ (dWdX.  , , \ , 

) IdÄidy 


Biese  Gleichung  wird  mit  Hilfe  der  leicht  zu  hegründeiiden 
Identitäten 


0’+(S)’+©’ 


^Y,  dX.,  dAj  rfA,  f/Aj 

dx  dx  ' dy  dy  ‘ dz  dz 


4A,  + 4r,’, 
==  2(A,  + A,) 


reduciert  und  in  der  reducierten  Form 


^ dt + 


verschwinden  die  beiden  ersten  Gruppen  von  Gliedern,  weil  die 
von  den  Coordinatcn  des  betrachteten  Punktes  befriedigten 
Gleichungen  <I>=0,  V=0  homogene  Functionen  von  A',,  Aj,  etc. 
sind.  Die  Bedingung  ist  daher 


, ^ d^ 

dA,  dA, 


^d0dn‘ 

dAj  dAj 


-|-  etc.  = 0. 


Wir  können  die  Gleichungen  noch  vereinfachen,  indem  wir  für 


— , etc.  A, , 

'•i 

Identität  in 


etc.  setzen,  so  dass  die  die  fünf  Kugeln  verbindende 


AV  + A-,*  + AV  + A.^  + A-,=  = Ü 
lind  die  Bedingung  für  die  orthogonale  Durchdringung  in 


d0  d’P  d^  dJF 

d.Y,  dÄ,  iTÄj  d.Y,  ' ® 


0 
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übergellt,  welches  der  Form  nach  mit  der  Bedingung  der  Ortho- 
gonalität für  gewöhnliche  Ckiordinalcn  völlig  identisch  ist. 

318.  Wir  können  nun  unniittelbar  nach  der  Analogie  der 
Flächen  zweiten  Grades  die  Gleichung  eines  orthogonalen 
Systems  vonCycliden  bilden.  Denn  für  i als  einen  variabeln 
Parameter  repräsentiert  die  Gleichung 


_£l_ 

A — a. 


+ 


r 2 


a., 


V 2 

■I  ^ 03 


+ 


+ 


= 0 


ein  System  von  Cyclidcn,  von  denen  drei  durch  einen  angenom- 
menen Punkt  gehen,  weil  diese  Gleichung  in  X vom  dritten  Grade 
ist,  da  der  Coefficient  von  X*  in  Folge  der  identischen  Relation 
verschwindet;  und  aus  der  vorher  abgeleiteten  Bedingungsgleichung 
der  Orthogonalität  ergiebt  sich,  dass  je  zwei  Flächen  des  Systems 
einander  rechtwinklig  durchschneiden. Diese  Cycl  iden  sind  1 

confocal,  sie  haben  auf  jeder  der  fünf  Kugeln  eine  ge-  ' 

meinschaflliche  Focalcurve.  Aus  dem  Bewiesenen  ist  offen 
har,  dass  confocale  Cycliden  einander  in  ihren  Krüm- 
mungslinien durchschneiden,  welche  also  algebraische  Cur-  I 

ven  sind.  Für  die  drei  Cycliden  dritter  Ordnung,  welche  das 
Orthogonalsystem  enthält,  gilt  dasselbe. 

319.  Aus  der  allgemeinen  Form  der  Gleichung  des  confo- 
calen  Cycliden-Systenis 


:0 


[X  — fl,) 

ergeben  sich  die  Werthe  der  Parameter  der  durch  einen  Punkt 
y • gehenden  Flächen  des  Systems  als  W'urzeln  A, , Aj , Aj ; 
und  für  M als  Coeflicient  von  A^  in  der  von  den  Nennern  be- 
freiten Gleichung  ist  mit  der  Abkürzung 

f{X)  = (A  — fl,)  . . . (A  — flj) 

setzen  wir  A/iAT,. 

V r,  / A(a.)  r, 


womit  die  Verhältnisse  der  bestimmt  werden.  Umgekehrt  er- 
hält man 


— 2 = A/iZ 
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und  daraus  das  allgciupinc  Bogenelt-nicnt  analog  dem  der  ellip- 
tischen Coordinaten'”) 

also  für  I3  als  constant 

wonach  die  Krümmungsliiiien  die  Cyclide  in  unendlich  kleine  Qua- 
drate theileii,  oder  ein  System  von  orthogonaleu  Isothermen  bilden. 
Für  ds  = 0 bat  man 


c — A., 


rM 


•i  = COUSl. 


Als  Enveloppe  erhält  man  eine  developpable  Focale,  den  Ort  der 
Punkte  mit  zwei  gleichen  Parametern,  z.  B.  = A3 


4 / (A.)  ' 


rfA^^ 


welche  jede  Cyclide  des  Systems  nach  ihren  sechszehn  Geraden 
und  nach  einer  besondern  Krümmungslinie  schneidet. 

320.  Oie  Grössen  die  Potenzen  eines  Punktes  in  Bezug 
auf  fünf  zu  einander  orthogonale  Kugeln,  bilden  ihrerseits  ein 
Coordinatensystem , mit  den  Bedingungen 


die  man  auf  eine  reduciert,  indem  man  die  Verhältnisse  der  fünf 
Variabein  Xi  zur  Bestimmung  benutzt.  Jede  Kugel  lässt  sich  in 
diesen  Coordinaten  darstellen  in  der  Form 

im,  -=  0 

r,- 

so  dass  die  fünr  Parameter  m,  als  Coordinaten  der  Kugel  erscheinen. 

Die  Fläche  f[Xi)  «=  0 wird  im  Punkte  A'/  von  Kugeln  be- 
rührt, für  welche  die  Gleichung  gilt 


und  diese  wird  zur  Tangentialebene  für  dasjenige  k,  für  welches 
man  hat 


r,  \(IA'i' 


Für  (He  CyclicJe  2T/f,  AV  >=  0 hal  man  die  herrdircnden  Kugeln 
im  Piiiikie  X/  X A ) A’,  A’/  = 0 und  die  Coordinaten 

»I,  = (A,- -j- Ä-)  AV  derselben  müssen  also  die  Relationen  befriedigen 

^A,  + k (A<+Äf 


d.  h.  die  Kugel  m,-  berührt  die  Cyclide  wenn  die  erste  von  beiden 
eine  doppelte  Wurzel  k bat,  eine  Redingung,  die  in  den  m,  vom 
z((öiricu  Grade  ist  und  also  sagt,  dass  in  einem  Kugcibüscliel 
zwölf  die  Cydide  berührende  Kugeln,  in  einem  Ebenenbüschel 
zwölf  sie  berührende  Ebenen,  in  einem  Strahlcnbündel  zwölf  zu 
ilir  normale  Strahlen  sind. 

321.  Den  Werthen  k gleich  — cx),  — A,,  — A.^,  ...  — A^ 
in  der  Gleichung  der  berührenden  Kugel  entsprechen  insbesondere 
der  Berührungspunkt  A'/  und  die  fünf  doppelt  berührenden  Kugeln 
der  Cyclide,  welche  den  einen  ihrer  Berührungspunkte  in  ihm 
haben;  die  Doppelvcrhältnisse  dieser  Kugeln  oder  ihrer  Cenira 
sind  dieselben  wie  die  der  sechs  vorhergehenden  Zahlen,  d.  h. 
conslant;  oder  man  hat  den  Salz;  Eine  Normale  der  Cyclide  er- 
zeugt mit  den  fünf  Fundamentalkugeln  als  Schnitte  die  Mittelpunkte 
von  fünf  doppelt  berührenden  Kugeln,  für  die  der  eine  der  Be- 
rübrungspunkte  in  ihrem  F'iisspuiikt  liegt;  das  Doppelverhältniss 
von  vier  beliebigen  unter  diesen  fünf  Punkten  ist  von  einer  Nor- 
male zur  andern  constant. 

Indem  wir  sodann  den  Ort  der  Centra  derjenigen  tangieren- 
den Kugeln  suchen,  die  demselben  k entsprechen,  erhalten  wir 
(len  Ort  der  Punkte,  die  in  jeder  Normale  mit  irgend  dreien  der 
vorbezeichneten  Punkte  ein  conslautes  Doppelverhältniss  bestimmen. 

Da  für  aV  als  Coordinaten  ihres  Centrums  ihre  Coordinaten 


m,  = AV  -f- 


k 


r,- 


sind,  .so  muss  man,  um  diesen  Ort  auszudrücken,  4' zwischen  den 
hierdurch  specialisierten  Bedingungsgleichungen  der  »i,-  eliminieren, 
also  zwischen 


= 0. 
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Mit  (len  AbkOrzungen 

3t(x)  nder  n=(K+.4,){y.-\-^^)  ...{y.+A.J, 

x: 


<p(«)  oder  (p—n{%)X 


1 


/•(xj=  7t(x)  £ 


n 


+ 


»f»(x)  = n{x)  £ 


T 


Ai  -|- 


sind  die  vorigen  Gleicbiingen 

<p  + 2ß  + if<A'2  = 0,  (p‘  + 2fU  + = 0 

und  liefern  durch  Elimination 


(«pig'  — Ifxpy  ==  (tf/'  — f qp')  {f tfi'  — V-/"); 
d.  h.  der  fragliche  Ort  ist  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  welclie 
den  Kegelschnitt 

cp’  : <p  = r f =■>(>':  if> 

doppelt  enthält  und  sich  für  x = — Ai  auf  eine  doppelt  zu  zäh- 
lende F'läche  zweiter  Ordnung  reducierl.  — In  diesen  F>gehnissen 
liegen  bemerkenswerthe  Analogien  der  Cycliden  zu  den  Flächen 
zweiten  Grades  ausgesprochen. 

322.  Man  gelangt  auch  zu  denselben,  indem  man  die  Abbängig- 
keits-Gleichungen  der  Coordinaten  der  Centra  der  sie  doppelt  bernb- 
renden  Kugeln  und  der  Coordinaten  des  Berübrungspnnktes  anfstellt. 
Sie  drücken  das  Punkt  für  Punkt  eindeutige  Entsprechen  aus. 
in  welchem  die  Cyclide  zu  jeder  die.ser  verwandten  F’lächen  vierter 
Ordnung  steht.  Man  flndet  dabei  insbesondere,  dass  dem  [lop- 
pclkegelscbnitt  ein  sphärisclier  Kegelschnitt  auf  der  Cyclide  ent- 
spricht und  erkennt  so,  dass  es  ein  Sy  st  eni  .solcher  sphärischer 
Kegelschnitte  auf  derselben  giebt,  von  welchem  sieben  durch  jeden 
Punkt  der  F'läche  gehen,  während  die  Kugeln,  welche  dieselben 
herausschneiden,  ihre  Centra  in  einer  Cnrve  dritter  Ordnung  haben, 
weiche  die  Centra  der  fünf  F'undamenlalkugeln  und  das  gemein- 
same Quadrupel  der  zugehörigen  Flächen  zweiten  Grades  enthält. 
Die  Normalen  von  den  Mittelpunkten  jener  Kugeln  auf  die  ent- 
sprechenden Fittchen  zweiten  Grades  sind  die  dreissig  Doppel- 
normalen der  F'läche. 

Wenn  man  aber  umgekehrt  dieCurven  der  Flächen  vierter 
Ordnung  mit  Doppelkegelschnitl  sucht,  welche  den  sphärischen 
Kegelschnitten  der  Cyclide  entsprechen,  so  findet  man,  dass  sie 
durch  die  F'lächen  zweiten  Grades  aus  derselben  ausgeschnitten 
werden,  welche  den  Doppclkegelschnilt  enthalten.  Man  erkennt 
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darin  die  Eigenschaflen  der  Cyclidrn  wiederum  als  besondere  Fälle 
allgemeiner  Eigenschaften  derjenigen  Flächen  vierter  Ordnung, 
welche  einen  Doppelkegelschnitt  enthalten  und  auf  die  wir  noch 
zurückkommen. 

323.  Die  Erzeugungsweise  der  Cycliden  als  Enveloppe  einer 
Kugel  kann  in  einer  andern  nützlichen  Form  ausgedrückt  werden. 
Alle  aus  Punkten  einer  festen  Ebene  beschriebenen  und  zu  einer 
festen  Kugel  orthogonalen  Kugeln  gehen  durch  zwei  feste  Punkte, 
weil  ihre  Coefricienten  durch  zwei  lineare  Relationen  verbunden 
sind;  und  zwar  sind  dies  die  Grenzpunkte  des  durch  die  Ebene 
und  die  feste  Kugel  gebildeten  Systems  im  Sinne  von  Art.  141. 
der  „Kegelschnitte“  oder  die  zwei  Punklkugeln  dieses  Systems, 
weil  die  betrachteten  Kugeln  jede  Kugel  rechtwinklig  schneiden, 
die  durch  den  Schnitt  der  festen  Kugel  mit  der  Ebene  hindurch- 
geht. Diese  Punkte  sind  also  reell,  wenn  die  Ebene  und  die  feste 
Kugel  einander  nicht  reell  durchschneiden.  Wenn  dann  das  Cen- 
trnm  der  beweglichen  Kugel  in  einer  festen  Fläche  bleibt,  so  kann 
die  Envelofipe  derselben  offenbar  als  der  Ort  der  Grenzpunkte  der 
Tangentialebenen  der  festen  Fläche  mit  der  festen  Kugel  bestimmt 
werden. 

Wir  sind  so  zu  einer  geometrischen  Transformation 
geführt,  in  welcher  einer  Tangentialebene  der  einen 
Fläche  zwei  Punkte  der  andern  entsprechen,  oder,  wenn 
wir  die  Reciprnkalfläche  zu  jener  betrachten,  einem  Punkte  der 
einen  zwei  Punkte  der  andern,  also  zu  einer  Transformation 
vom  T ypus  (1,  2). 

Man  beweist  ohne  Schwierigkeit,  dass  die  Resultate  der  Sub- 
stitution der  Coordinaten  eines  der  Grenzpunkte  in  die  Gleichungen 
der  Fundamentalkugeln  den  normalen  Abständen  der  Cenlra  dieser 
Kugeln  von  der  Tangentialebene  proportional  sind.””).  Wenn  also 
die  Ortsfläche  der  Centra  durch  eine  Gleichung  in  Ebenencoordi- 
naten  d.  i.  eine  Gleichung  zwischen  den  normalen  Entfernungen 
ihrer  Tangentialebenen  von  den  vier  Centren  l,)=0 

gegeben  ist,  so  erhält  man  <PU', , X^,  A',,  A'J  = 0 als  die 
Gleichung  der  Derivierten,  und  wenn  jene  Urtsfläche  eine  Fläche 
zweiten  Grades  ist,  so  ist  die  zweite  die  Gleichung  der  ent- 
sprechenden Cyclide. 

324.  Auf  Grund  der  gegebenen  Construction  ist  von  Casey 
und  Darboux  eine  Untersuchung  der  verschiedenen  Formen 


^03 


(!Pmacht  worden,  welche  die  Cycliden  nach  den  Ai'len  der  Orls- 
Häche  zwcilen  Grades  der  Centra  und  der  ^aUlr  ihrer  Diirch- 
dringungscurvc  mit  der  festen  Kugel  annehnicn  können.  Wir 
wollen  nur  die  hauptsächlichsten  Fälle  erwähnen. 

Wir  bemerken  zuerst,  dass  die  Kugeln,  deren  Centra  in  einer 
geraden  Erzeugenden  der  Fläche  zweiten  Grades  liegen,  durch 
den  nämlichen  Kreis  gehen,  nämlich  durch  den  Kreis,  der  die 
Durchschnitte  der  Geraden  und  der  festen  Kugel  zu  seinen  reprä- 
sentierenden Punkten  oder  Scheiteln  (vergl.  „Kegelschnitte"  Art. 
423.)  hat.  Dieser  Kreis  gehört  somit  der  Enveloppe  an  und  die 
Cyclidc  kann  daher  auch  als  Ort  der  Kreise  betrachtet  wer- 
den, die  den  geraden  Linien  der  Flächen  zweiten  Gra- 
des entsprechen,  sie  enthält  also  zwei  Systeme  «lersel- 
hen  entsprechend  den  beiden  Regelschaa  ren  <ler  Fläche 
zweiten  Grades. 

Ist  nun  die  Fläche  zweiten  Grades  ein  Kegel,  so  liegen  alle 
diese  Kreise  in  derselben  Kugel  aus  dem  Scheitel  des  Kegels  als 
Mittelpunkt,  welche  die  gegebene  Kugel  orthogonal  durchschncidet, 
und  die  Cyclide  kann  als  in  die  sphärische  Ciirve  degeneriert 
angesehen  werden,  welche  die  Enveloppe  dieser  Kreise  ist,  also 
die  Durchdringung  der  Kugel  mit  einer  Fläche  zweiten 
Grades  (Sphero-Quartic). 

Genauer  gesagt  ist  die  Cyclide  als  Ort  dieser  Kreise  eine  bis 
zum  Zusammenfallen  mit  der  von  jener  Curve  begrenzten  sphäri- 
schen Fläche  ahgeflachte  Ringfläche.  Casey  und  Darhouz 
haben  die  Eigenschaften  dieser  Curven  speciell  untersucht.  Sie 
können  durch  Inversion  in  hicircularc  Curven  vierter 
Ordnung  verwandelt  werden  und  haben  daher(vergl.  die 
Anmerk.®''')  vier  Focalpunkte,  deren  Entfernungen  von  einem 
veränderlichen  Punkte  der  Curve  durch  lineare  Relationen  ver- 
bunden sind. 

Wenn  die  Fläche  zweiten  Grades  ein  Paraholoid  ist,  so  wird 
die  Cyclide  durch  Ahsoiideriing  der  unendlich  fernen  Ebene  zu 
einer  Fläche  dritter  Ordnung,  die  den  imaginären  Kugel- 
kreis enthält. 

Ist  sie  eine  Kugel,  so  wird  die  Cyclide  die  Rotations- 
fläche, welche  ein  Carlesisches  Oval  bei  der  Drehung 
um  seine  Aze  hesrhreibt.  Darhoiiz  hat  jedoch  als  Car- 
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lesische  die  allgenieincre  Cyclidc  bezeichnet,  welche  enUtehl, 
wenn  die  Fläche  zweiten  Grades  eine  Rotationsfläche  ist. 

Die  Cyclide  kann  Doppelpunkte  in  den  Anzahlen  Eins  bis 
Vier  be.sitzen.  Solche  Cycliden  mit  Doppelpunkten  bieten 
sich  als  die  Inversen  von  Flächen  zweiten  Grades  dar; 
die  Inverse  der  allgemeinen  Fläche  zweiten  Grades  und  die  Fuss- 
piinkinäche  derselben  für  einen  Punkt  sind  Cycliden  mit  einem 
Doppelpunkt,  die  des  allgemeinen  Kegels  mit  zwei,  der  allge- 
meinen Rntationslläche  mit  drei  und  des  Rotationskegels  mit  vier 
Doppelpunkten.  Ihre  Geraden  sind  imaginär.  Im  allgemeinen 
sind  zwei  Arten  von  Flächen  vierter  Ordnung  mit  zwei  Doppel- 
punkten und  Doppelkegelschnitt  zu  unterscheiden,  wovon  die  eine 
die  Verbindungslinie  der  Doppelpunkte  enthält,  die  andre  nicht. 

Von  der  letztem  Art  ist  die  durch  Drehung  eines  Kegelschnitts 
um  eine  nicht  in  seiner  Ebene  liegende  Gerade  entstehende  Fläche. 
Unter  den  Parallelkreisen  ist  ein  doppelter;  ihre  Kreispunkte  im 
Unendlichen  sind  Knotenpunkte.  Liegt  die  Axe  in  der  Ebene  des 
Kegelschnitts,  so  treten  die  Schnittpunkte  beider  als  weitere  Kno- 
tenpunkte hinzu. 

Die  letzterwähnte,  die  Cyclide  mit  vier  Doppelpunkten,  ist 
die  F'läche,  welcher  der  Name  Cyclidc  zuerst  von  Dupin  gegeben 
wurde  und  man  mag  sie  daher  als  die  Dupin 'sehe  Cyclide 
von  den  übrigen  unterscheiden.  Nach  der  ursprünglichen  Idee 
ist  sie  die  Eiiveloppc  von  Kugeln,  welche  drei  gegebene 
Kugeln  her  ü h ren; genau  genommen  erhalten  wir  vier  Cycliden 
in  dieser  Art,  da  die  berührenden  Kugeln  sich  in  vier  getrennte 
Reihen  sondern,  von  denen  jede  durch  eine  Cyclide  umhüllt  wird. 
Die  Kugeln  jeder  Reihe  haben  ihre  Centra  in  einer  festen  Ebene  und 
wir  erhalten  so  die  mehr  präcise  Definition  der  Cyclide  als  En- 
veloppc  einer  Reihe  von  Kugeln,  die  ihre  Centra  in 
einer  gegebenen  Ebene  halten  und  zwei  gegebene 
Kugeln  berühren;  da  aber  alle  solche  Kugeln  ihre  Centra  in 
einem  Kegelschnitt  haften,  so  gelangen  wir  zu  der  Deflnition,  dass 
die  Cyclide  ilie  Enveloppe  einer  Reihe  von  Kugeln  ist, 
deren  Centra  in  einem  gegebenen  Kegelschnitt  liegen 
und  die  eine  gegebene  Kugel  berühren. 

In  die.ser  Erzeugungsmethode  ist  ilie  gegebene  Kugel 
nicht  einzig  bestimmt,  sondern  gehört  einer  einfach  unend- 
lichen Reihe  an;  oder  wir  können,  ohne  die  entstehende  Cyclidc 
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zu  ändern,  die  Originalkugel  durch  jede  Kugel  der  he.sagleu  Reihe 
ersetzen.  Die  Cenlra  der  Kugeln  der  Reihe  liegen  in  einem 
Kegeischuitt.  Ks  ist  hiuzuzufügen,  dass  anstatt  durch  die  Reihe 
von  Kugeln  aus  den  Funkten  des  ersten  Kegelschnittes  dieselbe 
Cyclide  als  Enveloppe  einer  Reihe  von  Kugeln  erhalten  werden 
kann,  die  ihre  Gentra  in  einem  zweiten  Kegelschnitt  haben,  wäh- 
rend sie  eine  aus  einem  Punkte  des  ersten  Kegelschnitts  he- 
schriebenc  feste  Kugel  berühren. 

Die  Ebenen  dieser  beiden  Kegelschnitte  sind  rechtwinklig  zu 
einander,  und  zwei  gegcunberliegende  Scheitel  des  einen  sind  die 
Rrennpunkte  des  anderen;  die  Kegelschnitte  sind  Eocal- 
Kegelschni  tte  eines  Systems  von  confocalen  Flächen 
zweiten  Grades,  nämlich  eine  Ellipse  und  eine  Hyperbel.  Ihre 
Beziehung  zu  einander  entspricht  den  folgenden  Sätzen ; 

1)  Für  zwei  feste  Punkte  der  Ellipse  ist  die  DilTcrcnz  der 
Entfernungen  von  einem  veränderlichen  Punkte  der  Hyperbel  con- 
slant  und  zwar  = -|-  c,  wenn  der  veränderliche  Punkt  im  einen, 
und  = — c,  wenn  er  im  andern  Aste  iler  Hyperbel  sich  befindet; 
der  absolute  Werth  des  c hängt  von  der  Lage  der  festen  Punkte  ab. 

2)  Für  zwei  feste  Punkte  der  Hyperbel  ist  die  Summe  re- 
spective  Differenz  ihrer  Entfernungen  von  einem  veränderlichen 
Punkte  der  Ellipse  constaiit,  je  nachdem  sic  in  verschiedenen 
Aesten  oder  in  demselben  Aste  der  Hyperbel  liegen,  wieder  mit 
Abhängigkeit  der  Gonstanten  von  der  Lage  der  festen  Punkte. 

Durch  Anwendung  dieser  Eigenschaften  sehen  wir,  dass 
dieselbe  Fläche  erhalten  werden  kann  als  Enveloppe  einer  Reihe 
von  Kugeln,  die  ihre  Gentra  im  einen  der  Kegelschnitte  haben 
und  die  eine  feste  Kugel  aus  einem  Punkte  des  andern  Kegel- 
schnitts berühren.  Ihre  Berührungskreise  mit  der  Gyclide  sind 
die  Krümmungslinien  derselben.  Jede  der  beiden  Schaaren  hat 
eine  Orthogonalkugel,  deren  Pole  in  Bezug  auf  die  entsprechende 
Ebene  als  Aeipiator  die  Knotenpunkte  (nur  zwei  reell)  sind. 

Die  Dupin'sche  Gyclide  ist  auch  die  Enveloppe  einer 
Reihe  von  Kugeln,  die  ihre  Gentra  in  einem  Kegelschnitt  haben 
und  eine  gegebene  Kugel  orthogonal  - durchschneiden.  An  Stelle 
der  Fläche  zweiten  Grades  in  der  Gonstruction  der  allgemeinen 
Gyclide  haben  wir  einen  Kegelschnitt. 

32.5.  .Man  gelangt  zu  dieser  Erzeugung  im  Verfolg  der  Frage 
nach  denjenigen  krummen  Flächen,  für  welche  die  Fläche  der 
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Centra  (Art.  49,,  50.,  52.)  in  Curven  degeneriert.  Denn  zuerst 
folgt,  dass  die  sämmtliclien  Punkte  einer  Krümmnngslinie  auf 
einer  solchen  Fläche  den  nämlichen  Krnmmungsmittelpunkt  haben 
müssen,  dass  daher  die  aus  demselben  beschriebene  Kugel  die 
ganze  Krhminungslinie  enthält  und  längs  derselben  die  Fläche  be- 
rührt. Die  Fläche  kann  somit  den  beiden  Systemen  von  Krüm- 
nuingslinien  entsprechend  in  doppelter  Weise  als  Enveloppe  von 
Kugeln  erzeugt  werden;  sämmtliche  Krümmungslinien  sind  Kreise 
und  sämmtliche  Kugeln  der  einen  Schaar  werden  berührt  von 
denen  der  andern  Schaar;  etc. 

326.  Wir  gehen  endlich  zu  den  Flächen  vierter  Ord- 
nung ohne  singuläre  Linien  über.  Solche  Flächen  können 
bis  zu  sechszehn  gewöhnliche  Doppelpunkte,  d.  h.  conische 
oder  Knotenpunkte  haben,  deren  jeder  die  Classe  der  Fläche  um 
zwei  Eiidieiten  vermindert,  so  dass  die  Fläche  vierter  Ordnung 
mit  sechszchn  Knotenpunkten  die  Classe  36  — 2 . 16  = 4 hat. 
Es  ist  nicht  näher  untersucht,  wie  einige  der  Knotenpunkte  durch 
bij)lanare  oder  uniplanare  Doppelpunkte  ersetzt  werden  oder  in 
solche  Zusammengehen  können. 

Der  Berührungskcgel  einer  Fläche  vierter  Ordnung  ist  nach 
Art.  20.  im  Allgemeinen  von  der  zwölften  Ordnung  und  hat  vier- 
undzwanzig Rückkehr-  und  zwölf  Doppelerzeugende  und  es  ist 
daher  sechszehn  die  grösste  Zahl  hinzu  tretender  Doppelerzeugen- 
der, die  er  besitzen  kann  ohne  in  Kegel  von  niedrigeren  Ord- 
nungen zu  zerfallen.  Wenn  die  Fläche  sechszehn  Knoten- 
punkte hat,  so  ist  der  Kegel  aus  jedem  derselben  von 
der  Ordnung  sechs  und  hat  die  geraden  Linien  nach  den 
fünfzehn  andern  Doppelpunkten  zu  Doppelerzeugenden, 
so  dass  er  in  sechs  Ebenen  zerfallen  muss. 

327.  Es  ist  zu  bemerken,  dass  die  Gleichnng  einer  Fläche 
vierter  Ordnung  vierunddreissig  unbestimmte  Constanten  ent- 
hält, d.  h.  dass  diu  Fläche  vierunddreissig  Bedingungen 
erfüllen  kann,  und  dass  einen  Punkt  als  Knotenpunkt  der 
Fläche  bestimmen  so  viel  heisst  als  vier  Bedingungen  fcstsetzen. 
Man  könnte  daraus  zunächst  schliessen , dass  man  zur  Bestimmung 
einer  Fläche  vierter  Ordnung,  deren  Gleichung  zwei  unbestimmte 
Constanten  enthält,  acht  Punkte  als  Knotenpunkte  willkürlich 
wählen  könne.  Aber  diess  ist  nicht  der  Fall.  Durch  solche  acht 
Punkte  gehen  zwei  Flächen  zweiten  Grades  U = 0,  F = ü,  niil- 
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telst  nelclier  jede  andere  sie  enthaltende  Fläche  zweiten  Grades 
durch  1/ + ^ F = 0 ausgedrückt  wird,  und  die  Form  mit  zwei 
Constanteii  ist  in  der  That  l/’ F -|- |3  F’ = 0,  d.  h.  sie 
zerfällt  in  zwei  quadratische  Factoren  oder  stellt  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  dar,  welche  durch  jene  acht  Punkte  gehen.  So 
ergiebt  sich,  dass  wir  eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  höchstens 
sieben  gegebenen  Knotenpunkten  liestimmen  können. 

328.  Die  Fälle  einer  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
einem  Doppelpunkte,  und  mit  zwei  oder  drei  Doppel- 
punkten können  sogleich  ausgedrückt  werden,  indem  man  etwa 
die  Punkte  von  den  Coordinaten  (1,  0,  0,  0),  (0,  1 , 0,  0)  und 
(0,  0,  1,  0)  als  ersten,  zweiten  und  dritten  Doppelpunkt  nimmt 
und  eine  Gleichung  vierten  Grades  V = 0 mit  .30  , 26  resp.  22 
Constanten  schreibt,  aus  welcher  diese  Punkte  als  Doppelpunkte 
hervorgehen.  Man  kann  offenbar  in  derselben  Art  den  vierten 
Fundamentalpunkt  (0,  0,  0,  1)  zum  Doppelpunkt  machen  und  die 
biquadratische  Gleichung  mit  18  Constanten  schreiben;  aber  es 
hat  mehr  Interesse  und  für  das  Folgende  mehr  Werth,  wenn  wir 
untersuchen,  wie  die  Gleichung  aus  quadratischen  Functionen  auf- 
gebaut werden  kann,  die  durch  ihr  Verschwinden  Flächen  zweiten 
Grades  durch  die  Doppelpunkte  repräsentieren.  Im  Falle  von  vier 
gegebenen  Doppelpunkten  nehmen  wir  sechs  durch  sie  hin- 
durch gehende  Flächen  zweiten  Grades  P=0,  Q = 0,  Ä = 0, 
S = 0,  7=0,  U = 0,  in  Function  von  welchen  jede  andere 
durch  diese  vier  Punkte  gehende  Fläche  zweiten  Grades  linear 
ausgedrückt  werden  kann  und  bilden  die  Gleichung  vierten 
Grades 

{P.  Q,  Ä,  S,  T.  = 

die  scheinbar  20  Constanten  enthält.  Die  sechs  Functionen,  ob- 
wohl linear  unabhängig  von  einander,  sind  durch  zwei  quadratische 
Gleichungen  verbunden  und  die  Zahl  der  zu  bestimmenden  Con- 
stanten wird  damit  von  20  auf  18  reduciert,  wie  es  in  Ord- 
nung ist. 

Im  Falle  von  fünf  gegebenen  Doppelpunkten  nehmen 
wir  fünf  durch  sie  gehende  Flächen  zweiten  Grades  P = 0,  Q = 0, 
R = 0,  S = 0,  r = 0 und  erhalten  die  Fläche  vierter  Ordnung 
durch 

(/',  0,  R,  S.  = 0 
mit  der  richtigen  Zahl  von  14  Constanten. 


Digitizod  by  Google 


408 


329.  Im  Falle  von  sechs  gegebenen  Knotenpunkten 
betrachten  wir  vier  dnrcli  sie  gehende  Flächen  zweiten  Grades 
p ==  0,  0 = 0,  Ä = 0,  S = 0 lind  finden,  dass  die  Fläche 
(P,  0,  R,  S)^  = 0 nur  9 Constanten  enthält.  Es  geht  in  der 
That  durch  die  sechs  Punkte  eine  Fläche  vierter  Ordnung,  die 
in  der  vorigen  Form  nicht  enthalten  ist,  nämlich  die  durch  das 
Verschwinden  der  Jacobi'schen  Determinante  der  vier  Func- 
tionen dargestellte  oder  J{P,  Q,  R,  S)  = 0,  und  die  allgemeine 
Gleichung  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit  sechs  Doppelpunkten 
ist  daher 

[P,  0.  fl,  S)^  + A/(P,  0,  R,  S)^0 
mit  10  Constanten,  wie  es  sein  muss. 

Die  Fläche 

J{P,  0,  R,  S)  = 0 

für  P = 0,  0 = 0,  R=0,  S = 0 als  Flächen  zweiten  Grades 
durch  sechs  gegebene  Punkte  ist  sehr  bemerkenswerth  als  Ort 
der  Scheitel  der  Kegel  zweiten  Grades,  welche  durch  jene  sechs 
Punkte  gehen.  Sie  enthält  olfenbar  15 -f-  10  d.  i.  25  gerade 
Linien,  nämlich  die  15  Verbindungslinien  der  Punkte  in  Paaren 
und  die  10  Durchschnittlinien  der  Ebenenpaare,  welche  je  die 
sechs  Punkte  vollständig  enthalten.  (Bd.  1,  Art.  233.)  Der 
Tangeiitenkegel  in  einem  Doppelpunkte  schneidet  die  Fläche  in 
den  rünf  Geraden  nach  den  übrigen  Doppelpunkten  und  in  der 
Raumeurve  dritter  Ordnung,  welche  die  sechs  Doppelpunkte  ver- 
bindet. 

In  dem  Falle  von  sieben  Doppelpunkten  denken  wir  drei 
Flächen  zweiten  Grades  durch  dieselben  von  den  Gleichungen 
P—0,  0=0,  R—0;  indem  wir  aber  die  Gleichung  {P,  0,  fl)’=0 
aus  ihnen  bilden,  sehen  wir,  dass  dieselbe  nur  rünf  Constanten 
enthält  und  also  nicht  die  Gleichung  der  allgemeinsten  Fläche 
vierter  Ordnung  mit  sieben  Doppelpunkten  sein  kann.  In  der 
That  bat  die  durch  sie  dargestellte  Fläche  alle  gemeinschartlichen 
Punkte  der  drei  Flächen  zweiten  Grades  P = 0,  0 = 0,  R = 0 
zu  Doppelpunkten,  d.  h.  sie  besitzt  zu  den  sieben  gegebenen 
noch  einen  achten.  Man  kann  die  Gleichung  der  Fläche  mit 
sichen  Doppelpunkten  aber  sofort  bilden,  indem  man  etwa  durch 
^ = 0 die  Verhindung  einer  Fläche  dritter  Ordnung  mit  einer 
Ebene  bezeichnet,  von  denen  jene  vier  der  gegebenen  Punkte  zu 
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Doppelfuinktcii  und  die  drei  andern  zu  einrachen  Punkten  hat, 
während  diese  durch  die  drei  letztem  hindurehgelil.  Die  Gleichung 
der  allgemeLnen  Fläche  mit  den  sieben  gegebenen  Doppelpunklen 
ist  nun,  und  sie  enthält  wirklieh  sechs  Constanten, 

(/>,  o,  -I-  iv  = 0- 

SSt"*.  Indem  wir  nun  zu  den  Flächen  mit  acht  Doppel- 
punkten weiter  gehen,  so  können  sieben  von  ihnen  gegebene 
Punkte  sein.  Ist  der  achte  dann  der  letzte  gemeinschartlirhe  Punkt 
der  drei  durch  jene  sieben  gelegten  Flächen  zweiten  Grades,  so 
haben  wir  in  der  Gleichung 

(P,  Q,  Ry  = 0 
eine  Darstellung  der  Fläche. 

Unter  den  Flächen  dieser  Art  befinden  sich  die  Reciproken 
einer  Gruppe  interessanter  Flächen,  nämlich  des  parabolischen 
Ringes  von  der  Ordnung  sechs;  des  elliptischen  Ringes  von 
der  Ordnung  acht;  der  Fläche  der  Centra  des  Paraboloids 
von  der  Ordnung  neun;  der  Paralleiriäche  des  Paraboloids 
und  der  ersten  negativen  Fiisspunktriäche  des  Ellipsoids 
für  sein  Gentruin,  beide  von  der  Ordnung  zehn;  der  Fläche  der 
Gentra  des  Ellipsoids  und  der  Parallelfläche  derselben, 
beide  von  der  Ordnung  zwölf  — unter  ihnen  ciugeschlussen  auch 
der  allgemeine  Torus,  d.  h.  die  durch  Rotation  eines  Kegel- 
schnitts um  eine  beliebig  gelegene  Axe  erzeugte  Fläche. 

Es  giebt  aber  eine  andere  Art  von  Flächen  vierter 
Ordnung  mit  acht  Doppelpunkten,  bei  welcher  der  achte 
Doppelpunkt  einer  gewissen  mittelst  der  sieben  gegebenen  Dop- 
pelpunkte bestimmten  Fläche  aiigehört. 

Und  diese  Fläche  kann  wieder  einen  weitern  also  neunten 
Doppelpunkt  besitzen,  der  auf  einer  gewissen  durch  die  acht 
ersten  Doppeljiunkte  bestimmten  Gurve  liegt. 

Endlich  kann  bewirkt  werden,  dass  die  Fläche  mit  neun 
Doppelpunkten  einen  Punkt  eines  gewissen  Systems  von  22  Punkten 
zum  zehnten  Doppelpunkt  hat.  Aber  von  sieben  gegebenen 
Doppelpunkten  ausgehend,  können  wir  der  Fläche  vierter  Ordnung 
höchstens  zehn  Doppelpunkte  ertheilen.  *) 

•)  Diese  drei  Flachen  mit  8,  0 und  10  Doppelpunkten,  die  zuletzt 
erwähnt  wurden,  werden  vom  Verfasser  als  Octo  , Enno»'  und  Deea- 
Dianome  unterschieden. 
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Eine  Art  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit  zehn  Knotenpunkten 
ist  das  Symmetroid,  nämlich  die  durch  die  symmetrische  De- 
terminante 
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mit  linearen  Functionen  der  Coordinaten  als  Elementen  bestimmte 
Fläche.  Sie  hat  zehn  Knotenpunkte,  für  welche  die  der  Fläche 
umschriehenen  Kegel  sechster  Ordnung  in  je  zwei  Kegel  dritter 
Ordnung  zerfallen,  so  dass  die  zehn  Doppelpunkte  ein  System 
bilden,  welches  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  neun  Geraden  von 
einem  jeden  nach  den  übrigen  die  Durchschnittskanten  von  zwei 
concentrischen  Kegeln  dritter  Ordnung  sind.  *) 

Einige  von  den  Arten  der  Flächen  mit  elf,  zwölf  und 
dreizehn  Knotenpunkten  und  die  Flächen  mit  vierzehn, 
fünfzehn  und  sechszehn  Knoten  sind  durch  Kummer 
untersucht  wurden.  Der  einer  Fläche  mit  sechszehn  Knoten  aus 
einem  derselben  umschriebene  Kegel  ist  ein  Kegel  sechster  Ord- 
nung mit  fünfzehn  Doppelerzeugenden  oder  er  zerfällt  in  sechs 
Ebenen,  sagen  wir,  er  sei  ein  Kegel  (1,  1,  1,  1,  1,  1)  und  da 
dieser  Typus  einzig  ist,  so  gilt  er  für  alle  Knotenpunkte  der 
Fläche  und  man  kann  dieselbe  als  die  sechzehnknotige  Fläche 
(1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1)  bezeichnen. 

Ebenso  zerfällt  in  dem  Falle  von  fü  nfzehn  Knotenpunkten 
der  Kegel  sechster  Ordnung  als  mit  fünfzehn  Doppelerzeugenden 
in  einen  Kegel  zweiten  Grades  und  vier  Ebenen,  ist  also  in  der 
gleichen  Aiisdrucksweise  ein  Kegel  (2,  1,  1,  1,  1);  und  da  auch 
diese  Form  einzig  ist,  so  kann  die  Fläche  als  fünfzehnknotige 
Fläche  (2,  1,  1,  1,  I)  bezeichnet  werden. 

In  dem  Falle  von  vierzehn  Knoten  hat  der  Kegel  dreizehn 
Doppelerzengende  und  muss  also  entweder  aus  einem  Kegel  dritter 
Ordnung  mit  einer  Doppelerzeiigenden  und  drei  Ebenen  zusammen- 
gesetzt oder  der  Complex  von  zwei  Kegeln  zweiten  Grades  mit  zwei 
Ebenen  sein;  also  von  einem  der  beiden  Typen  (3,  1,  1,  1) 


*)  Der  Verfasser  IiezcichncI  eine  «otclie  Gruppe  von  lelm  Punkten 
als  ein  enncadisebes  System  und  sotche  zehn  Strahlen  als  eine  Knncade 
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oder  (2,  2,  1,  1).  Man  findet,  dass  nur  eine  Art  dieser  Flächen 
exislierl,  «eiche  acht  Knotenpunkte  der  ersten  Art  und  sechs 
Knotenpunkte  der  zweiten  Art  enthält;  «ir  bezeichnen  sie  als 
V i e r z e h n k n 0 1 i g e F I ä c h e v 

8(3,,  1.  1.  1)  + 6(2,  2,  1,  1). 

Im  Falle  von  dreizehn  Knoten  sind  die  betrachteten  Kegel 
von  einem  der  Typen 

(4^,  1,  1).  (3,’,  2,  1).  (3.  1,  1,  1)  oder  (2,2,2;, 
d.  h.  Complexe  aus  Kegel  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppeler- 
zeugenden und  zwei  Ebenen,  oder  aus  Kegel  dritter  Ordnung  mit 
Doppellinie,  Kegel  zweiten  Grades  und  Ebene,  oder  aus  Kegel 
dritter  Ordnung  ohne  Doppellinie  mit  drei  Ebenen,  oder  aus  drei 
Kegeln  zweiten  Grades.  Und  man  findet,  dass  zwei  Typen  drei- 
zehnknotiger  Flächen  vierter  Ordnung  existieren,  nämlich 
o)  3(4„  1,1) +1(3,,  1,1,1) + 9(3,,  2,1) 

und 

ß)  13(2,  2,  2). 

Die  gleichen  Grundsätze  sind  auT  die  Fälle  der  Flächen 
vierter  Ordnung  mit  zwiMf,  elf,  etc.  Knotenpunkten  anwendbar, 
aber  die  Zahl  der  Arten  ist  noch  nicht  erschöpfend  unter- 
sucht. (Vergleiche  Art.  346.) 

;i3l.  Wir  «olleu  nur  noch  die  sechszehnk notige  Fläche 
vierter  Ordnung  (Kummer’sche  Fläche)  näher  besprechen, 
deren  Gleichung  in  allgemeiner  Form  ausgedrückt  werden  kann. 

Wenn  «ir  die  Abkürzungen  einführen 


5-  + i^  + ±= 


:P.  :L+^+^=+,  J1+  /,,++, 
u p y a ' p Y 


mit 

„ + ^{  + y==0,  «'+^  + y'  = ü,  «"  + )}"  + /'  = 0; 

.r  =n  (j-'/'y— /J'(3"i),  Y =ß  (o'«''z— /y"ar),  Z =y  {ß'ß'x—aa'ij), 
X'=a  {y’yy—ß''ßz),  Y' =ß' {a'az—y" yx),  Z"  =y  Iß" ßx—a" aij', 
X"=a"{yy'y  — ßß'z),  r'^ß"(a  n’z—y  y' x),  Z"=y"(ß  ß' x — «o'y); 

= a:’  + y’  + z’  — 2yz  — 2ia:  — 2xy, 

/{  = o«'«"(y’£— i''y)+|S(J'/3''(i=x— x^z)  + j7V"(a-’y— y^x)  + A/xyi, 
C = aaa'i/  + ßß'ß"zx  + yy'y'xij, 

wobei  im  Ausdrucke  für  B die  Grösse  M den  Werth  vertritt 
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iß  — y)n'n"  + (>’—“  )ß'ß"  + i"  — ß )yV' 

= iß'  — }■) «"«  + (/  — “')ß"ß  + (“'  — ß')r"y 
= iß"  — )■")««'+  {/'—  "")ßß'+  («"—  ß")yy' 

= — i {(ß  — y}  iß'—  y'!  if—  y")  + iy—  «)(/—"')  (/'—  «") 

mul  woraus  »lie  IdeiUitäl  ciiUpriiigt 

AC  — — Aaa  a" ßß'ß!' yy'y" xy  z P l'' P" \ 

so  kann  die  Gleicliung  der  Fläche  in  der  irrationalen  Form 
{a-(A’—  w)}  + i/{yir—  w)}  + y{:{Z  — W)}  = 0 
geschrieben  werden  oder  rational 

Aw^  + 2Btv  + C"=0; 

und  diess  ist  eine  von  480  gleichbedeutenden  Formen. 

Für  jeden  Knotenpunkt  wird  der  ßerührungskegel  sechster 
Ordnung  aus  sechs  Ebenen  gebildet,  und  es  entstehen  so  im 
Ganzen  sechszchn  singuläre  Tangential-Ehenen,  welche 
die  Fläclie  in  ebenso  vielen  Kegelschnitten  berühre n, 
von  denen  jeder  sechs  Knotenpunkte  derselben  enthält. 
Die  Coordinalen  der  sechszehn  Doppelpunkte  und  die  Gleichungen 
der  sech.szphn  singulären  Ebenen  können  leicht  gebildet  werden; 
diese  letztem  z.  B.  sind 

A =0,  K = 0,  Z = 0,  lf’  = 0,  P = 0,  P'  = 0,  P"  = 0, 
X — w = 0,  .V’  — w = 0,  X"  — m — 0,  F — w = 0,  etc. 

.^32.  Unter  den  Flächen  vierter  Ordnung  mit  sechszebn 
Knotenpunkten  ist  der  besondere  Fall  des  Cayley’schen  Te- 
traedroids,  einer  projectiviseben  Transformation  der 
Wellenriäche.  Die  sechszehn  Ebenen  gehen  zu  vieren 
durch  die  Ecken  des  Tetraeders. 

Um  die  Gleichung  dieser  Fläche  unabhängig  vom  allgemeinen 
Falle  zu  bilden,  schreiben  wir  zuerst  die  allgemeine  Gleichung 
einer  Fläche  vierter  Ordnung,  die  von  den  Fundamcntalebeneii 
in  je  zwei  Kegelschnitten  geschnitten  wird,  welche  die  eutsprcch- 
enden  Ecken  derselben  zuni  gemeinsamen  Tripel  harmonischer 
!‘ole  iiaben.  Diese  Gleichung  enthält  im  Allgemeinen  ein  Glied 
xyzw  und  stellt  eine  Fläche  ohne  Doppelpunkt  dar.  Indem  wir 
aber  die  Bedingung  beifügen,  dass  dieses  Glied  verschwinde, 
gehen  wir  der  Fläche  sofort  sechszchn  Knoten  iti  den  Schnitt- 
punkten der  Kegelschnitte  der  vier  Ebenen  des  Tetraeders. 
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Die  Gleichung  kann  in  der  Furni  geschrieben  werden 


0 , 

x’. 

y’. 

l’  , 

x’, 

0 , 

“12  • 

“|3  > 

"l4 

y^ 

0,2» 

0 , 

"23’ 

O34 

»2 

*•  1 

“|3’ 

"23> 

0 . 

"34 

oz’, 

0|4, 

«24, 

“34’ 

0 

in  welcher  jedoch  x,  y,  elc.  nicht  dieselben  Coordinaten  sind  nie 
vorher  und  die  aus  der  allgemeinen  Form  nicht  ohne  Schwierigkeit 
abzuleiten  ist. 

Wir  schreiben  sie 

5 .V^»  w‘)^=0 

und  in  entwickelter  Form 

+ 0330,, + «j30|3«„«>< 

-f-i(a,,y’i2-t-flj3X%’)+ft{a.^,iV+n,3yV)+e(fl34.r2j/’+n,.jiW)==0 

für  die  Abkürzungen 

«14«J3  "a4"l2’  f*=  "|4”23  ~t"  "zi^ia  "aj“l2’ 

V = rt|4<Ij3  034(113  -f-  «34013. 

Indem  man  die  Gleichung  in  die  folgende  oder  eine  der  drei  ana- 
logen Formen  überführt 

(203,034033a;’  -f  0341'y’  -f-  OjiJtl’  + 033^0-’;’ 

= V(*»  1 4 —1.  —1,  —1  5 0.14!/’i  "24’’i  "23»’)’ 

mit 

V = "I4^"2a'^  + ''24’'’ia^  + Oa4’"i2^  — 203403,0,30,3 

20340,40,3033  2«, ,03, 0330, 3, 

macht  man  die  Knotenpunkte  ersichtlich.  Die  Substitution  ;e=0 
zeigt,  dass  der  Querscbnitt  der  Fläche  mit  dieser  Fundamental- 
ebene ein  Paar  von  Kegelschnitten  ist,  denn  sic  glebt 

(203,0,40.33.^’  + «34^/  + 0.34,«z’j’  ==  V("a4.'/‘  — «34  z’)’. 

Dm  die  gewöhnliche  Form  der  Gleichung  der  Wellenlläche  zu  er- 
halten. schreiben  wir 

a,A  = "ßribr  — <'ß)-,  o.,4  = o^y((’«- oy),  03,  = o/Sy(ofJ  — ft«), 
a^^=y.aa[by  — cß),  «,3  = xft|3(c«  — oy),  af.j—r.cy{aß  — ft«), 
zur  Bestimmung  der  Verhältnisse  o : ft  : c : « : ^ : y : x in  Function 
von  0,4,  . . . 0,3. 

Dadurch  wird  die  Gleichung  der  Fläche 

«fjy  (ox’-f-  fty’-f-  <’2’)(«x’-f- 13  y’-f-  yz’)“f-  x’oftcff't 
— xo«(fty-|-r|S).r’»'’  — x ft(J(c«-|-  oy).y’zc’  — x cy  (o^-)-  ft«)r’ze’  = 0 
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und  diese  geht  für  tlrsetzung  von 

//(f)’  i;/(f)‘'«'-el.A;F,2respeclive 

und  a,  b,  c durch  an‘‘,  ßb-,  yc^  in 

(X'‘  + l’S  + Z2)  (a»A'2  + 62  }'2  _(-  c’Z2)  a2&2c2 

— (62  -f  c2)fl2A2  — (c2  + a2)62j'2  — (o^  + 6*)  c’Z*  = 0 
Über,  die  Gleichung  der  Wellenfläche. 

Die  Flächen  vierter  Ordnung  mit  sechszehn  Knotenpunkten 
stehen  zu  den  Complexcn  zweiten  Grades  in  inniger  Beziehung 
als  Singularitätenfl.'ichen,  die  Kumm  er 'sehe  zu  dem  allgemeinen 
Complex,  die  Wellenfläche  zu  einem  speciellen  Complex  zweiten 
Grades,  der  von  allen  denjenigen  Geraden  gebildet  wird,  durch 
die  an  ein  Ellipsoid  sich  rectanguläre  Tangentialehcnenpaare  legen 
lassen.  Wir  behandeln  diese  Zusammenhänge  zur  Ergänzung  des 
Früheren  (Ihl.  1,  Art.  53.,  237.,  239.,  240.;  oben  Art.  161 — 169.) 
im  folgenden  Kapitel. 
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vn.  Kapitel. 


Complexe,  Coniplex-  und  SingularitiVteu-Flilcheii. 


333.  Wenn  9)  = 0 eine  homogene  Gleichung  n’'"  Grades 
zwisclien  den  sechs  Coordinaten  pn  resjieclive  7t,„  einer  geraden 
Linie  ist,  so  slelil  sie  in  Verhindung  mit  der  identischen  Relation 
Ä = 0 (Bd.  1,  Art.  51.)  eine  dreifach  unendliche  Mannichfaltig- 
keit  von  Geraden  dar,  die  man  (Art.  53.  ib.)  einen  Coniplex  n*'“ 
Grades  nennt. 

Bildet  man  in  Bezug  auf  eine  bestimmte  Gruppe  pn'  der 
Coordinaten  wie  in  Art.  13.,  14.  und  in  Art.  62.,  76.  Bd.  1 die 
Polarfunction 


so  ist  P = 0 ein  linearer  Complcx,  der  für  p,/  als  eine  nicht 
zum  Complex  ijp  — 0 gebörige  Gerade  als  der  lineare  Polar- 
complex,  im  Falle  ihrer  Zugehörigkeit  zu  ihm  aber  als  der 
Tangentialcomplex  dersel  ben  bezeichnet  wird,  weil  er  dann 
die  Gerade  selbst  und  alle  ihr  unendlich  nahen  Geraden  des  Gom- 
plexes  enthält. 

Da  der  Complex  auch  durch 

(p  + MB  = 0 

dargestellt  wird,  wo  M eine  beliebige  homogene  Function  [n — 2)*'“ 
Grades  bezeichnet,  die  bei  der  Bildung  der  Polarfnnction  als  Con- 
stante  betrachtet  werden  darf,  weil  die  ihr  entsprechenden  Glieder 
mit  dem  Factor  INull  eintreten,  so  erhält  man  für  die  Polar- 
function von  Pa 

p MR'  = 0, 

auf  Büschel  linearer  Complexe  oder  eine  Congruenz  mit  zwei  ge- 
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fallen  Leiilinien  (Ilil.  1,  Arl.  53.),  von  denen  die  gegebene  Ge- 
rade die  eine  ist,  während  die  andere  al.»  die  l’olargerade  der- 
selben in  Bezug  auf  den  Complez  bezeicbnel  wird.  Für  einen 
bestimmten  Wertli  von  M wird  der  l’olarcomplex  ein  specieller, 
d.  b.  ein  solclier,  dessen  sämmtliebe  Gerade  eine  feste  sclineiden 
(Bd.  1,  Art.  52..  53.  Beisp.)  nämlich  mit  der  Abkürzung 

~~  6 Pik  dptm 

für 


Gehört  die  Gerade  selbst  zum  Complex,  so  bat  man  im 
Vorigen  das  Büschel  der  Tangentialromplexe,  M wird  unendlich 
gross,  die  Leitlinien  fallen  beide  in  die  gegebene  Gerade. 

334.  Wenn  aber  die  Gerade  pii  zugleich  auch  dem  Com- 
plcx  ip  = 0 angehört,  so  wird  A/ unbestimmt,  d.  b.  wirerhallen 
für  jeden  beliebigen  Werth  desselben  einen  speciellen  Tangenlial- 
complex , dessen  Linien  eine  feste  Gerade  schneiden;  die  Con- 
gruenz  dieser  Complexe  besitzt  unendlich  viele  Leitlinien,  die  ein 
Strablenbiiscbel  bilden,  und  sic  besteht  aus  den  Linien  in  der 
Ebene  desselben  zusammen  mit  denen  durch  seinen  Scheitel. 

Man  nennt  die  Geraden,  welche  sowohl  dem  Complex  n"'“ 
Grades  tp  — 0 als  dem  abgeleiteten  Gomplex  2(n  — 1)*'”  Grades 
ip  = 0 angebören.  die  singulären  Linien  des  Complexes 
<p  = 0 und  siebt  also,  dass  dieselben  eine  Congruenz  oder 
ein  Strablensystem  von  der  Ordnung  und  Glasse  2o(n — 1) 
bilden.  Jeder  singulären  Linie  eiitspricbt  eine  Ebene  durch  sie 
und  ein  Punkt  in  ihr  als  Ebene  und  Scheitel  des  Leitlinienbüscliels 
der  entsprechenden  Congruenz  der  Tangentialcomplexc;  man  be- 
zeichnet dieselben  als  die  entsprechende  singuläre  Ebene  und 
den  entsprechenden  singulären  Punkt.  Diese  Elienen  und 
Punkte  umhüllen  und  erfüllen  als  zweifach  unendliche  Systeme 
krumme  Flächen,  welche  mit  einander  identisch  sind,  wie  wir 
bald  sehen  werden;  man  sagt,  sic  bilden  die  Singulariläten- 
fläche  des  Complexes. 

W'cnn  endlich  speciell  die  ('.oordinalen  der  gegebenen  Geraden 
Pit  solche  Wertbe  hätten,  da.ss  für  p als  einen  Proportionalitäls- 
factor  gleichzeitig  die  sechs  Gleichungen  befriedigt  wären 


Digilized  by  Gi 


417 


so*  besieht  ihr  Polarcomplex  für  jeileti  Werlh  'oii  4/  aus  der  (le- 
saniinthcil  aller  der  sie  sr.hneidendeii  Geraden.  Mau  iiciinl  dann 
ilic  helrachtete  Gerade  eine  Doppellinic  des  Co  mp  lex  es.  Cnd 
da  eine  Gerade  von  nur  vier  CoustaiUen  ahhängl,  so  eiilhfdt  ein 
Coinplex  im  allgemeinen  keine  Doppellinie;  dazu  muss  er  einer 
spccialisierenden  Bedingung  genügen.’") 

335.  Ist  der  Coinplex  <p  0 vom  zweiten  Grade,  so  kann 
die  Gleichung  des  1‘olarcomplexes  einer  Geraden  wie  im  Falle  von 
drei  und  vier  Variahein  in  doppelter  Form  geschrieben  werden 
und  man  erhält  eine  Theorie  der  Iteci  procität,  die  in  dem 
Salze  zusammengefasst  ist:  Wenn  eine  Gerade  den  I’olarcomplex 
einer  gegebenen  heschreiht,  so  gehört  diese  Letztere  immer  zu 
ihrem  I’olarcomplex.  Die  Geraden  des  gegebenen  Complexes  ge- 
hören insbesondere  selbst  zu  ihren  Polarcomplexen. 

Man  kann  die  Gesammtheit  aller  geraden  Linien  des  Raumes 
mit  ihren  l’olarromplexen  darnach  als  ein  Polarsystcm  be- 
zeichnen. 

Der  durch  den  Complex  und  ilen  Polarcomplex  einer  gegebenen 
Geraden  bestimmten  Congruenz  gehören  unter  den  Linien  des  ge- 
gebenen Complexes  diejenigen  an,  di^  in  einem  Punkte  der  gegebenen 
Geraden  und  in  einer  durrli  sic  gehenden  Ebene  eine  nächstfol- 
gende Linie  des  Complexes  schneiden,  also  hier  die  Tangenten 
der  Complexkegelschniite  durch  die  Gerade  in  den  Punkten  der- 
selben und  die  Erzeugenden  der  Complexkegel  aus  der  Geraden 
in  den  Ebenen  derselben.  Gehört  sie  selbst  dem  Complex  an,  so 
ist  sic  Tangente  respective  Erzeugende  dieser  Curven  und  Kegel 
und  die  Polare  fällt  mit  ihr  zusammen.  Die  Congruenz  ihrer 
Tangentialcomplexe  wird  mm  von  allen  den  geraden  Linien  ge- 
bildet, die  in  einer  durch  sie  gehenden  Ebene  von  dem  Be- 
rührungspunkt der  bezüglichen  Complexcurve  ausgeheu  respective 
durch  einen  Punkt  auf  ihr  in  der  Bcrührungseheiie  des  ent- 
sprechenden Comple.(kegels  liegen. 

Wäre  sie  insbesondere  eine  singuläre  Linie  des  Complexes, 
so  gehören  zur  Congruenz  der  Tangentialcomplexe  alle  Geraden, 
die  in  einer  bestimmten,  durch  sic  gehcjnden  Ebene  liegen,  und 
alle  diejenigen,  die  durch  einen  bestimmten  auf  ihr  gelegenen 
Punkt  gehen.  Die  singuläre  Linie  wird  von  den  Complcxcurven 

Salmon,  anal.  Geom.  d.  Raume«.  II.  3.  Aufl.  27 
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ihrer  Ebenen  in  einem  ])cslimnilen  Punkte  und  von  den  Complex- 
kegeln  ihrer  Punkte  in  einer  bestimmten  Ebene  berührt,  näm- 
lich im  singulären  Punkt  und  der  singulären  Ebene.  Singuläre 
l.inien  sind  also  Verbindungslinien  solcher  Punklepaare  respective 
Schnittlinien  solcher  Ehenenpaare , in  welche  für  besondere  Lagen 
ihrer  Ebene  respective  seines  Scheitels  die  Complexcurve  oder 
der  Complexkegel  zweiten  Grades  degenerieren  kann. 

836.  Die  Erörterung  im  allgemeinen  Falle  geht  von  der 
projectivischen  Zuordnung  der  Punkte  P und  Ebenen  H eines  Com- 
plexstrahles  p aus,  welche  durch  die  Coniplexcurvcn  in  diesen 
und  ihre  Berührungspunkte  mit  dem  Strahl,  respective  die  Cum- 
plexkegel  aus  jenen  und  ihre  Berührnngsebenen  längs  des  Strahls 
gegeben  wird.  (Bd.  1,  Art.  53.) 

Ist  p ein  gemeinsamer  Strahl  von  zwei  Coniplexen,  so  giebt 
es  zwei  Punkte  P^,  P.^  in  ihm,  welche  zwei  bestimmten  Ebenen 
/7j,  J7,  durch  ihn  nach  beiden  Complexen  entsprechen.  Jene  sind 
die  dem  Strahl  angeliörigen  Focalpiinkte  und  diese  die  durch  ihn 
gehenden  Focalebenen  der  Congruenz  oder  des  Strahlensystenis 
der  beiden  Complexe.  Jene  Punkte  erfüllen  und  diese  Ebenen 
umhüllen  dieselbe  Fläche,  die  Brenn  fläche  des  Stra  Illen - 
Systems.  (Art.  165.)  Ihre  Tangentenebene  im  Punkte  P,-  ist  aber 
nicht  die  Focalehene  Plit,  die  den  durch  Pi  hindurchgehenden  zu 
p unendlich  nahen  Strahl  enthält;  sondern  Pi  ist  der  Berührungs- 
punkt der  dem  andern  Focalpunkt  entsprechenden  Focalehene  J7,. 
da  in  ihr  von  Pi  aus  neben  p noch  eine  zweite  unendlich  nahe 
Tangente  der  Brennfläche  gezogen  werden  kann. 

Ist  p eine  singuläre  Linie,  so  entspricht  allen  Ebenen  J7,- 
ihres  Büschels  ein  fester  Punkt  P und  allen  Punkten  Pi  ihrer  Beihe 
eine  feste  Ebene  TI,  der  zugehörige  singuläre  Punkt  und  die  ent- 
sprechende singuläre  Ebene,  ihr  fester  Berührungspunkt  mit  allen 
Complexcurven  der  Ebenen  Tli  und  ihre  feste  Berührungsebene 
mit  allen  Complexkegeln  der  Punkte  oder  endlich  die  Spitze 
eines  Complexkegels,  für  welchen  p eine  Doppelerzeugende  und 
die  Ebene  der  Complexcurvc,  für  die  p eine  Doppeltangenle  ist. 

Die  beiden  Complexe  = 0 und  = 0 des  Art.  334.,  denen 
die  singulären  Linien  gemeinsam  sind,  beziehen  die  Punkte  und 
Ebenen  derselben  so  aufeinander,  dass  dem  Punkte  P beideniale 
dieselbe  Ebene  77'  und  der  Ebene  77  beidemale  derselbe  Punkt  P' 
entspricht;  der  singuläre  Punkt  P von  p ist  also  einer  der  beiden 
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Focalpunkle  von  p und  di«  siiigidäro  Ebene  ti  eine  — aber  nicbl 
die  zu  P correspondirende  — der  lieiden  Eocalebenen  von  p in 
der  Eongrueiiz  der  singulnrrii  Linien.  Die  Brennriärlic  zcrfTdlt 
süinil  in  zweiTbeile,  näinlieli  in  den  Ort  der  Dunkle  P und  die 
Enveloppe  der  El>enen  TJ,  und  in  den  Ort  der  Dunkle  P'  respec- 
live  die  Enveloppe  der  Ebenen  Pl' . Es  ergiebl  sicli , dass  P und 
D'  zu  einander  harmoniseb  conjngiert  sind  in  Bezug  auf  die  ße- 
rfilirungspunkle  von  p mit  der  Coniplcxrurvc  in  der  singulären 
Ebene;  und  ebenso  /7.  IT  barinoniseli  eonjugiert  in  Bezug  auf 
die  Berrdirungsel)enen  längs  p zum  Conij>lexkegel  singulären 
Dunkles.  "*) 

^137.  Denken  wir  eine  nicbl  zum  Coinplex  zweiten  Grades 
<p(pa)  = 0 gehörige  Gerade  g,  so  wird  von  allen  Coniplexgeraden, 
welche  sie  schneiden,  und  die  man  also  entweder  in  Sebaaren  von 
Kegelscbnittstangcnlen  oder  von  Erzeugenden  von  Kegeln  zwcilen 
Grades  ordnen  kann,  eine  Elüelie  umhüllt,  die  man  als  die  der 
Geraden  y entsprechende  Gomptexfiricbe  bezeichnet.  Wir 
bilden  ihre  Gleichung  für  <p(.v,ii  — ==  0 als  Gleichung  des 

Goinplexes.  (Bd.  1,  Art.  51.) 

Denken  wir  einen  Diinkl  der  Geraden  von  nach  w,-  mit 
den  Goordinalen  r,-  A«v,  so  ist  die  Gesammllieit  der  durch  ihn 
gebenden  Complexgcradcn  oder  sein  Complexkegcl  dargestellt  durch 
<P  {!/((:*  + + ^ «’<■)}=  0 

oder 

<P„  + 2lq>,„  + AV«..c  = 0, 

eine  in  i/,-  cpiadratisciie  Gleichung,  die  von  der  Werlbegrnppe 
r,- -f-  Xii'i  doppelt  erfüllt  wird.  Sic  giebl  gleiclie  Wurzeln  für  A, 
wenn 

<P:,  = 0 

ist:  diese  Gleichung  stellt  somit  die  Complcxfläcbe  dar.  Dieselbe 
ist  ai.so  von  der  vierten  Ordnung  und  nach  der  dualistischen 
Natur  der  Strahlencoordinaten  oder  der  Droporlionaliläl  der  pu 
und  :r,„,  auch  von  der  vierten  Glassc. 

Die  gemeinsamen  Dunkle  der  drei  Elächen  zweiten  Grades 
«Pioip  = D,  (p^.  =0,  (p,,  —0  sind  Knotenpunkte  derselben, 
durch  die  die  Gomplexkegel  der  Dunkle  der  gegebenen  Geraden 
geben;  diese  ist  eine  Doppelgerade  der  Fläche  in  der  Art,  dass 
die  Dunkle  in  ihr  Doppelpunkte  ihrer  Schnitte  und  zugleich  die 

27» 
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" Elioiien  tliircli  sic  l)op|>clel)cncn  ihrer  HcrOhrungskcgel  sind.  Jenen 
aclil  noppelpuiiklcii  cntsprcrlicn  aclit  Doppel  la nge ii  l ia  le I) e n en , 
welche  längs  Kegelsclinilleii  hmiliren  und  von  den  Cnniplexkegel- 
srliniUen  in  den  Ehenen  der  Geraden  hernhrl  werden. 

Fiir  eine  Ebene  durch  die  Gerade  g nml  einen  Knolenpunkl 
redneiert  sich  der  Coinplexkegelschnill  auf  diesen  unil  einen  an- 
dern l’nnkl,  oder  die  acht  Knolenpiinkle  liegen  viermal  xn  zweien 
in  Ehenen  durch  g\  und  die  acht  Doppeltangenlialehenen  gehen 
viermal  zn  zweien  durch  I’nnktc  nnl  jene  sind  die  singn- 
lären  Ehenen  E,,  . . , E^,  diese  die  singulären  l’nnkle 
Ey,  ...  von  g. 

Die  Verhindnngslinien  der  den  erslen  angehörigen  Paare  von 
Doppelpunkten  1,  1';  2,  2';  3.  3';  4,  4' re.speclivc  s,,  s,.  s^ 
schneiden  die  Gerade  17  in  I’nnklen /*, , Pj,  P.,,  deren  conju- 
giert  Harmonische  in  lieziig  auf  die  entsprechenden  Doppelpunkte 

P.,*,  P4*  sein  mögen.  Die  Schiiiltlinien  der  durch  die 

Ei  gehenden  Paare  fler  Doppelehenen  I,  T;  II,  II';  III,  III  ; IV,  IV' 
seien  <J, , Cj-  •'a*  Die  Doppelehenen  enthalten  je  vier  Dojipel- 
punklc  und  durch  die  Doppelpunkte  gehen  je  vier  Doppelehenen 
und  cs  sei  die  itezeichnung  so  gewählt,  dass 


den  Eheneti 

I 

r 

II 

11' 

III 

iir 

IV 

IV" 

1 

1' 

1 

1' 

1 

r 

1 

1'  . 

2 

2 

2 

2' 

2' 

2 

2' 

2 1 

die  Punkte. 

3 

3' 

3' 

3 

3 

3' 

3' 

1 

3 

4 

4' 

4' 

4 

4' 

4 

4 

4' 

angehören. 

Dann 

können 

die 

acht  Doppelpunkte 

den  acht  Dop- 

pelehcncn  mittelst  linearer  Gomplexe  so  zngeordnel  werden,  dass 
jedem  Punkte  die  vier  Ehenen  entsprechen,  in  denen  er  liegt. 

Z.  D.  durch  den  linearen  Coni|)lex,  welchem  die  Linie  g,  die  t 
Verhindungsgeraden  der  Doppelpunkte  2,  3';  3,  4 ; 4,  2'  und  die 
Gerade  der  /'<*  angehören  (lld.  1,  .4rt.  fiü.  p.  67),  werden  ilie 
Geraden  Sj.  .«f,  mittelst  der  sie  schneidenden  Regelschaar  des  Goni- 
plexes  projectivisch  getheill,  so  dass  den  Punkten  /'j,  P.*,  2 in 
*2  die  Punkte  Pj,  P^*,  3'  in  .Vj  entsprechen,  also  auch  2'  zu  ü, 
weil  Pj,  Pj*  zu  2,  2'  und  P.j,  P^*  zu  3'.  3 harmonisch  coujugiert 
sinil.  Somit  gehört  die  Gerade  23  und  aus  analogen  Gründen 
gehören  die  Geraden  3'4  und  4'2  dem  Goinplex  an.  Daher  ist 
tiem  Punkte  2 die  Ebene  23'4'  oder  II  zugeordnet  und  dicGer.adc  1 2 
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Rfliört  gleic'lifalls  zum  (^oiiiplex.  Eljenso  zeigt  man,  dass  den 
Punkten  11  und  4 die  El)enen  III  und  IV  entspreelien,  also  13,  14 
zum  Coniiilex  geliören  und  somit  dem  Punkte  1 die  Ebene  1 ent- 
spricht.'’^) 

Es  ergicbt  sieh  leicht,  dass  die  singulären  Ebenen  E,-  den 
singulären  Punkten  Ei  und  die  singulären  Strahlen  den  singu- 
lären Axen  0,  durcli  denselben  Complex  zugenrdnet  sind,  dass 
also  das  Singularitätensystem  in  llczng  auf  ihn  sich 
seihst  congugiert  ist;  so  dass  z.  B.  das  Büschel  der  sin- 
gulären Ebenen  und  die  Beihe  der  singulären  Punkte 
einander  projeclivisch  sein  müssen;  und  dass  ferner,  weil 
sie  durch  ihre  Singniarilälen  schon  üherheslimnit  ist,  die  ganze 
('.omplexfläche  in  Bezug  auf  ihn  sich  seihst  conjn- 
giert  ist. 

Das  obige  Schema  zeigt  durch  die  Verlauschharkcit  der  aus- 
gedrückten  Zuordnungen,  dass  die  vier  also  construierten  linearen 
Complexc  paarweise  in  Involution  sind  (Bd.  I.,  Art.  239.);  die  Com- 
plex fläche  ist  also  in  Bezug  auf  vier  paarweis  involu to- 
risch liegende  lineare  Complexe  ihre  eigene  Polare. 

IMr  schliessen  aber  ferner,  dass  die  Fläche  der  singu- 
lären Punkte  und  die  Fläche  der  singnlären  Ebenen 
für  den  Complex  zweiten  Grades  identisch  sind;  denn 
durch  jede  Gerade  g des  Baumes  gehen  vier  Ebenen  der  letztem 
und  in  ihr  liegen  vier  Puidcte  der  ersteren  von  demselhcn  Dop- 
pelverhältniss,  sodass  das  Zusammenfällen  von  zweien  jener  Ebenen 
auch  das  von  zweien  dieser  Punkte  nach  sich  zieht. 

.Mit  der  Specialisierung  der  Com|ilexl1äclic  für  g als  eine  dem 
Comj>lex  angehürige  Gerade  hallen  wir  uns  nicht  auf. 

338.  Für  die  weitere  lintersuchung  der  Complexe  zweiten 
Grades  denken  wir  die  Beziehung  auf  die  sechs  Fundamental- 
coni|)lexe  Xi  = 0,  welche  als  Analogon  der  Bcduclion  der 
Gleichungen  von  zwei  Flächen  zweiten  Grades  auf  das  gemein- 
same Quadrupel,  in  Bd.  1,  Art.  239.  entwickelt  worden  ist;  also 
die  Gleichiuigsform 

(jp  — Ar,  a:,*  -f  -j-  . . . -f-  = 0, 

mit  der  Belation 

n ~ + . . . + = ü. 

Dieselbe  sagt  aus,  dass  der  Complex  und  alle  von  ihm  ah- 
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liänijigen  oder  zu  ilim  covariaiilen  geometrischen  Gebilde  mit  be- 
zug auf  das  System  der  sechs  Fundamcntalcom|ilcxe  sicli  selbst 
coujugicrt  sind.*) 

Nach  Art.  334.  bestimmen  wir  die  singulären  Linien  als  die- 


jenigen, welche  zugleich  = 0 und  die  Gleichung 


befriedigen,  also  aus 

t=  0,  cp  — 0 und  -j-  = 0 oder  9J,  = 0 

Ist  Xi  eine  beliebige  singuläre  Linie,  so  sind  wegen  9^  = 0 
und  /J  = 0 die  Goordinalen  y,  einer  der  Qeradeii,  welche  in  der 
entsprechenden  singulären  Ebene  durch  den  zugehörigen  singulären 
Punkt  gehen,  von  der  Form 


pyi  = [ki  — A)ar, 


für  1 als  Goiistante  und  q als  Proportionalitätsfactor;  und  wenn 
auch  diese  dem  gegebenen  Complex  angehören,  so  ist  die  singu- 
läre Linie  Xi  eine  osculierendc  singuläre  Linie,  so  dass 
zur  Bestimmung  dieser  Geraden  zu  den  Gleichungen  der  singu- 
lären Linien  noch  die  Gleichung 

+ . . . + k^^x^  = 0 oder  cp^  = 0 
hinzutritt.  Die  geradlinige  Fläche  der  singulären  osculicrenden 
Linien  ist  also  von  der  Ordnung  und  Classe  sechszehn.  (Vergl. 
Art.  341.) 

Wenn  die  zugeordneten  Linien  selbst  wieder  singuläre  Linien 
sind,  so  muss  zu  den  Gleichungen  R—Q,  cp==0,  9>j=0,  qP2=0 
noch  die  Gleichung 

A, *x^^  -f-  . . . -{-  k^'x^'  — 0 oder  = 0 
bestehen  und  man  erhält  zweiunddreissig  ausgezeichnete  singuläre 
Linien 


1 

(4tj  A',)  (A'j  ä'i)  . . (A'j  — AJ’ 


etc. 


•)  Bei  der  freBnorgchori  Welleufläcbe  sind  die  Fundamentalcom- 
plexe  durch  die  Gleichung  ausgedriiekt 

yz  — 1/2  -f-  ai[x  — x)  --  0,  yt  — y'z  — 'ai(x  — x')  = 0: 
ix'  — i'x  4-  6t(y  — y)  = 0,  etc. 

**)  Wenn  durch  /i=0,  f=C)  diese  Gleichung  identisch  errüllt  wird,  so 
besteht  der  Complex  aus  der  Gesammtheit  der  Tangenten  einer  Fläche. '*<) 
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ueli'he  je  in  einer  der  Doppelebeneii  der  Singularitäleiinäche 
liegen  und  die  enUpreelicnde  Berührungscurve  berühren  oder  durch 
einen  der  lloppcipunktc  der  Singularitätenfläche  gehen  und  Er- 
zeugende des  entsprechenden  Tangentenkegels  sind. 

339.  Eliminiert  man  zwischen  den  Bcstimmungsgleichungen 
B=0,  f =0,  /■,  =0,  Qyi  = (kg  — A)x,  einer  beliebigen  Tangente 
der  Singularitätendäche  die  xg,  so  erhält  man  die  Gleichungen 

yr  + 2/2^  + • . • + y«*  = o, 


yi^  I I y»^  — 0 ■ yr.’^  _q 

Ä-,  — A A-g  — A ’ (A-,  —Af  ■’"•••  f (Ag  — A)2  ’ 

deren  zweite  eine  hiquadratisclie  Bestimmungsgleichung  für  A ist, 
von  weicher  die  dritte  aussagt,  dass  ihr  nach  A genommener  Dif- 
ferenlialquotient  verschwindet;  die  Complexgleichung  der 
Singularitätenfläche  ist  also  die  nach  A gebildete  l)is> 
criniinanle  der  zweiten  der  vorigen  Gleichungen  — sie 
ist  vom  Grade  zwölf. 

Jene  Gleichung  stellt  für  veränderliches  A ein  System  von 
einfach  unendlich  vielen  Complexen  zweiten  Grades 
dar,  welche  sämmtlich  mit  dem  gegebenen  die  Singu- 
laritätenfläche gemein  haben,  weil  das  System  der  drei 

Gleichungen  ungeändert  bleibt,  wenn  man  k,  durch  7—— j ersetzt. 

Ä‘|  A 


Auf  die  Analogie  dieser  Gleichung  mit  der  Gleichung  des  confo- 
caleii  Systems  von  Curven  oder  Flächen  zweiten  Grades  kommen 
wir  zurück. 

Ist  yg  eine  gegebene  Gerade,  so  liefert  die  besprochene 
Gleichung  vier  zugehörige  Werthe  von  A,  d.  h.  cs  giebt  vier 
Complexe  im  Systeme,  welche  die  gegebene  Gerade  yg 
enthalten  und  dieselbe  Kiimmer’schc  Fläche  zur  Sin- 
gularitälenfläche  haben.  Berührt  die  Gerade  yg  die  Singu- 
laritätenfläche, so  fallen  zwei  dieser  Complexe  in  einen  zusammen, 
für  welchen  diese  Gerade  eine  singuläre  Linie  ist. 

Wenn  drei  Wurzeln  derselben  Gleichung  zusammenfallen,  so 
erhält  man  die  Haupttangenten  der  Siiigularitätcnfläche; 
sie  sind  also  durch  die  letzten  drei  Gleichungen  zusammen  mit 
der  vierten 


yii 

(A,  - A)3 


ys^ 

(*6  - 


= 0 


ausgedrückt. 
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rügt  iiiiin  nocli  diu  Gleiclimig 
Vt  -4_ 

(Ä-,  - [k,  - 


0 


liiii/.ii,  so  «rliält  man  die  Tangenten  der  ßernliriingsciir- 
ven  in  den  Doppelebencn  der  Singnlaritätenlläclie  und  die  Er- 
zeugenden der  |{erülirnngskegcl  aus  den  Dop|)el|>unkteii 
<lerselben.  Für  einen  l)estiinniten  M'ertli  von  il  kann  das  System 
dieser  fünf  Gleidiungen  aufgelöst  werden;  die  im  Coinplex 

= 0 


Vt- 


kl  — k^—  I 

diesen  Linien  zugeonlneten  hililen  die  Gesamintlieit  der  in  den 
lloppclebcnen  liegenden  und  der  dureli  die  Doppelpunkte  gebenden 
geraden  Linien.  Für  y,-  als  eine  Lösung  jener  fünf  Gleidiungen 
bat  man  also  zur  liestimmiing  soldier  Geraden 


QXi  • 


ki-X  + 


;>4Ü.  Für  die  Doppel tangenten  der  Singularitätcii- 
fläcbc  erluilt  man  ans  den  Gleidiungen 


A • 1-  k,- 

diirdi  die  Wertlie  — 


0, 


.'/d 


72  + • ■ • + 


(J 


A ’ (4-,-Ap  ‘ ‘ (A-b-A)* 

A-,  von  A die  sedis  Paare  von  Gleicliiingcn 


.'/.=0,  + =0; 


.Vft 


= ^ =0. 

^|■“'‘e  '*6  — «6 

Man  erbält  dieselben  Gleidiungen  auch  diirdi  Einsetzung  der- 
selben Werthe  in 

9Pi  = Uu  — ^)a:, 


lind  Elimination  von  x,-  aus  /?  = 0,  ij)  = 0,  y;,  = 0. 

Die  Doppel  taugen  teil  der  kii  in  in  er ’s  eben  I'läiliu 
bilden  also  sechs  verschiedene  Gong  nie  uzen  zweiter 
Ordnung  und  Glassc,  deren  jede  einem  der  sechs  Kuii- 
d a III  e II  t a I - G o ni  p I e X c a n g c b ö r t. 

In  einer  beliebigen  Ebene  werden  die  aditundzwanzig  l)op- 
pdtangenten  der  Fläche  von  den  secbszelin  Spuren  de,r  Doppel- 
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(■brneii  und  von  den  scclisinal  zwei  Linien  dieser  Coni,Tuenzen 
gebildet."^)  Jeder  der  Coniplexe  der  betraclitclen  Seliaar  selineidet 
einen  Kegelsclnnlt  aus  der  Ebene,  der  jene  Cinve  vierter  ürdnnng 
in  vier  Pnnklen  beriilirl  nacli  den  zugehörigen  singulären  Linien 
als  Tangenten,  liurdi  einen  Punkt  gehen  vier  solche  Kegelsehnitte 
und  eine  (jerade  wird  von  zweien  derselben  lieröhrt.  Iterfdirt 
die  Ebene  die  Eläche,  so  ist  die  C,oni|ile.'i(uirve  ein  l’iniklepaar, 
in  dem  die  durch  den  Uernhrungs|>nnkt  gehende  zugeorilnete  sin- 
guläre Linie  die  Querschniltscnrve  ferner  schneidet. 

Ist  O ein  Punkt  der  Eläche,  T die  zugehörige  TaiigenÜal- 
ehene,  so  gehen  von  O an  ihre  Ouerschnittsciirve  mit  dcrselhen 
sechs  anderwärts  in  Punkten  O'  berührende  Tangenten,  die  in 
den  sechs  Eundamentalcomplexcn  ihm  enlsprechen;  gehl  inan  von 
ihnen  in  derselben  Weise  fort,  so  schliesst  sicli  dieser  Prozess, 
man  erhält  zwciunddreissig  und  nach  allen  sechs  Lomiilcxen  sechs- 
undneunzig (lerade  dieser  Art.  Die  Eläche  ist  in  unendlich  viele 
(iruppen  so  vieler  Dojipellangenten  eingesehriebeii,  deren  je  sechs 
in  einem  Punkte  zusammenlrelfcn.  Ebenso  liegen  auf  ihr  doppelt 
unendlich  viele  Gni|ipcn  von  sechszelin  Punkten  und  sechszehn 
Ebenen,  die  zu  je  sechs  ineinander  liegen  und  diirclieinander 
gehen  nach  Bd.  l,  Art.  240.  Die  Doppelpunkte  und  Doppelehenen 
der  Eläche  bilden  ein  ausgezeichnetes  System  dieser  All''*“) 

341.  Die  vorigen  Ergebnisse  führen  zur  E.liarakleristik 
der  ilauiittangentencurvcn  der  Knnimcr’schen  Eläche. 
Wir  denken  einen  hestinnnten  unter  den  (’omple.xen  zweiten  Orade.s. 
Die  Punkte,  in  welchen  die  singuläre  Linie  eine  liaupllaiigeiite 
ist,  sind  solche,  in  denen  die  Eläche  von  lauter  Complexgeradeii 
berührt  wird;  daher  enthält  eine  beliebige  Ebene  sechszthn  sol- 
cher Piinkle,  denn  der  zugehörige  Lomplexkegelsclniilt  und  die 
Querschnillscurve  zwölfter  Llasse  mit  der  K iimmer'scheri  Eläche 
haben  vierundzwanzig  genieinschariliche  Tangenten , deren  nur 
acht  von  den  vier  singulären  Idnien  vertreten  sind.  Die  lierüh- 
riingspunkle  der  übrigen  mit  der  Onersclniiilciirve  sind  Punkte 
einer  Ilaupttangenlencurve;  denn  die  Verbindungslinie  zweier  Nach- 
barpimkle  einer  so  bestimmten  Curve  ist  eine  Lomplexlinle,  ohne 
singulär  zu  sein,  die  Tangentialebenen  der  Eläche  in  den  benacli- 
barlen  Punkten  sind  also  Ebenen,  deren  Complexcurveii  diese 
liinic  in  benachbarten  Punkten  berühren,  gemäss  dem  projectivi-- 
sehen  Entsprechen  des  Art.  336.,  d.  h.  die  Tangentialebene  der 
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Flät'iie  (Irelil  sich  um  die  Tangenle  der  Curve,  \vährend  der  Be- 
rüliriingspiiiikt  in  ihr  forlsclireilel.  Nach  der  Dualität  ist  hiermit 
zugleich  bewiesen,  dass  die  Hauptlaiigenlencurven  der 
Kuinmer’schcn  Fläche  von  der  sechszehnten  Ordnung 
und  Classe  sind.*'*') 

Die  cinrach  unendlich  vielen  Complexe  des  Art.  339.  lierern 
das  ganze  System  der  Ilaupttangentcncurvcn  ihrer  Singularitätcii- 
fläche;  die  sechs  doppelt  zählenden  linearen  Fundamentalcomplexc 
.speciell  rrdiren  durch  ihre  singulären  Linien  die  Doppeltangenten 
der  Fläche  auf  sechs  ausgezeichnete  llaupltangentencur- 
ven,  welche  nur  von  der  achten  Ordnung  und  Classe  sind. 

Da  nun  unsere  Fläche  sechszehn  Doppelpunkte  hat  und  ihre 
parabolische  Curve  aus  den  sechszehn  Berührungskegcischuitten 
der  Doppelebenen  besteht,  also  die  ilaupltangentencurven  umhüllt, 
so  haben  die  letzteren  sechszehn  stationäre  Funkte  oder 
Spitzen  in  jenen  und  sechszehn  stationäre  Flhenen  in 
diesen.  Die  zwölf  übrigen  Punkte  jeder  Haupttaiigentencurve  in 
einer  solchen  Ebene  liegen  paarweis  in  den  sechs  ihr  angehörigen 
Doppelpunkten. 

In  den  Punkten  der  sechszehn  Bcrühriingskegelschnitte  und 
in  denen  der  sechs  ausgezeichneten  llaupttangcntencurven  achter 
Ordnung  hat  man  die  Cesamnitheit  der  Punkte  (Ort  der  Ordnung 
achtzig,  Kap.  IX),  in  welchen  eine  Tangente  die  Fläche  vier- 
pnnktig  berührt,  oder  wo  die  Schnittcurvc  der  Tangentialebene 
im  Doppelpunkt  zugleich  einen  Wendepunkt  für  den  einen  Ast  hat. 

lleberdiess  schneidet  jede  Hanpttangentencurve  eine  der  sechs 
ausgezeichneten  Ilaupttangentencurven  in  sechszehn  Punkten,  in 
denen  die  vierpunktig  berührende  llaupitangcnte  eine  Linie  des 
(|iiadralischen  Cotnplexes  ist.  Denn  die  längs  einer  jener  sechs 
Curven  vierpunktig  berührenden  Ilaupttangenten  bilden  eine  Regel- 
llächc  achten  Crades,  die  mit  dem  Complex  sechszehn  Gerade 
gemein  hat.  Somit  haben  die  Ilaupttangentencurven  der  Kum- 
mer’schen  Fläche  sechsundneunzig  stationäre  Tangenten. 
Wir  haben  also  für  diese  Ilaupttangentencurven  folgende  Tafel  der 
Charaktere: 

m = n = 16,  « = ^ = 16,  d = D — d — 0 , 9 = 96, 
r = 48 , a:  = y «=  952 , y = h <=  72. 

(Vergl.  Art.  67.,  68.,  jedoch  wegen  der  Singularitäten  d,  ß,  0 
die  bezügliche  Anmerkung  unter  den  Zusätzen.) 
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Die  ausgezeichneten  IlaupUangentencurven  gehen 
ans  den  allgcnicinen  durcli  Vereinigung  je  zweier  in  einer  Spitze 
zusauimcn  slossender  Zweige  von  diesen  hervor  und  ihre  Ordnung, 
Classe  und  Dang  sind  daher  die  iläHicn  der  vorigen  Zahlen;  die  , 
Zahl  der  stationären  Krzeugcnden  bestimmt  sich  wie  vorher  nach 
den  acht  Schnittpunkten  mit  jeder  der  fünf  andern  zu  vierzig  und 
damit 


g =>  h = \a,  X = y = 200. 
ländlich  giebt  es  in  der  Fläche  den  dreissig  Uircctrixcn  der  riinr- 
zehn  aus  den  Fundamentalcomplexen  gebildeten  Congruenzen  ent- 
sprechend, nämlich  als  ihre  Schnittjiunkte  in  der  Fläche,  huiidert- 
undzwanzig  Punkte,  wo  die  Tangentialebene  eine  Querschnitts- 
rurve  liefert,  deren  beide  Aeste  im  Doppelpunkt  Inllexionen  be- 
sitzen oder  welche  Doppelpunkte  in  der  obenerwähnten 
(iurve  der  Punkte  mit  vierpunktig  berührenden  Tan- 
genten sind;  denn  für  einen  solchen  Punkt  ist  diu  Tangential- 
ebene ihm  in  beiden  zugehörigen  Coinplexen  zugeordnet. 

342.  Wir  kehren  zu  derCleirhung  des  Systems  der  Complexc 
derselben  Kummer 'sehen  Fläche  in  Art.  339.  zurück 

2 y.  1 6^2 

+ , Ji_^  = 0 oder 


e 

2’  = 0. 

, ki  — l 


F’ür  eine  gegebene  Complexlinie  ist  sie  eine  Gleichung  vierten 
Grades  in  i.  und  die  vier  Wurzeln  derselben  geben  die  Werthe 
der  Parameter  derjenigen  vier  Gomplexe  des  Systems,  welche  diese 
Gerade  enthalten  — so  bemerkten  wir  schon  dort. 

Wir  fügen  hinzu,  dass  die  vier  Werthe  il, , Jlj,  A,,  A,  als 
elliptische  Coordinaten  der  geraden  Linie  hezeiehtiet 
werden  können.'^*')  (Vergl.  Art.  128.,  134.  besonders  aber  für  die 
hier  betrachtete  Erweiterung  Art.  318.  f.) 

Wir  drücken  die  xi  mittelst  der  A,  aus.  iniletu  wir  abkürzend 

m = {f-1  - A)  {k,  - A)  . . . (A-,  - A); 

dann  ist 


1 


-0,  X 


und  man  erhält  durcli  Auflösung 

(A,  - A,)  (A.  - A,}  (A,  - A,)  (A, 


QXi‘ 


\ 
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Sclzl  man  einen  der  Parameter  conslanl,  so  hat  man  die 
einem  bestimmten  Complex  des  Systems  angeliörigen  Geraden 
ausgedrückt;  zwei  Aj.  Aj  constant  geben  die  Linien  der  gemein- 
samen Congrnenz.  und  wenn  sic  nberdiess  gleidi  sind,  die  singu- 
lären Linien  des  betreflenderi  Compleses.  Die  Annahme  A3=A4=A-f 
gielit  die  Poppeltangcnlen  der  Kummer 'sehen  Fläche,  die  sin- 
gulären ünien , die  dem  Complex  xj  = 0 angchören ; etc.  wie  im 
Art.  33D.  Schliesslich  giebt  die  Constanz  aller  Parameter  A,  die 
zweiunddreissig  gemeinsamen  Geraden  von  vier  Comjdexen  des 
Systems  und  bei  der  Gleichheit  ihi  er  \Verthc  die  ausgezeichneten 
singulären  Linien  des  bezüglichen  Gomplexes,  welche  Tangenten 
der  Beriilirungskcgelscbnitte  in  den  Doppelehenen  und  Erzeugende 
der  IJernhrungskegel  in  den  Doppelpunkten  sind. 

.343.  Zwei  Geraile  x;  und  i/,-  schneiden  sich,  wenn  (lld.  1, 
Art.  52.)  2'x,  j/i  = D ist.  Diese  Itedingnng  ist  Inr  y,  — Xj t/.r,- 
identisch  erlnllt,  weil  = 0 ist  und  somit  2L’x,(/x,-  = 0 wird. 
I'nr  y,  = X,-  tlXi  + d’.-C(  erhalten  wir  Zxitlxi  — 0 und 

2’(2,r,(/’.r,  -[-  — 0 unil  die  Dedingung  des  Schneidens  von 

zwei  aureinanderfolgenden  Geraden  ^XiiPxi  — O oder  reduciert 
mit  Hülle  der  letzten  Gleichung  Zilx,^—0. 

In  den  Coordinaten  Aj  erhält  diese  Dedingung  die  Form 

,.  •>  (^1  ^})  (^1  ^4)  I =0 

‘ " 7W  "■ 


.Sind  dann  also  wie  in  den  hier  wichtigen  Fällen  zwei  der  A,-  con- 
stant,  also  z.  D.  und  dA,  Null,  so  erhält  man  die  Dill'eren- 
tialgleiclunig  der  Umbüllnngscurvcn  der  l.inicn  iler  Congrnenz 
dieser  beiden  Com|dexe 


dA, 


/(^  - 

hK) 


dAj 


'(K, 


A3)  (A,  Aj) 


Setzt  man  die  >Yerlhe  der  Constanten  glcichgross  Aj  = A,, 
so  erhält  man  die  IJmliüllungsrurven  der  singulären  Linien  des 
(iomplexes  A = A3  = A,;  lur  A3  = A^  = A,  insbesondere  die  L'ut- 
hüllungscurvon  derjenigen  Dopjieltangenten  der  Kummer'scheii 
l'läche,  welche  dem  Cumplex  x,  = ü ungehüren.  Es  sind  die 
von  den  Linien  einer  allgemeinen  Congrnenz  zweiter  Ordnung  und 
Classe  undiüllten  Curven.  In  der  That  lassen  sich  nach  Art.  1G5. 
dieselben  auf  zwei  Weisen  in  eine  Reihe  von  entwickelbareu 
Flächc’n  ziisammenfassen. 
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F'ür  = Aj,  = i,  «inl  ijii;  vori-lelirnde  nifTert'iiliiil- 
gleicliiin);  iilcntisdi  licrrifdigt,  wie  dies?  der  gcoinetrisclicn  He- 
dciitting  eiilspriclit,  woriiarh  diese  (■.«iigruciizeii  von  den  Geraden 
in  den  l)o[>pelelienen  und  ans  den  Dn|ipel|iniikten  gebildet  wenleti. 

Für  Aj  = A.,  = A|  wird  die  DilTerenlialgIciclning  rfA,  =0 
lind  giclil  also  A,  ==  consl.  als  Hauptlangeiilencurveii  der  Kiiin- 
III er 'sehen  Fläche.'^'’) 

.444.  Die  Din'ereiitialgleicliiiiig  der  speriellen  aus  Tangenten 
einer  Fläche  hestehenden  Coniple.xe  in  Art.  338.  wird  dureli  Kin- 
fnhriiiig  der  l’aranieter  A, 

+ ...  =0 

\,nj  (A,  - A.,)  (A,  - A3)  (A,  - A.)  ^ 


uiiil  inan  erhält  eine  vollständige  l.ösnng  derselhen  inil  drei  will- 
knrlirlieii  Conslanten  a,  h,  C in  der  Form 


-a)(A.^~  h) 


+ ..  + C. 


Dieseihe  stellt  dreifach  unendlich  viele  specielle  Coinplexe  also 
Flächen  dar  und  jeder  in  der  allgemeinen  LOsiiiig  eiilhallene 
l'.omplex  wird  als  (anhüllnngsgehildc  von  zweifach  unendlich  vielen 
dieser  Flächen  erhalten. 

Die  Fläche  9 = 0 mit  den  Constanteii  a,  b,  C ist  gemein- 
sames Integral  der  Coinplexe  A = 0 mul  A = 6;  d.  h.  das  eine 
System  ihrer  llanpttangeiiten  gehört  dem  einen,  das  andere  dem 
andern  an,  oder  sie  hat  mit  A = « sowohl  als  mit  A = <ieine  s|icrielle 
(iongrnenz  ans  lauter  Han]ittaiigenleii  der  Dreiinilächc  (Art.  16.8) 
gemein;  denn  die  Din'ereiitialgleichnng  einer  speriellen  l'.ongruenz 


T ^ ^ ’I’V  ^ 

dxj  \dxj  \dxj 


0 


wird  für  (j>  als  eine  dieser  Flächen  und  if>  gleich  A,  — « oder 
Aj  — b erffillt. 

Lind  da  C dahei  nicht  in  Betracht  kommt,  so  schliesseii  wir, 
dass  je  zwei  f.omplcxe  A = «,  A = 6 des  zur  K um  in  er  "scheu 
Fläche  gehörigen  Systems  einfach  nneiidlich  viele  gemeinsame 
[ntegralfl.ächeii  <p  hahen.  Denkt  man  auch  b variabel,  so  erh.ält 
man  zweifach  niiendlirh  viele  liitcgrallläclien  des  Complexes  A = u 
und  damit  eine  vollständige  Lösung  der  mit  dem  C.omplex  ver- 
knn[irien  Dill'erentialgleichnng. 
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Zu  den  Uiiiliiiliiingünirven  der  Coiigruenz  l = a,  l.  ^ b 
stehen  die  diesen  Coniplcxen  geincinschartlielien  Inlegrainärhen 
in  der  Beziehung,  die  man  durch  den  Salz  ausspridU:  Die  Ciirve 
der  parai)olischen  Pnnkle  der  Inlograllläche  ist  eine  Rückkehr- 
curve  in  dieser,  liegt  auf  der  Rrcnnfläche  der  Congruenz  A^  = rt, 
= b und  ist  eine  der  Umhüllungscurveii  derselhen.  Denn  die 
llaupttangenten  in  solclicn  I'unktcn  der  Integrainäche  fallen  zu- 
saininen,  was  auf  die  paraholischc  Curve  derselhen  führt,  und  die 
Suhstitutinn  liefert  die  Gleichung  einer  Dnihüllungscnrve  der  Con- 
gruenz /Ij.  Diese  Dinhülliing  endlich  bedingt  jene  Curve  als 
Rückkehrrurve.  Setzen  wir  spcciell  A.,  = = a,  so  erhalten 

wir  die  Curve,  nach  welcher  die  Integrallläche  die  Singiilaritäten- 
lläche  herührt,  mit  der  Gleichung 


-«)  ßr 

fß,) 


-h) 


■*) 


-f  G = 0 


d.  h.  die  Singularitätennäche  entspricht  einer  singulären  Lösung 
der  mit  dem  Complex  verknü]>ften  DilTerenlialgleichung. 

345.  Die  Kumm  er 'sehe  Fläche  ist  die  Singiilaritäteiifläche 
des  allgemeinsten  Complexes  vom  zweiten  Grade;  sie  eiiLspricht 
also  der  kanonischen  Form  mit  lauter  verschiedenen  /.-< 


R a:, -f  Xß*  ==  0,  g>  A,  x,-  -f  . . . -f  ^gX^’  = 0. 
Sind  zwei  derselhen  gleich , so  hat  er  zwei  doppelte  Coinplexge- 
rade,  denn  die  ('ileichung  lässt  sich  auf  die  Form  bringen 

^3  “^3*  + + *5*5*  + 

Die  Suhstituliuu 

a-i  = Pu  + P34  - = + P ’4  • ^6  = Pi4  + P33 

IXj  = ^,2  ])^,  IXj  = />,3  P24,  »a'g  = />|4  Pj3 

führt  diese  Gleichung  über  in 

^3  (P|3  +P24)®  — ^4  (Pl  3 — P44)’+  ^6  (P|  4 + Pn)’  “ ^6  (Pl  4 ~ Pn?==  0- 
Man  hat  darin  den  Complexkegel  für  den  l’unkl  y in  laufenden 
(Koordinaten  t,  wenn  man  = — UkU  denkt;  die  Be- 

dingung seines  Zerfalicns  d.  h.  die  Discrimiuante  dieser  Gleichung 
giehl  die  Singularitätennäche;  nach  Aussonderung  eines  Factors 
wenn  der  Schnitt  mit  0=  ü henutzt  wird)  erhält  man 
für  sie 

- ^4)  (p.  V + .v.yp4-)  + i3^4(i,' (pyyy+.vyp3-)  + 

^ + ^4)  — ^3 ^4 {^5  + ^s)}  yi’jj’Jiyt  = 0. 
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Die  Singularitälenllächc  ist  eine  Hegclfläclie  vierten  Grades 
mit  jenen  Linien  (liier  tj^  = y.^  = 0,  t/,  = ==  0)  als  Doppel- 

geraden  ; unter  ihren  Erzeugenden  sind  keine  singulären  Idnien. 
Die  Kumm  er 'sehe  Flüche  geht  in  sie  über,  indem  die  secliszehii 
Dnppelehenen  und  respeetive  die  sechszehu  Doppelpunkte  paarweise 
in  die  acht  r.uspidalebeuen  und  Cuspidalpunkte  der  Doppelgeraden 
zusammen  gehen. 

Dei  drei  gleiciien  ki  existiert  eine  Regelschaar  von  doppelten 
Complexlinien  und  die  Singnlaritätenflärlie  ist  die  doppelt  zählende 
Fläche  zweiter  Ordnung,  die  sie  bilden;  die  Itreniillärhe  der  sin- 
gulären Linien  bestellt  aus  acht  Erzeugenden  der  nicht  doppelten 
Schaar.  Bei  zwei  Paaren  gleicher  ki  besteht  sie  aus  zwei 
Flächen  zweiter  Ordnung,  die  ein  windschiefes  Vierseit  gemein 
haben,  das  die  Paare  der  windschiefen  Doppelgeraden  bilden. 
Bei  einem  l'aar  und  drei  gleichen  ki  existiert  eine  Regelschaar 
von  doppelten  Complexgeraden  und  die  Singularitäteiinäcbe  ist  die 
doppelt  zählende  Fläche  zweiter  Ordnung,  welche  sie  bilden;  die 
Rrcnnfläche  der  singulären  Linien  besteht  aus  zwei  Erzeugenden. 
Rei  drei  Paaren  hilden  die  Doppelgeraden  die  Kanten  eines  Te- 
traeders und  man  hat  den  Complex  aus  zwei  collincaren  Räumen 
vom  Bd.  1,  Art.  13G.,  Beisp.  Das  Tetraeder  ist  seine  Singularitäteii- 
liäclic,  in  seinen  Flächen  liegen  die  singulären  Punkte  und  durch 
seine  Ecken  gehen  die  singulären  Ebenen. 

Mit  zwei  Gruppen  von  je  drei  gleichen  /i,-  endlich  erhält  man 
den  Complex  der  Tangenten  einer  Fläche  zweiten  Grades,  deren 
Erzeugende  doppelte  Complexgerade  sind. 

Die  beiden  homogenen  (|uadratischen  Formen  mit  sechs  Va- 
riabein lassen  aber  elf  verschiedene  kanonische  Formen  zu  und 
für  jede  derselben  ergeben  sich  analoge  Specialisierungeii  wie  in 
dem  eben  betrachteten  Falle. Man  bat  so  überhaupt  acht  und 
fünfzig  Gattungen  von  Complexen  zweiten  Grades  erhalten,  von 
denen  jedoch  zehn  zerfallen.  Jene,  die  kanonischen  Formen, 
lassen  sich,  der  Sylv es ter- Weiers trass'schen  Theorie  der 
Elemenlartheiler  entsprechend,  durch  die  Symbole  [111111], 
[11112],  [1113],  [1122],  [114],  [123],  [222],  [lö],  [24],  [33], 
[6]  bezeichnen;  und  dem  ersten  dieser  Fälle  sind  dann  die  sechs 
vorher  kurz  aufgezählten  Gattungen  als  [1111(11)],  [111(111)], 
[11(11)(11)],  [1(11)(111)],  [(11)(11)(11)],  [( 11 1)1111)]  .-.ngehürig, 
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währ 1 vifir  aii.lcre [ 1 1 (1 1 1 1 )].  [ 1(1 1 1 1 1)J,  1 1 1)],  [(1 1 1 1 1 1)] 

(kiinplcxe  liefern,  wclclie  zerfallen. 

Im  zweiten  Talle  [11112]  kommen  mit  Ansselil.nss  der  zer- 
fallenilen  die  folgenden  nenn  Arten  vor  [11112],  [111(12)1, 
[11(11)2],  [11(112)].  [1(11)(12)],  [1(111)2],  [(llj(ll  2],  L(1  l)(112)i, 
[tlll)(12)J.  Der  Complex  der  ersten  Art  enthält  eine  Düi)pel- 
gerade,  die  als  singuläre  Linie  vierfaeh  ist  und  die  Singularitäten' 
Iläche  ist  die  allgemeine  l’lücker’sclie  Siiigidaritälcnnäelie.  Diese 
geht  aus  der  Kummer 'sehen  hervor,  indem  acht  der  Doppel- 
punkte paarw  eis  in  die  Cuspidalpunkte  der  Cumplexlläche  (Art.  337.) 
zusainmcnfallen. 


Dem  Complex  der  zweiten  Art  gehört  als  Singidaritätenfläche 
die  llegelfläehc  mit  einer  Cayley'sehen  doppelten  Doppelgeraden 
(Art.  .307.)  an  ; dem  des  dritten  tliejenigc  mit  drei  Doppelgeraden,  von 
denen  eine  (die  Krzeugende)  die  heiden  andern  schneidet. 

Im  dritten  Fall  [1113]  haben  wir  eine  Uückkehrgerade  und 
als  Singularitälenlläi'hc  eine  Complexlläche,  deren  Leitgerade  eine 
Complexgerade  ist  und  in  den  ersten  beiden  Unterfällen  [11(13)] 
niiil  [1(11)3]  treten  an  ihre  Stelle.  Regelflächen  von  der  sechsten 
und  zweiten  Cayley'sehen  oder  der  zehnten  und  fünften  Crc- 
nio  na 'sehen  Gattung,  von  der  letztem  ein  Spccialfall. 

Im  vierten  Fall  [1122]  haben  wir  zwei  sich  schneidende 
Dopiielgcrade  und  eine  Singularitätenfläche  mit  vier  Knotenpunkten 
und  vier  Doppelehenen , welche  aus  der  allgemeinen  Com|>lexfläclic 
durch  /.usanitnenfallen  der  Knoten  3 mit  4 und  3'  mit  4'  in 
J’uuklc  der  Geraden  12,  1'2’  hervorgeht.  Der  Art  [12(12)]  ent- 
spricht die  Itegellläclie  fünfter  Gattung  nach  Cayley,  sechster 
nach  Cremona. 

Im  fünften  Falle  [114]  erhallen,  wir  eine  Doppelgerade  und 
ilic  (ioniplexfläche  mit  einer  singulären  Complexgeraden  als  Leit- 
linie; in  den  speciellen  Fällen  [1(14)J  und  Ql  1)4]  die  Kegelflächcn 
vierten  Grades  IV.  (Cremona  zehn,  Cayley  sechs),  und  die  Ver- 
bindung der  allgeineinen  Regelfläcbe  dritten  Grades  mit  einer  ihrer 
Ciispidalehenen  und  dem  entsprechenden  Cuspidalpunkte.  Die 
Cayley 'sehe  Art  der  letztem  tritt  bei  der  sechsten  kanonischen 
Form  in  dein  speciellen  Falle  [2(1.3)]  auf;  bei  der  siebenten  für  [222] 
drei  Dop|)elgerade  in  einer  Fheiie,  die  eine  Ausnahmeebene  ist, 
und  eine  Fläche  dritter  Ordnung  vierter  Classc,  welcher  dieselben 
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angcilüren;  oder  drei  Poppdgerade  durch  einen  Ptinkl,  und  die 
St  einer 'sehe  Flüche  vierter  Ordnung  dritter  Classe. 

Hei  der  achten  kanonischen  Form  [15]  tritt  als  weitere  Spe- 
cialisierutig  der  Coniplexfläche  der  fünften  eine  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  einer  Duppelgeraden  mit  dreifachem  1‘nnkt  und  statio- 
närer Tangentialebene,  ferner  einem  konischen  Knotenpunkt,  dessen 
Verhindungsgerade  mit  dem  dreifachen  Punkt  der  Fläche  einfach 
utid  mit  stationärer  die  Doppelgerade  enthaltender  Tangentialebetie 
angehürt.  Sie  geht  für  [(15)]  in  die  Cayley’sche  Regelfläche 
dritten  Grades  mit  der  stationären  Ebene  und  dem  stationären 
Punkte  über.  Bei  der  neunten  im  l'alle  [(24)]  die  cuhische  Fläche 
mit  hiplanarem  Doppelpunkt  und  zwei  konischen  nebst  einer  Ebene 
durch  jenen  und  für  [24]  ihre  lleciproke;  etc. 

Für  die  ausführlichere  Untersuchung  verweisen  wir  auf  die 
Ouellen;  hier  galt  es  wesentlich,  die  Beziehung  derselben  zu  den  in 
den  vorhergehenden  Kapiteln  untersuchten  Flächen  zu  verdeutlichen. 

341!.  Wenn  im  Vorigen  die  Fläche  vielter  Ordnung  mit 
sechszehn  Knotenpunkten  in  ihrem  Znsammenhang  mit  den^Com- 
plexen  erläutert  und  als  Brennfläche  von  sechs  verschiedenen 
Strahlensysiemen  oder  Congruenzen  zweiter  Ordnung  und  Glasse 
und  von  sechszehn  solcher  0‘"  Ordnung  und  erster  Classe  (in  den 
Dojipclebenen)  erkannt  worden  ist,  so  wollen  wir  jetzt  noch  kurz 
die  Beziehungen  der  Flächen  vierter  Ordnung  mit  weniger  als 
sechszehn  Knotenpunkten  (Art.  328.  f.)  zu  den  Strahlensystemen 
zweiter  Ordnung  angeben,  welche  von  Kummer  ausführlich  dar- 
gestellt worden  sind.'-'’’) 

Die  Strahlensysteme  zweiter  Ordnung  und  dritter  Classe  haben 
zu  Brennflächen  die  Flächen  vierten  Grades  mit  fünfzehn  Knoten- 
punkten und  zehn  singulären  Tangentialebenen.  Das  Strahlen- 
systcni  hat  fünfzehn  singuläre  Punkte,  wovon  fünf  mit  Strahlen- 
kegelu  zweiten  Grades  und  zehn  mit  ebenen  Strahlhüscheln.  Auf 
jeder  Fläche  vierter  Ordnung  mit  fünfzehn  Knoten- 
|innklen  liegen  sechs  verschiedene  Strahlensysleme  dieser  .Vrt  miil 
zudem  zehn  Strahlensysteme  0‘"  Ordnung  und  erster  Classe  in  den 
singulären  Tangentialebenen.  Als  Specialfälle  hat  man  das  Zusani- 
mentreten  von  drei  der  Knotenpunkte  zu  einem  uniplanaren,  mit 
sechs  (stall  vier)  durch  ihn  gehenden  singulären  Tangentialehenen ; 
und  das  Zusammentrelen  von  viermal  drei  solchen  Knotenpunkten 
zu  uniplanaren,  eine  Fläche  von  der  Gleichung 
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Digitized  by  Google 


434 


(x,x,  -{-  arjXj  -}-  Xjar, + — 4a;,  arj«3.T4  = 0. 

Mine  Fläche  vierter  Ortliiiing  mit  vierzehn  Knoten- 
punkten  und  secliü  singulären  Tangentialebenen  ist 
llrennfläche  von  vier  Strahlensystcinen  zweiter  Ordnung  vierter 
Classe.  Diese  Systeme  besitzen  einen  Doppelstrahl  und  unter  den 
vierzehn  slugulären  Punkten  sind  je  sechs  mit  ebenen  Strahl- 
hüschclii  und  mit  Strahlenkcgeln  zweiten  Grades  und  zwei  mit 
solchen  dritter  Ordnung.  Sie  enthält  üherdiess  ein  Strahlensyslero 
vierter  Ordnung  sechster  Classe. 

Die  Flächen  vierter  Ordnung  mit  dreizehn  Knoten- 
punkten und  drei  singulären  Tangentialebenen  sind 
Brennflächen  von  je  drei  Strahleiisystemen  zweiter  Ordnung  und 
fünfter  (3asse;  diese  haben  drei  durch  einen  Punkt  gehende  Dop- 
pelstrahlen und  unter  den  singulären  Punkten  sind  je  drei  mit 
ebenen  Strahlhüscheln  und  mit  Kegeln  dritter  Ordnung  sechs  mit 
solchen  von  der  zweiten  und  einer  mit  Kegel  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelkantcn. 

■Jede  Fläche  vierter  Ordnung  mit  zwölf  Knotenpunkten 
ohne  singuläre  Tangentialnhenen  ist  Brennfläche  von  drei 
Strahlensystemen  zweiter  Ordnung  sechster  Classe,  deren  sechs 
Doppelstrahlen  die  Kanten  von  Tetraedern  sind;  diese  Systeme 
haben  zu  diesen  sechs  Doppelstrahlcn  zwölf  singuläre  Punkte,  von 
denen  vier  .'strahlenkegel  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelkanten 
und  acht  solclie  vom  zweiten  Grade  haben. 

Hat  aber  die  Fläche  eine  singuläre  Tangentialebene, 
so  ist  sie  Brennlläche  von  zwei  Strahleiisystemen  zweiter  Ordnung 
sechster  Classe  mit  sechs  durch  einen  Punkt  gehenden  DoppeU 
strahlen;  von  den  zwölf  singulären  Punkten  hat  je  einer  ein  ebenes 
Strahlhüscbel  und  einen  Kegel  fünfter  Ordnung  mit  sechs  Doppel- 
kanten, vier  haben  Kegel  zweiten  Grades  und  sechs  Kegel  dritter 
Ordnung  mit  Doppelkante. 

Die  Fläche  mit  zwölf  Knoten  von  der  erstem  Art  enthält 
üherdiess  ein  Strahlensystem  sechster  Ordnung  zehnter  Classe,  die 
der  letzten  ein  solches  von  der  achten  Ordnung  und  fünfzehnten 
Classe. 

Endlich  ist  eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  elf  Knoten- 
punkten ohne  singuläre  Tangentialebene  Brennlläche  eines  Strali- 
lensystems  zweiter  Ordnung  siebenter  Classe;  es  hat  elf  singuläre 
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Punkte,  von  denen  einer  einen  Kegel  seclister  Ordnung  niil  zehn 
rtoppelkanlen  l»esitzt,  indess  die  zelin  andern  Kegel  dritter 
Ordnung  mit  Po|)|)elkante  halien.  Ausserdem  enthält  die  Fläche 
ein  Strahlensystem  zehnter  Ordnung  und  ein  unil  zwanzigster 
('.lasse. 

Und  da  ein  von  einem  singulären  Punkte  ausgehender  Strah- 
lenkegcl  nicht  von  höherer  als  der  sechsten  Ordnung  sein  kann, 
■so  gicht  es  keine  Strahlensystenie  zweiter  Ordnung  von  höherer 
als  der  siebenten  Classe,  wenn  nicht  die  llrennfläche  znm  Theil 
durch  Prenncurveti  ersetzt  wird.'^^) 

In  Bezug  hierauf  merken  wir  noch  an,  dass  hei  Strahlen- 
systemen  oder  C.ongrueuzcn  erster  Ordnung  diess  noth wendig 
eintritt,  indem  diese  entweder  eine  Haunicurvc  dritter  Ordnung 
oder  die  Verbindung  einer  naumeurve  w*"  Ordnung  mit  einer 
sic  (m  — l)mal  schneidenden  Geraden  zur  Brenncurve  haben  und 
im  ersten  Falle  von  der  dritten , im  andern  von  der  m*'“  Classe 
sind;  und  dass  von  den  Strahlensyslemen  zweiter  Ordnung  einige 
nur  Brcnncurven  haben,  nämlich  das  der  Sekanten  einer  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  erster  Art  oder  zweier  sich  zweimal  schnei- 
dender Kegelschnitte  und  das  einer  Curve  m‘"  Ordnung  mit  einer 
(m  — 2; mal  schneidenden  Geraden,  respective  mit  den  (^la.ssen 
sechs,  vier  und  m;  sowie  endlich  einige  eine  Brenncurve  unil 
Brenniläche,  nämlich  eine  Fläche  n*"  Ordnung  und  eine  (ii — 2) 
fache  Gerade  derselben  ((dasse  2n  — 2)  oder  eine  Kegelfläche 
zweiten  Grades  und  eine  ebene  Curve  der  Ordnung  p mit  (ft—  1) 
fachem  Punkt  .in  der  Spitze  (Classe  2p)  oder  Kegelfläche  zweiten 
Grades  und  ihn  zweifach  berührende  Curve  (m  — 2)'"  Ordnung 
mit  (m  — 2)  fachem  Punkt  in  der  Spitze  (Classe  m). 

.147.  Endlich  mag  in  diesem  Zusammenhänge  noch  der 
grossen  Familie  der  Flächen  vierter  Ordnung  wieder  gedacht 
werden,  die  sich  in  der  Form  A',  A,  •=  (Art.  .11.3.)  darslellen 
lassen.  Denn  sie  haben  die  hemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass 
das  System  ihrer  Uoppeltangenlen,  welches  zwölfter  Ordnung  und 
acht  und  zwanzigster  Classe  sein  muss  (Art.  20.),  in  zwei  Strah- 
lensyslemc  von  den  Ordnungen  vier  und  acht  und  den  re.spcctiven 
CIa.s.sen  zwölf  und  sechszehn  zerfällt.'^®)  Das  erstcre  w ird  von  den 
Erzeugenden  der  Flächen  zweiten  Grades  A*  A',  — 2i  A'j  -|-  A'j^  0 
gebildet,  deren  zwei  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  gehen,  wäh- 
rend ihrer  sechs  jede  Ebene  de.sselhcn  berühren.  (Art.  .11.3.) 

28* 
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Unter  den  Fläclicn  des  obi;,'en  Systems  sind  aclit  Kegel  nach 
dem  Grade  der  Discriminante  in  A,  die  dem  vorbezeiclineten 
Stralilensystem  angeboren,  ohne  dass  jedoch  ihre  Scheitel  im 
Allgemeinen  in  der  lirennflächc  vierter  Ordnung  liegen,  da  diese 
nicht  die  vollständige  Drenniläche  des  Strahlensystenis  der  üoii- 
peltangenten  ist;  diese  Breimnärhe  cnthrdl  vielmehr  immer  auch 
die  entwickelbarc  Fläche  der  dup|>ell  berührenden  Ebenen  der 
gegebenen  Fläche,  und  zu  dieser  gehören  olTenbar  jene  Kegel 
zweiten  Grades.  Zu  ihr  gehören  auch  die  Sirahlenkegel  aus  den 
acht  no|i|)elj)utikten  der  Fläche,  die  entsprechenden  einhüllenden 
Kegel  der  Fläche,  Kegel  sechster  Ordnung,  und  zwar  jeder  zwei- 
mal; sie  repräsentieren  also  mit  jenen  Kegeln  zweiten  Grades  ein 
Gebilde  von  der  Ordnung  112  — es  wird  durch  eine  entwickel- 
bare Fläche  mit  ltnekkehrkante  zu  der  Ordnung  160  ergänzt, 
welche  dieser  l)evelop|iabcln  zukoinmt.  . (Siehe  den  Abschnitt  c) 
des  Schluss-Ka|)ilels.) 

Ein  specieller  Fall  des  vorigen  ist  eine  Fläche  vierter  Ord- 
nung mit  zwölf  Knotenpunkten  in  Paaren  in  den  Geraden  a-j=0. 
a'i  = 0 und  vier  in  Kegelschnitten  berührenden  Ebenen  a:;  = 0 
A 2 , 

die  nach  dem  Vorigen  als  Envcloppe  der  drei  Systeme  von  Flächen 
zweiten  Grades 

l’ar, .v'j  — 2lAj  -f-  XjaTi  = 0, 

— 2p  A'2  -f-  aTjOTj  = 0, 

i’-’a-,  = 0. 

Die  einhüllenden  Kegel  aus  den  Knoleii|)Unkten  sind,  von  den  je 
zwei  singulären  Tangentialebenen  abgesehen,  welche  jeder  enthält, 
Kegel  vierter  Ordnung. 

Die  drei  den  Sebaaren  von  Flächen  zweiten  Grades  ent- 
sprechenden Systeme  der  Doppcilangenten  enthalten  gemeinsam 
die  vier  Sirahlensystenic  0*"  Ordnung  und  erster  Glasse  in  den 
singulären  Tangentialebenen,  und  der  liest  des  Ganzen  besteht 
daher  ans  drei  Strahlensystemcn  vierter  Ordnung  achter  Glasse. 
Je  zwei  derselben  enthalten  überdiess  gemeinsam  je  vier  der  von 
den  zwölf  Knotenjiunkten  ausgehenden  Strahlenkegel  vierter  Ord- 
nung. 

Die  Discriminnnlen  der  Systeme  sind  in  den  l’arametern  vom 
vierten  Grade,  da  (I  und  oo  Dopj)elwurzehi  sind  und  die  singu- 
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Ifirvii  Klicncn  licrerii;  wir  IiuIhmi  also  zwölf  riiiliüllfiule  Kcgt-I 
zweiten  Tirades,  (lercii  Scheitel  nicht  in  den  Knoten|ninklen  liegen. 
Damit  ist  das  System  der  Dop|iellangenlen  erschöpft. 

Die  Developpahle  der  doppelt  berührenden  Ebenen  enthält 
die  zwölf  Kegel  vierter  Ordnung  ans  den  knotenpnnklen  doppelt, 
die  zwölf  letztem  Kegel  einfach  und  die  vier  singnlären  Tangen- 
tialehenen  zehnfach  und  ist  damit  auch  vollständig  erschöpft. 

348.  Wir  wenden  uns  zurück  zur  Theorie  iler  Comj)le,\e 
lind  zwar  nach  den  aiisführlichern  lletrachtinigen  üher  die  Coni- 
plexe  zweiten  zu  denen  n*''“  Grades.  Die  Gfeichnng 

*rf/*)  kt,  nin  * • • PibPktPmn  • . • = {Pik^^Vi^k  Uk*^ 

eines  solchen  Complexes  kann  nach  Gl  eh  sch ''’®)  immer  in  einer 
Weise  iu  eine  Form  gebracht  werden,  welche  iler  symbolischen 
Darstellung 

[abyzY  = 0 

enlsiiricht. 

Die  Coefficienten  der  Gleichung  ip[p]  = 0 bleiben  inigeändert, 
wenn  man  unter  den  Indirespaaren  irgend  zwei  vertauscht;  sie 
ändern  ihr  Zeichen,  wenn  zwei  Indices  dcsselhen  Paares  vertan.scht 
werden  und  sie  erhalten  diiicli  die  Summation  Polynomialfactoren, 
welche  der  .Anzahl  der  verschiedenen  Formen  entsprechen,  die 
durch  Vertauschung  der  Imlicespaarc  ans  der  Gruppe  hervorgehen. 
Setzt  man  also  symbolisch  (Art.  1.) 

it,  m«,  , . . ‘ — ' ^kl^mn  • • • » 

so  erscheint  <p  als  n‘*  Potenz  der  Gleichung  eines  linearen  Gom- 
plexes 

7>v/>)  = {^»ikPih)’'. 

wenn  die  a,*  die  Eigenschaft  hahen,  mit  der  Vertaiischung  der 
beiden  Indices  das  Zeichen  zu  wechseln. 

Führt  man  dabei  den  txh  (Bd.  1,  Art.  51.)  analog  die  Coef- 
ficienten  ««  ein  und  bildet  entsprechend  den  Belationen  zwischen 
den  Liniencoordinaten  die  Ausdrücke 


A = a„<73,  + «.^3«,.,  + A = 4- 

so  hat  man  auch  in  fernerer  Analogie 


«rt ' 


84* 

daa 





8A,a 

8 «(* 
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349.  .Mit  Hiilfc  der  Flelalinii  /?  = 0 kann  mm  die  ge- 
wonnene Darstellung  zw eckinäs.sig  uingerornit  werden;  denn  man 
kann  <p{p)  setzen 

q>  + Mit  = 0 

für  .1/  als  eine  Fimetion  der  p,t  vom  Grade  («  — 2),  also  mit 

''  ~f~  ^ ^ 3 + 4 . « -j-  5 

T.2.'3“.4.5  ■ 

w illkiirliclien  Coefficienten. 

Mit  Hülfe  derselben  kann  man  nun  auf  eine  einzige 
'Weise  (p  so  uniformen,  dass  es  als  symbolisclie  l'oleiiz 
der  linken  Seite  der  Gleichung  eines  speciellen  linea- 
ren Coniplexcs  erschcinl,  d.  i.  eines  solchen,  dessen 
Strahlen  sammtlich  eine  feste  Gerade  schneiden. 

Sind  die  Coefficienten  eines  sjieriellen  Complexes,  so  kann 
man  Grössen 

«2,  «3,  oj:  i,,  63,  6, 

bestimmen,  so  dass 

Ort  = — (1*  bl 

und  also 

Ort,  *1,  m»,  . . . = (o*6(  — {o,„fr„  — o,*„)  . . . 

wird. 

Da  mm  die  Eigenschaften  der  Unveränderlichkeit  und  des 
Zeichenwechsels  beiden  Seiten  dieser  letztem  Gleichung  gemeinsam 
sind,  so  wird  mau  die  auf  der  rechten  Seite  stehenden  symholi- 
schen  Ausdrücke  den  Coefficienten  des  Complexes  substituieren 
dürfen,  wenn  nicht  die  linearen  Beziehungen,  welche  zwischen 
den  rechten  Seiten  bestehen,  weil  die  (a,6<  — die  Coordi- 
tiaten  einer  Geraden  sind,  von  den  linken  unerfüllbar  sind. 

Es  gilt  also  die  Identität 

— (!,&,)  («3Ö,  — a,bj]  -j-  (ojÄj  — njfc,) 

+ ("l''j  — 0,Ö,)  («jftj  — 036^)  = 0 

und  alle  denkbaren  linearen  Relationen  zwischen  den  rechlen 
Tbcilen  müs-seii  daher  aus  dieser  durch  Multiplication  mit  (n  — 2) 
Ausdi licken  von  der  Form  (0,6*  — a*6,)  hervorgehen;  es  setzt 
also  die  bezeichnetc  Siibstitiilion  in  der  Tliat  die  folgenden 
Gleichungen  voraus 

Ois,  W,  «,  . . . -f  «13,  42,  rt,  . ..  -f-  Oi4,  23,  rt,  . . . = 0, 
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d.  Ii.  nach  drr  Willkürliclikeil  der  auf  die  beiden  ersten  folgen- 
den Indiccspaarc  genau  so  viele  Gleichungen  als  die  Zahl  der 
möglichen  lionihinalionen  von  (n  — 2)  Indieespaaren  oder  als  die 
Zahl  der  Cocflkienlcu  im  Gomplex  M vom  [n  — 2)*'”  Grade.  Setzt 
man  in  diese  lelzlereii  Gleichungen  an  Stelle  der  (ioeflieienten 
von  q>  die  von  (p  MR,  so  erhält  man  ein  System  von  linearen 
Gleichungen  mit  den  Goeflicienten  von  M als  Unbekannten,  vvel- 
rhcs  die  Bestimmung  derselben  erlaubt,  wenn  seine  Determinante 
nicht  verschwindet. 

3ÖO.  Dass  diese  Bestimmung  wirklich  und  nur  auf  ei  ne  Art 
möglich  ist,  kann  man  folgenderniassen  zeigen.  .Man  denke  durch 
J(p  den  Process  bezeichnet 


d'tp  , ('^<p  , d'^rp 

'^Pn^P-M  ^Pi3^P\  \ ^Pps^Vn 
durch  welchen  aus  einem  Complex  n*'“  Grades  cp  = I)  Compleie 
(n  — 2)''“,  («  — 4)*'’“,  (n  — 6)*®”,  etc.  Grades  J^cp=0, 

/}^ip  = 0,  etc.  successive  entstehen  und  wende  ihn  auf  die  vor- 
ausgesetzte Identität 

cp  -f-  MR  — 

an.  Rechts  entsteht  Null,  wegen 

(«,  &2  — «2*l)  ("3*4  — "4*3)  + • • • = 
und  man  muss  also  die  Function  M so  bestimmen,  dass  man  hat 


^{cp  -f  MR)  = 0,  j-(cp  + MR)  = 0.  Cl^[cp.  -f  MR]  = 0.  etc. 
Aber  man  erhält 


J(M  R)  = R JM  + MJR  + 

= RJM  + 3M  I 
= RJM+  {n  + 1).V, 
und  durch  successive  Wiederholung 


dM  BR 
0/)|2 
dM  , 


+ •••  + 


dM  dR 


42 


J{RJM)  = R^lHl  + (n  — 1)  JM, 

J{RJ^M)  = RJhM  + (n  — 3)  Jm.  etc. 

Um  J‘^(RM)  zu  bestimmen,  unterwirft  man  die  ersten  (A — 1) 
dieser  Gleichungen  respective  den  Operationen  zA***,  ...  ^ 

und  bildet  ihre  Summe  nul  der  A"”.  Man  erhält 
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d(RM)=  + \]M, 

+ 2„  . 

R^iiM]  = Rjm  + 3{«  — 1)  jm, 
d\liM)  = nJ'M  + 4(«  — 2)  J\V,  elc. 
narli  nneiilinreni  Uildiiii^sgcsulz. 

Uamil  verwandeln  sich  alter  die  liedingnngsgleicliiiugen  in 
Jq>  + /{J!fr+{n+  1)  ,V  = 0, 

+ 2«  0, 

^ + 3(n  — 1)  ^5^/  ==  0. 

y -f-  4{n  — 2)  = 0,  de. 

('.leiclinngen,  von  denen  die  letzte  nur  noch  ein  Hf  enthält, 
indess  identisch  verscliwindet.  Man  wird  also  jenes  be- 

stimmen lind  damit  von  nuten  nach  oben  fortschreitend  alle  M 
bis  mit  fli  selbst. 

351.  Verbindet  man  aber  den  vorigen  Gleichungen  den 
Ausdruck 

(p  -f-  M R = 90, 

selbst,  welchen  man  hestimmen  will,  mnitiiiliciert  die  vorigen 
Gleichungen  der  iteihe  nach  mit 

R^ 

i («+!]’  1.2 («+!)«’  1 .2.3(n-f  l)i7(nl^r}’ 

und  bildet  die  .Summe  aller,  so  erhält  man  die  Normalforni 
der  Complcxgleichung  selbst 

als  vollkommen  und  auf  einzige  Weise  bestimmt. 

Dem  entsprechend  kann  man  dieser  Gleichung  die  symbolische 
l'oi  ni  geben 

<p,  = {^>,6*  — atbijpiij’’  = 0 

ITir  (0,6*  — atbi)  als  Coordinaten  der  in  den  Kbenen  n,,  6,  lie- 
genden Geraden.  ' 

Eine  analoge  Darstellung  ergieht  .sich  natürlich  auch  in  den  * 

»,*,  schreiben  wir  \ 

9’i  = ~ «*!?/)  Jr,*!"  = 0. 

352.  Für  den  Gom(tlex  zweiten  Grades  kann  man  also  setzen  ' 

9n,  = {2,’(a,fi*  _ mbilpuy  = {£(uißj,  - = 0. 
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Man  erliäll  (lotiinarh  die  Gleichung  eines  vom  Punkte  ausgehen- 
den Goniplexkcgcls,  indem  man  die  pn  durch  {j/iZi  — y*ii) 
ersetzt  und  die  : als  gegeben  betrachtet;  sie  ist  also 

(nbyz)'^  = 0 oder  («y|3,  — “tßgY  — 0. 

Ebenso  die  Gleichung  der  Coinplexcnrvc  in  der  Ebene  f 
[>la  ?6  — Vb  ?a)‘  = 0 OJ'''’  {"ß  '/J)^  = 

Die  Bedingung,  unter  welcher  der  Coinplexkegcl  die  Gerade  (i;  f) 
l)erülirt  und  die  andere,  unter  welcher  die  Gonij)lexcurven  die 
Gerade  zur  gemeinschartlichen  Scraiite  haben,  geben  respertive 
die  Gomplex fläche  dieser  (ieraden  als  Ort  und  als  Enve- 
loppe  in  den  Formen 

{ayß  — cß,j,  a,j'ß' — tt  ß,j',  ij,  f)S  = n, 
iVa  b — nt;j,  j]„  b'  — «'»;*•,  y,  i)’  = 0. 

Betrachtet  man  die  Gleichung 

(Oy/S,  — n,|3y)-  = 0 

als  Gleichung  des  Complexkegels  für  den  Punkt  y und  schreibt 
sie  mit  y,  = ay/J,-  — «,/Jy,  d.  h.  j'J  =0  in  iler  Form 

r.’  = 0 

so  ist  nacli  der  Theorie  der  Flächen  zw  eiten  Grades  seine  Gleichung 
in  Ebenencoordinaten  d.  h.  das  Quadrat  der  Gleichung  seiner 
Spitze 

identisch  (yyV"’))*  = 

wo  M n\ir  noch  von  den  y und  nicht  mehr  von  den  y abhängt. 
Somit  ist  M = 0 die  Gleichung  einer  Fläche,  welche  der  Ort  der 
Punkte  ist,  deren  Gomplcxkegel  in  Ehenenpaare  zerfallen,  d.  h. 
der  Singularitätenfläche  des  (|uadratisrhen  Complexes. 
Man  hat  aber 

(y//'y)2=  (cfy/3  — n|3y,  /,  y)^  = {fCy((3//'y)  - |3y(o//''i)}2 

und  wegen  y/  = y^'  ==  0 

= (e^/y"j’yy*: 

also 

3!  = {«ßyyy  = («,  ß,  a/ß'  — u'ß,/,  a,"ß“  — ä'ßy'f\ 

wie  cs  sein  muss  vom  vierten  Grade  und  aus  der  Gleichung  der 
Coiiiplexfläche  hervorgehend  durch  Ersetzung  der  Courdinaten  der 
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Leilgeraden  mit  symbolischen  Coerficienleii  des  gegebenen  Com- 
plexes. 

353.  Mic  syinbulischc  Darstclliingsweisc  eignet  sich  aber  auch 
zur  Begründung  einer  Beibe  allgemeiner  Sätze  betreffs 
der  Complcx*  und  Singularitätenflächen. 

Um  die  Gleichungen  der  zu  einer  Geraden  i,  n>  oder  fto 
gehörigen  Complexfläche  im  Complex  n*'“  Grades 

(abxy)”  = 0,  (tjaii  — ViL)”  = 0; 

(njJijf)'  = 0,  (ctyß.  — a.ß,)"  = 0 

zu  bilden,  betrachten  wir  dieselbe  als  Ort  der  Durchschnitte  un- 
endlich naher  Complcxkegcl,  welche  ihre  Spitzen  in  der  Geraden, 
also  in  den  Punkten  r-f-  Aw  derselben  haben, 

((flft^z)  -f  X(nb!/w))”  ==  0; 

also  durch  dieGleirhsctzung  der  Discriminante  dieser  Gleichung  nach 
A mit  Null. 

Nun  ist  die  nach  X genommene  Discriminante  von 
(p.  + = 0 

die  Gleichung  der  Fläche  p/ t=  0 in  Liniencoordinaten;  man 
kann  also  um  sic  zu  erhallen  zunächst  die  Discriminante  einer 
binären  Form  n*'"  Grades  in  symbolischer  Form  mit  p,  p',  . . . 
als  den  vorkommenden  Symbolen  und  den  C als  numerischen 
Constanten  bilden 

£CTl[pp). 

und  sodann  die  symbolischen  Determinanten  (pp)  durch  die 
p,Pr  — PiePt  ersetzen;  man  erhält 

ZCn  (p.pj  — p„p.')  = 0 

und  somit  durch  Ersetzung  der  p,,  ...  durch  (abyz),  ...  die 
Gleichung  der  Complcxfläche  in  Piinktcoordinaten 

£Cn[(abyz)(ab’pw)  — (abi/n>)  (nVpz)]  = 0. 

Sie  ist  zugleich  nach  Klein’s  Bemerkung  die  Brciinnäche  der 
Congruenz,  die  ein  Complex  Grades  mit  einem  linearen  gemein 
bat,  wenn  man  unter  den  z,  k>  nicht  mehr  die  Coordinalen  von 
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Piinklfii,  sondern  die  symbolischen  Coeffleienten  des  linearen 
Komplexes  versieht.*) 

Die  Zahl  der  symbolischen  Reihenpaare  ab,  a'h’  ...  ist  wie 
der  (irad  der  Discriminante  einer  binären  Form  n*'”  Grades  gleich 
2{n  — 1),  während  jedes  Reihenpnar  nmal  auFtritt.  Rie  Gleichung 
ist  also  vom  Grade  2n(n  — 1)  in  den  y und  giebt  den  Satz  von 
Plücker,  dass  die  Gomplexflächen  eines  Complexes  n’*’'* 
Grades  von  der  Ordnung  2n{n — 1)  sind. 

Die  Geraden  eines  Punktes  z der  gegebenen  Geraden  kommen 
nur  in  je  n{ii  ■ — 1)  Deterniinantenläctoren  vor,  welche  sämnUlich 
verschwinden,  wenn  man  die  z den  y gleichselzt;  d.  h.  die  ge- 
gebene Gerade  ist  n(«  — l)fachc  Gerade  ihrer  Comple.x- 
rinche. 

Denken  wir  uns  aber  y gegeben,  während  z und  w sich  ver- 
ändern können,  so  spricht  dieselbe  (Gleichung  den  Satz  aus;  Die 
Geraden,  deren  Gomplexflächen  durch  einen  gegebenen  Punkt  y 
des  Raumes  gehen,  bilden  einen  Gomplex  n{n  — l)''"''  Grades, 
nämlich  den  Tangentencomplex  des  Complexkegels  von  y. 

354.  Die  dualistisch  entsprechenden  Betrachtungen  drückt  die 
Gleichung 

{«!?'»; to)  — (or'|3'ijw)]  = 0 

aus  und  damit  die  Sätze:  ' 

Die  GomplexFIächen  eines  Gomplexcs  vom  /d'"  Grade 
sind  von  der  Glasse  2n(n — 1);  die  gegebene  Gerade  ist 
Scheitelkante  eines  n(n — Ijf.ich  berührenden  Büschels 
von  Tnngentenebcnen  für  die  Complexfiäche.  Die  Ge- 
raden, deren  Gomplexflächen  eine  gegebene  Ebene  be- 
rühren, bilden  einen  Gomplex  n(n  — l)"“"  Grades,  näm- 
lich den  Gomplex  der  Geraden,  welche  die  Gomplex- 
enrve  von  y schneiden. 

355.  Zu  den  Gleichungen  für  n = 2 in  Art.  352.  fügte 
Glebsch  die  für  n = 3 und  n = 4 hinzu;  nämlich  in  Punkt- 
coordinaten  und  für  n = 3 die  Goniplexfläche 

•)  Auf  die  K u m mer*8che  Fläche  angewanfll,  ersieht  dicss  ihre  sym- 
bolische Glciclmnpsform 

[{aby  A)  {a  h' y B)  — {abyB)  {a  l)  y A)]*  =*  0 
für  n,  Ä,  a\  b'  als  symbolische  Cocfficienten  des  quadratischen  und  A^  B 
solche  des  linearen  Complexes;  natürlich  in  sechs  verschiedenen  Arten. 
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[(fl  b i/z)  (n'  b'  ym)  — (n  b yw]  (fl'  b'  yr)]’. 

[(n"6"yi)  (a"b'"yn>)  — {a"b'’yw)  [a"b"'yz)J‘. 

({fl  6 yz)  (n"  b"  ytv)  — [n  b yn<)  \a"  b"  yt)]. 

[(fl'6'yz)  {a"b'"yiv)  — {a  b'  yw)  (a"'6'"yi)]  = 0. 
lind  für  n = 4 P — = 0 

für  I [{abyz)  (a'b'yw)  — {aby  w)  (a  b'yz)]* , . 

[{n*  yz)  {a'b'yw)  — [abyw)  (fl'fr'yz)]’. 

|(fl  b yz)  [a"b"yw)  — (fl  6 yw)  (a"b"yz)Y- 
[[a'b'yz)  (a"b"yw)  — (a'b'yw)  (a"b"yz)J‘. 

Nach  der  Redeutiing  von  1=0  re.spectivc  /=0  in  der 
Theorie  der  binären  Formen  sind  diese  Gleicl)ungcn  hier  die 
Gleichungen  von  Flächen,  wie  es  folgende  Sätze  ausspreclien : 

Die  rnnkte,  deren  Coniplexkcgel  bezüglich  eines 
Complexes  vom  vierten  Grade  von  einer  gegebenen 
Graden  z,  w in  l'unkten  einer  Gruppe  von  gleichen 
Doppclverliältnissen  respective  einer  harmonischen 
Gruppe  getroffen  werden,  bilden  eine  Fläche  achter, 
bezüglich  zwölfter  Ordnung,  welche  die  Gerade  z,  n> 
zur  vierfachen  respective  sechsfachen  Geraden  hat. 
Die  Geraden,  welche  den  Complexkegel  eines  gegebenen 
Punktes  y bezüglich  eines  Complexes  vom  vierten 
Grade  in  solchen  Gruppen  schneiden,  bilden  Complexc 
vierten  respective  sechsten  Grades. 

Und  dualistisch:  Die  Ebenen,  an  deren  Complexcurveii 
bezüglich  eines  Complexes  vom  vierten  Grade  von  einer 
gegebenen  Geraden  ans  Büschel  von  Tangentenebenen 
von  gleichen  Doppelverhältnissen  oder  harmonische 
Büschel  gehen,  umhüllen  eine  Fläche  achter,  bezüglicli 
zwölfter  Glasse,  für  welche  die  durch  jene  Gerade 
gehenden  Ebenen  ein  Büschel  vierfach  respective 
sechsfach  berührender  Tangentialebenen  sind;  etc. 

3,')6.  Die  Singularitätenfläche  eines  Complexes  vom 
«*™  Grade  als  Ort  der  Punkte  mit  Complexkegeln,  welche  eine 
Doppcierzeugende  oder  als  Enveloppe  von  Ebenen  mit  Complex- 
curven,  welche  eine  Doppeltangenle  haben,  kann  in  folgender  Art 
ansgedrOckt  werden. 

Bezeichnen  wir  eine  Curve  Ordnung  symbolisch  durch 

y»"  = y/"  = . . . = 0 


i 

‘J 
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und  ihre  Discriniinante  durch 

^ = 2:  C . n(yy'y"), 

so  ist  ihr  (Jrad  3(«  — 2)*  und  ebenso  gross  die  Zahl  der  in  der 
Diseriminanle  auflretenden  Syinholreihen,  dagegen  die  Zahl  syni- 
holiseher  Deleriniiiantenrarloren  in  jedem  Gliede  von  J gleich 
n(n  — 1)-'.  Man  erhält  damit  die  Gleichung  einer  Fläche  n’"  Onl- 
nung  f = y^"  = j-j,'»  = . . . = 0 in  Eheiiencoordinaten  als 

F = 2 C.  n{yyy'n)  = 0, 

in  den  t;  vom  Grade  d.  h.  als  Fläche  von  der  Classe  n {n  — 1)’. 

Ist  f 0 ein  Kegel,  so  wird  F zum  l’roduclc  einer  Con- 

stanten  M in  die  Potenz  vom  Exponenten  /i(n  — 1)-  der  linken 
Seite  der  Gleiehuiig  der  Spitze  y,  oder 
F = M . jjy 

Setzt  man  für  ; als  laufende  Coordinaten  die  linke  Seile  der 
Gleichung  des  Gomplexkegels 

K^.  — a.ß^Y  = 0 

gleich  y',  also  yt  = a^ßj  — yy  = 0,  so  «ird 

(y.  y.  y",  v)  = {“»ß  — "ßu,  7>  r">  v) 

= «y  {/*■  /.  y ’> »/)  — Vn  («,  ß.  y'<  y") 

= j’y"(“.  ß>  />  v)—yA“’ß-y''-v)—Vy(".ß,y.y") 

= — ß.  y,  y") 

Schreiben  wir 

[0,  1 , 2]  = — (ß,  jS,  ßy'l?'  — ß'|Sy',  ßy"|S"  ß"/Jy"), 

was  den  durch  Verlausehung  der  Symbolpaare  hervorgehenden 
Ausdrücken  bis  auf  das  Vorzeichen  gleich  ist,  so  erhält  man  für 
den  Complexkegel 

F = . 2C  . //[(),  1 , 2]  = ,V  . yy-i*-»’ 

für  M 2,’t’ /7  [0,  1,  2]. 

Und  damit  eine  Ehene  den  Complexkegel  in  einer  Curve  mit 
lloppelpimkt  schneidel,  ohne  seine  Spitze  zu  enthalten,  oder  da- 
mit derselbe  eine  lloppelerzeugende  besitze,  muss  also  F=0 
sein,  ohne  dass  i/y  es  wäre,  d.  h. 

-V  = 0 

ist  die  Gleichung  der  Singularitätenriäche  in  Punkt- 
coordinaten. 
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Da  jediT  Factor  der  syniltolisclien  Producle  in  M vom  zwei- 
ten Grade  in  den  y ist,  so  ist  M sellisl  vom  Grade  2n(»  — 1)* 
lind  man  liat  den  Salz;  Die  Singular itätenriäclie  eines 
Coiiiplexes  n*"  Ordnung  ist  von  der  Ordnung  und  Classe 
2„{n  — 1)2. 

Kin  Speciairall  dieses  allgemeinen  Satzes  für  einen  Coinplex 
dritten  Grades  ist  bei  der  llnlersiichniig  des  Flächenljündels  vom 
zweiten  Grade  in  Rd.  1 , Art.  237.  bereits  bervorgelretcn.  Zu 
der  Kückkebrciirvc  sechs  und  neunzigster  Ordnung,  welclie  der 
SrbnitI  der  Flächen  zwölfter  und  achter  Ordnung  2'=Ound  S=0 
ist,  tritt  eine  parabolische  Curve  in  einer  Fläche  zwölfter  ('.lasse 
T = 0,  deren  Tangentenflächc  von  der  sechs  und  neuiizigsteii 
Classe  ist  und  die  genieinsani  umschlichene  Developpable  der 
Flächen  und  T =0  von  den  Classen  acht  und  zwölf  bildet. 

3.Ö7.  Die  Sätze  des  Art.  355.  la.sscii  sich  als  specielle  Fälle 
der  folgenden  betrachteten,  die  mit  ihnen  bewiesen  sind:  Die 
Punkte,  deren  Complexkegel  für  einen  Coniplex  n*®“  Grades  von 
einer  gegebenen  Geraden  in  einer  Punktgruppe  getrnlTen  werden, 
für  die  eine  Invariante  A“’“  Grades  verschwinden,  bilden  eine 
Fläche  von  der  Ordnung  kn,  für  welche  jene  Gerade  eine  ^Art- 
fache  Gerade  ist. 

Die  Geraden,  welche  den  Complexkegel  des  gegebenen  Punktes 
y bezüglich  eines  Complexes  vom  Grade  in  einer  Punkte- 
gru|ipe  schneiden,  für  die  eine  Invariante  A‘*'“  Grades  INiill  ist. 
bilden  einen  Coniplex  vom  Grade  -^A'n.  Und  ebenso  dualistisch 
entsprechend. 

358.  Da  die  Bedingung,  unter  welcher  eine  Curve  n'®' Ord- 
nung eine  gewisse  Invariaiiteneigenschafl  besitzt,  von  der  Form 
£ C . Tl{yy'y')  = 0 

ist,  mit  k darin  vorkommenden  symbolischen  Reihen,  so  sind  die 
Ebenen,  welche  eine  Fläche  n‘®'  Ordnung  in  Ciirvcn  mit  jener 
Invarianteneigenschaft  schneiden,  durch  die  Gleichung 
Z C . niyyy'v)  = 0 

bedingt  und  umhüllen  also  eine  Fläche  von  der  Classe  .^  Ari. 
Ist  aber  die  Fläche  n*®''  Ordnung  ein  Kegel  von  der  Spitze  y,  so 
nimmt  diese  Gleichung  die  Form 
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an;  somit  sind  die  Complexkegel,  deren  ebene  Sclmille  die  be- 
zeirbnele  Invarianteiieigensihari  besitzen,  durch  die  Gleichung 
2:C  . 77[0,  1, 2]  = 0 

gegelien  und  da  diese  Gleichung  vom  Grade  \kn  in  den  y ist, 
so  hat  man  den  Satz:  Die  Spitzen  aller  Gomplexkcgel  eines  Coni- 
plexes  vom  Grade  «,  deren  ebene  Schnitte  eine  durch  das  Ver- 
schwinden einer  Invariante  ä*““  Grades  einer  Curvc  Ordnung 
gegebene  Invarianleneigcnscbart  besitzen,  bilden  eine  Fläche  von 
der  Ordnung  \kn.  Und  dualistisch. 

Daraus  ergeben  sich  als  Specialfälle  die  Definitionen  der  vier 
hei  Complcxen  dritten  Grades  auPlretenden  Flächen  ans  den  durch 
5 = 0 respective  7’  = 0 definirten  Eigeiiscliaften  der  Gurven 
dritter  Ordnung  respective  dritter  Classe.  (Vergl.  Art.  .S50.) 
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vm.  Kapitel. 

Abbildung,  Transformation  und  (Korrespondenz. 


.*159.  IScioi  Gebrauch  projeclivischer  Cuordiiialen  ist  der  in 
ilirer  Itegrüiiiluiig  (Ud.  1,  Art.  38.  f.)  klar  liervorgelrelene  Um- 
stand vom  grössten  Wertlie,  dass  ein  Unbestimmtlas&en  der  Fun- 
damental-Elemente die  genmetriscbe  iledeutung  der  Formeln  und 
Entwickelungen  dahin  erweitert,  <lass  dieselben  sich  aiiT  alle  7.u 
einer  gegebenen  projectiviseben  d.  b.  entweder  mit  ihr  collinearen 
oder  zu  ihr  reriproken  Haumrormen  zugleich  beziehen;  insbe- 
sondere wird  durch  den  Uebergang  vom  Punkt-Ilaum  zum  Ebenen- 
Haum  etc.  oder  durch  das  Princip  der  Reciprocität  oder  Dualität 
der  Ertrag  der  Arbeit  überall  verdoppelt.  Wenn  man  auch  die 
Rezeiebnung  als  Abbildung  nur  in  einem  besondern  Falle  der 
collinearen  Räume,  nändicb  in  dem  Falle  der  Herstellbarkeit  der  | 

ceniriseben  Lage  zu  gebrjueben  pllegl  (Relief,  rentrisch-collineares  I 

Modell),  so  ist  doch  evident,  dass  man  mit  ganz gleicbeni  Rechte  von  der 
projectiviseben  Abbildung  desPunkte-(Ebenen-)Ranms  auf  den  Punkt-  i 

(Ebenen)-Raum, des  Punktraums  auf  den  Ebenenraum  zu  spreebenbat, 
und  bekannt,  dass  das  Nämliche  für  die  Gebilde  beider  niederen 
Stufen  oder  von  zwei  Dimensionen  respective  einer  Dimension  gilt. 

Eine  analoge  geometrische  Verbindung  oder  Verwandtsebaft 
zwischen  den  Elementen  von  räumlichen  Gebilden  von  gleicbviclen 
Dimensionen  ist  in  den  vorbergebenden  Entwickelungen  schon  in 
mehrfaclier  Weise  liervorgetreten  und  wir  sind  im  RegrilT,  die 
allgemeinen  Gesetze  derselben  zu  untersucbeii. 

Im  Anschluss  an  gewisse  Ergebnisse  der  beiden  letzten  Kapitel 
erscheint  hier  ein  Reisjiiel  zur  ersten  Entwickelung  passend,  in 
welcbem  die  dreifach  unendlic.b  vielen  Geraden  eines  linearen 
Complexes  mit  den  dreifach  unendlich  vielen  Punkten  des  Raumes 
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Kins  7.11  Eins  i-nl,s|irf(:lienii  gesetzt  «erilen,  jene  wie  diese  durch 
vier  Verämlerlielic  in  homogenen  Gleichungen  hestiinnit.  Wir  be- 
sprechen einleitend  die  Abbildung  des  Goniplcxes  auf  den 
Piinktraum.’**) 

Sei  (vergl.  Bd.  1,  Art.  40,  5;  51  f.)  Pi2—Pn  implicite  ge- 
dachter Gonslanten  die  Gleichnng  des  Complexes  und 

■ß  " Py:Pi\  -f  . . = 0 

die  identische  Relation  der  Goordinaten  einer  Geraden;  setze  inan 
für  Xi  als  die  projectivischeu  l'unktcoordinaten 

l>Pi2  = eP3i  = PP3I  = ^21  PPt4  = ^3-  9Pn  = 
sodass  aus  B = 0 hervorgeht 

X..X,  x,‘‘ 

= - - - — 

und  somit  als  die  Relationen,  nach  welchen  jeder  Geraden  des 
Coni|)lexes  im  Allgemeinen  ein  Punkt  des  Raumes  und  umgekehrt 
entspricht : 

Piz  • Pi3  • P:ii  - Pu  • Pz«  • P.ii 
= ar|  Xj  : — (x..,x^  + x,’)  : x.^X3  : x^-  : XjX^  : x,  Xj. 

Sie  zeigen,  dass  diess  eindeutige  Entsprechen  zwar  iin  Allgemeinen, 
aber  dass  es  nicht  wie  das  projectivische  ausnahmslos  stattlindet; 
denn  wenn  man  gleichzeitig  hat  x,  = 0,  XjX^ -j- x,^  = 0,  so 
werden  die  Verhältnisse  der  pn  unbestimmt;  und  da  Xj^  in  der 
zweiten  Ordnung  unendlich  klein  wird,  so  entsprechen  die  Punkte 
des  hezeichneten  Kegelschnittes  den  zweifach  unendlich  vielen 
= 0 schneidenden  Geraden;  umgekehrt  dieser  Geraden  die 
Gesammtheit  der  Punkte  in  jener  Ebene. 

Die  Relation  zwischen  sich  schneidenden  Complexgeradcn  pn 
und  Pit  geht  in  die  der  Punktcoordinaten  x,-,  x/  über 

— ^3'*l)^  + {^z'^3  — = 0. 

was  einen  Kegel  mit  der  Spitze  x,'  darstellt,  der  in  der  P^bene 
Xj  = 0 die  Spur  x,Xj  x,^  = 0 hat,  so  dass  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  x,-,  x,',  welche  solchen  Geraden  entsprechen, 
stets  diesen  Kegelschnitt  schneidet. 

360.  In  der  so  begründeten  Beziehung  entspricht  einer  Curve 
oder  Fläche  des  Piinklraumes  eine  Regcinächc  rcspective  eine 
Congruenz  im  Complex,  insbesondere  der  Fläche  2n‘”  Ordnung, 
die  den  vorbetrachteten  P'undamentalkegelschnitt  »fach  enthält, 
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eine  Congrufiiiz  «*"■"  Grades;  beispielsweise  der  Fläe.hc  vierter  Ord- 
nung, die  ihn  doppelt  enthält,  die  Congruenz  zweiten  Grades,  die 
ihm  mit  einem  Complex  zweiten  Grades  gemeinsam  ist  und  einer 
linearen  Congruenz  eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  denselben 
Kegelschnitt;  den  zwei  Reihen  von  Strahlbüschelii  aus  den  Funkten 
der  einen  Leitgeraden  über  der  Reihe  der  andern  die  beiden  Regel- 
schaaren  g und  l derselben,  ebenso  einer  beliebigen  Geraden  und 
ihrer  Polaren  in  Rezug  auf  den  Complex;  zwei  sich  sclineidemlen 
Geraden  zwei  sich  berührende  Flächen  zweiter  Ordnung. 

Wenn  man  insbesondere  mit  Lie  den  Fundamentalkegelschnitt 
als  den  unendlich  lernen  imaginären  Kreis  denkt,  so  werden  alle 
diese  Flächen  zweiten  Grades  Kugeln  und  jene  Flächen  vierter 
Ordnung  Cycliden.  Der  Bestimmung  der  Geraden  / durch  drei  y 
entspricht  die  Kntstehnng  der  Cyclide  als  F.nveloppe  der  berüh- 
renden Kugeln  zu  drei  gegebenen. 

Da  eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt  sechs- 
zehn Gerade  enthält,  deren  jede  von  fünf  anileren  geschnlUen  wird, 
so  enthält  eine  Congruenz  zweiter  Ordnung  und  Classe  sechszehn 
Slrahlenbüschel  (Art,  331,,  .3.39.),  von  denen  jedes  mit  fünf  andern  je 
einen  Strahl  gemein  hat,  so  dass  in  jeder  ihrer  Ebenen  sechs 
Scheitel  liegen  und  durch  jeden  derselben  sechs  ihrer  Ebenen 
gehen  — die  singulären  Punkte  und  Ebenen  der  K ummer 'sehen 
Fläche. 

Die  zehn  Kreissrhaaren  der  Cyclide  gehen  in  zehn  Schaaren 
von  Hyperboloiden  über,  welche  diese  Fläche  nach  Curven  vierter 
Ordnung  berühren. 

In  Bezug  auf  die  analytische  Darstellung  linden  wir  hier 
äquivalent  die  Darstellung  der  Kugel  durch  die  m,-  des  Art.  320. 
und  die  Dar.stellung  der  Geraden  durch  die  Fundamentalcomplexe 
Xi  der  Art.  338  f. 

Die  Darstellung  eines  Systems  confocalcr  Linicncomplexe 
zweiten  Grades  führt  so  auf  die  eines  Darboux-Moulard’schen 
Orthogonalsystems,  w ie  wir  sogleich  noch  weiter  begründet  sehen 
werden;  etc. 

Mit  der  Annahme  des  imaginären  Kugelkreises  als  Fundanien- 
lalkegelschnilt  gehen  die  Probleme  der  Hauptlangcntencurven 
nndder  Kr  (immun  gscurven  der  Flächen  in  einander  über.  Feiner 
krummen  Fläche  und  einer  Krümmungslinie  derselben  entsprechen 
eine  Congruenz  oder  ein  Strahlensystein  und  eine  Regelllächc  im 
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Complex,  welclic  ilk  lirriiiitiruliK  des  Slrnlilensystetns  nach  einer 
llaupUangvnleiinirvc  berührt.  Ilenn  niiigekehrt  ist  das  iiild  dieser 
Itrennfläclie  das  Strahlensysiein  derjenigen  Linien,  welche  die 
gegel)cne  l''lächc  berühren  nnd  den  imaginären  Kngelkreis  schnei- 
den. Einer  Tangente  der  llrennfläche  (‘ntspricht  hiernach  eini^ 
ilie  gegebene  Fläche  berührende  Kugel,  insbesondere  einer  llanpl- 
langenle  eine  stationär  berührende  Kugel;  uinl  da  die  stationär 
herülirende  Kugel  drei  auf  einandcrfolgende  1‘unkte  einer  Krfitn- 
nningscurve  enthält,  so  schneidet  eine  der  beiden  llaupttangenlen 
der  ürennflärbe  in  einem  Berührungspunkte  mit  der  umgeschrie- 
benen  Linienriäcbe  drei  auf  einander  folgende  Erzeugende  der- 
selben, oder  sie  ist  aueb  eine  llanpttangentc  der  Letztem;  in 
Folge  dessen  ist  die  Bcrnhriingscurve  eine  llaupttangentencurve. 

Dadurch  erhält  man  ans  den  Krnmmnngslinicn  einer  Cyclide, 
als  des  Bildes  von  einem  Strahlensystem  zweiter  Ordnung  nnd 
Classe  im  linearen  Complex,  die  llaupltangenten-Curven  der  Knm- 
mer’srhen  Fläche  als  der  Brennll.'iche  eines  solchen  Slrahlen- 
systems  wieder. 

M’eil  die  Krümmungslinien  der  ersteren  Curven  achter  Ord- 
nung sind,  die  den  imagitiären  Kngelkreis  in  acht  Punkten  schnei- 
den, so  entsprechen  ihnen  Itegelllächen  achten  Crades  aus  Dop- 
peltangenlen  der  Kn  in  in  er 'sehen  Fläche  und  die  Berührungsciirven 
sind  algebraische  Curven  scchszchnter  Ordnung. 

Eine  Kugel  transformiert  sich  in  ein  Strahlcnsystein  erster 
Ordnung  und  Classe,  dessen  Brennfläche  die  beiden  Leitgeraden 
vertreten;  so  wie  diese  Hanpltangentenciirven  in  jeder  der  Rcgel- 
fläclien  sind,  die  dem  Strahlensysteni  angehören,  so  ist  auch  jede 
auf  einer  Kugel  gelegene  Curve  eine  Krünimungslinie.  End  weil 
ein  Hyperboloid  sich  in  eine  Dupin’sche  Cyclide  abbildet,  und 
die  dasselbe  nach  seinen  Haupttangenteii-Ciirvcn  berührenden 
Begelllächen  des  Complexes  selbst  vom  zweiten  Grade  sind,  so 
sind  die  Krünimungslinien  der  Dii|i  iirschen  Cyclide  zwei  Kreis- 
schaaren. 

Und  wieder  allgemein,  weil  auf  jeder  Fläche  eine  KrOin- 
raungslinic  die  Berührungscurvc  mit  der  dcvcloppaheln  Fläche  ist, 
welche  den  imaginären  Kngelkreis  enthält,  so  kann  auf  der  Brenn- 
fläche eines  jeden  Strahlensystems  im  linearen  Complex  eine  Ilaiipt- 
tangentencurvc  als  geometrischer  Ort  aller  der  Punkte  bestimmt 
werden,  denen  ihre  Tangentcnehene  durch  den  Complex  ziige- 
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ordnet  ist.  Wenn  eine  Fläche  hinsichtlich  eines  linearen  Coin- 
plexes  sich  selbst  reciprok  ist,  so  enthält  sie  eine  Haupttangen- 
tencurve,  deren  Tangenten  zum  Complex  gehören;  dieselbe  ist  zu- 
gleich eine  Curvc  vierpunktiger  Berührung  mit  Geraden.  So  ent- 
steht für  jede  Regellläche,  die  dem  linearen  Complex  angehört, 
eine  Haupttangentencurve  und  für  jede  Regellläche  mit  zwei  ge- 
raden Leitlinien  eine  einfach  nnendlirhe  Schaar  solcher  Curven. 

361.  Es  ist  olTenhar,  dass  die  Theorie  der  Transformation 
der  Curven  und  der  Correspondenz  ihrer  Punkte  sich  aus  der 
Ebene  in  den  Raum  und  von  den  Curven  auf  die  Flächen  über- 
trägt, ja  es  war  in  der  Theorie  der  Curven  (vergl.  „Höh.  Cur- 
ven“ Art.  324.)  anznnierken , dass  die  anschauliche  Begründung 
solcher  Beziehungen  durch  Methoden  der  Abbildung  oder  Pro- 
jection  recht  eigentlich  der  Geometrie  des  Raumes  angehört.  Zu 
ihrer  Entwickelung  haben  vor  Allen  Cremona,  C leb  sch, 
N o ether  und  Ca yley  und  nehen  ihnen  Zeuthen,  Korudörfer, 
Darboux  u.  a.  heigetragen.'“) 

Die  Geometrie  der  Flächen  zweiten  Grades  bietet  ein  ein- 
fachstes Beispiel  dar. 

Wenn  eine  solche  Fläche  durch  aija'j  = dargestclit 

vvird  (Bd.  1,  Art.  109.),  so  wird  durch  ftx,  = ila:2  und  i'X|=ea:4 
mittelst  der  Flächengleichung  flvx^  = und  daher  durch 
ar,  : a'j  : Xj  : a:^  = 1 9 : p p : jiti’  ; A 1' 
oder  mittelst  der  Verhältnisse  A ; p und  v : p ein  Punkt  der 
Fläche  bestimmt.  Und  wenn  man  diese  Verhältnisse  als  die  zur 
Construction  des  Punktes  in  Bezug  auf  ein  System  projectivischer 
Coordinaten  in  der  Ebene  nölhigen  Verhältnisse  Xj':  x./  und  x^':  x^ 
betrachtet,  so  entsteht  zugleich  eine  Abbildung  jenes  Punktes  auf 
die  letztere  Ebene. 

Den  Punkten  der  Ebene 

|,x,  + IjXj  + IjXj  -f-  ^4X4  = 0 

entspricht  der  durch 

+ ^1^»'  = ^ 

oder 

§lX,'Xj'  -f-  gjx/xj'  -f  53X3*  + IjXj'xj'  = 0 
dargcstelllc,  d.  h.  durch  die  Fundamenlaipunkte  A(,'A^  gebende  Kegel- 
schnitt; insbesondere  also  den  Linienpaaren  in  den  Fundamental- 
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ebenen  a:,  =0,  = 0.  = 0,  a-,  = 0 respeclive  die  zer- 

fallenden Kegclsrlinillc 

x^x2  = 0,  Xi'x^'  — 0.  ^3'^  = 0,  x^x^  = 0; 


d.  h.  die  Geraden 

^2  ^3  * "^3  * ^1  * ^1  ^3  * ^3  1 

sind  die  Itilder  von 


2 -*f 3 * ^^3  ^ 4 * ^^4  *^3  * I i ^ 1 ^^2  4 1 ^ f * ^^3  ^ 2 4 4^2  ' 

cntspreclicn  den  Ebenen  durch  J^,  Aj,  A^,  A^  respeclive  Kegel- 
sclinilte  von  den  Gleichungen 

a^3'(»2^i'  + = 0,  J,x,'x2'-j-|3a3'’-f|3a5'a3'=0. 

I,  x,'x./  -f  I2  Xj'xi'-f  Xj'xj' =0,  ||  X,  Xj'-f  I2  a-|'x3'+  S3  ^3'* = 0. 
wie  es  einer  Cenlralprojeclion  aus  A^  auf  diese  Ebene  der  ge- 
slrichenen  Goordinaten  gemäss  ist,  in  der  die  beiden  Erzeugen- 
den durch  A^  als  Punkte  A^‘,  A2  erscheinen,  die  den  llildcni  aller 
Onersebnitte  angehüren  und  der  Ebene  x,  = ^3  der  Kegelschnitt 
X3'*  = X|'x2’:  inshesüiidere  einer  Tangentialebene,  als  für  welche 
I3  : Ii  = I3  ; I2  = k ist,  ilas  Linienpaar  ans  A2  und  A^ 

(x,'  Axj)  d,aj'  -f  I2X3')  = 0. 

Eine  Gleichung,  die  in  A ; p vom  Grade  p und  in  v.  q vom 
Grade  q ist,  repräsentiert,  wie  oben  die  linearen  Gleicbnngen  die 
Ei'zeugi'iiden  der  beiden  Schaaren,  eine  Curve  auf  der  Fläche; 
ihre  Ordnungszahl  ist  (p -[-?),  weil  der  aus  der  Gleichung  des 
ebenen  Querschnitts  gezogene  Werth 

H + S-jt« 

e l3»*  + ^4^ 

in  die  gedachte  Gleichung  eingesetzt,  sie  zu  einer  Bestimniungs- 
gleichung  vom  Grade  {p  q)  für  das  Verhäliiiiss  A : p macht. 

Umgekehrt  finden  die  Gurven  n‘"  Ordnung  auf  der  Fläche 
ihre  Darstellung  durch  Gleichungen,  die  in  den  A ; p,  v : p von 
Graden  p und  q mit  p -|- 9 = n sind,  und  die  verschiedenen 
Zerlegungen  von  n liefern  verschiedene  Species  der  Gurven  dieser 
Ordnung  auf  der  Fläche,'®*)  insbesondere  die  beiden  (0,  n)  und 
(n,  0)  die  Gruppen  von  n Erzeugenden  der  einen  respective  der 
andern  Schaar;  beispielsweise  die  Gurven  vierter  Ordnung  erster 
und  die  zweiter  Spccies  respective  durch 

(oA’  -j-  26Ap  -(-  cp*)v*  + 2{a'A*  -f-  2d'Ap  c'p’)>'9 
-f-  (a”A’  -f*  26"Ap  -|-  c”p’)e’  = 0, 
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«i'lclie  die  Erzeugrndeii  jedes  Systems  zweiiiiiil  und 
(n  Aft-  -|-  d[i^)  fi*j()=0, 

wciclie  die  Erzeugenden  des  einen  Systems  dreimal  und  die  des 
andern  einmal  seimcidcl. 

Die  Comiduation  von  zwei  solrlieu  rileicliungen  von  den  Gra- 
den i>,  q und  p,  q in  X : p,  v : q respeelive  zeigt  durcli  die  Zahl 
der  gemeinsamen  Wurzelwcrtlie,  dass  die  entsprechenden  Gurven 
auf  der  Ehiche  sich  in  (py  -j-  p'q)  Punkten  begegnen;  also  C,ur- 
ven  dritter  Ordnung  in  vier  oder  fünf,  und  Curven  vierter  Ord- 
nung zweiter  Art  in  sechs  oder  zehn  Punkten  je  nach  ihrer  glei- 
chen oder  nngieicheu  Üczichung  zu  den  heiden  Schaaren  von  Er- 
zeugenden, Curven  vierter  Ordnung  erster  Art  aber  immer  in  acht 
Punkten;  etc. 

362.  Wenn  für  den  Fall  des  Ellipsoids  die  Fundamental- 
punkte der  Abbildung  in  die  imaginären  unendlich  fernen 

Kreispunkte  der  Ehenc  gelegt  werden,  so  erscheinen  alle  ebenen 
Ouerschnillc  derselben  als  Kreise  und  die  Erzeugenden  beider 
Schaaren  als  die  geraden  Linien  durch  den  einen  rcspectivc  den 
andern  der  Kreispuiikte  abgehildet.  In  einem  Kreise  werden  auch 
die  Bilder  . . //  der  vier  Punkte  liegen,  welche  das  Ellip- 
soid  mit  dem  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  gemein  hat;  und 
die  Antipunktc  derselben  („Höh.  Curven",  Art.  140.),  welche  somit 
die  Naheipunkte  des  Ellipsoids  abbilden  und  von  denen  vier  reell 
sind,  liegen  in  drei  neuen  zueinander  und  zu  dem  ersten  Kreis 
orthogonalen  Kreisen, *^w eiche  die  Hanptschnilte  repräsentieren. 

Ist  dann  P ein  Punkt  des  Ellipsoids  und  P'  sein  Bild,  so 
entspricht  der  Indicalrix  von  P der  Kreis  vom  Radius  Null  um  P\ 
den  conjugierten  Richtungen  in  jener  die  orthogonalen  aus  diesem. 
Bezeichnen  wir  durch  q ilie  Stellung  der  Tangentialebene  in  P, 
so  gehen  durch  die  vier  Punkte  J des  Ellipsoids  im  unendlich 
fernen  imaginären  Kreis  zwei  sie  berührende  Kegelschnitte;  die 
Berührungspunkte  Q^,  sind  die  Doppelpunkte  der  Involution, 
welche  in  q durch  jenen  Kreis  und  die  Gegenseitenpaare  des  Vier- 
ecks der  J heslimmt  ist. 

Sie  sind  die  Richtungen  der  Krümmnngslinien  des  Ellipsoids 
im  Punkte  P und  da  die  Richtungen  durch  P',  welche  ihnen  ent- 
sprechen. mit  den  Kreisen  P' gleiche  Winkel  machen, 

so  haben  wir  den  Salz,  dass  die  Krüinmungslinien  des  Ellipsoids 
durch  confocale  bicircularc  Curven  vierter  Ordnung  mit  den  Bil- 
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dem  der  vier  reellen  Nabelpiinktc  als  ürennpuiiklen  dargeslellt 
werden.  '*■*) 

So  hängen  auch  die  Cilirigen  metrisclien  Verhältnisse  auf  der 
Klärlic  des  Ellipsoids  von  den  l*unklen  ah,  die  dasselbe  mit  dein 
Absoluten  des  Raumes  gemein  hat. 

3Ö3.  So  wie  im  Kalle  der  Flächen  zweiter  Ordnung  die  Er- 
zeugung aus  zwei  gleicharligen  Gebilden  erster  Stufe,  so  kann 
im  Falle  der  cubischen  Fläche  die  Construction  von  drei  gleich- 
artigen projeclivischen  Gehilden  zweiter  Stufe  (Ebenenhündelnj 
benutzt  werden.*®’)  Für  a-,',  als  drei  Parameter,  die  wir 

als  projectivische  Puuklcoordinaten  in  einer  Ebene  interpretieren, 
und  für  A^,  A^\  B^;  C^,  C^,  als  die  linken  Seiten 

der  Gleichungen  von  Ebenen  in  projectivischen  Punktcoordinaten 
Xi  im  Raum  stellen  die  Gleichungen 

Xi'Af  x.^’Aj  4"  ^3^3  — + XjBj  -j-  XjB^  = 0, 

ar/C,  4-  Xj'Cj  4-  X3C3  = 0 

drei  projectivische  Ebenenbündel  dar  und  der  Ort  der  Schnitt- 
punkte  entsprechender  Tripel  von  Ebenen  ist  die  durch 


^3 

B2  t 

i?3  = 0 

c,. 

C3, 

(’s  ' 

ausgedrückte  E'läcbe  dritter  Ordnung.  Die  vorigen  drei  in  den 
Xi  homogenen  und  linearen  Gleichungen  liefern  aber  die  Destim- 
mung  der  Verhältnisse  der  x,  als  homogene  Functionen  dritten 
Grades  in  den  x,' 

px,  =/•,  (x,',  Xj',  x/),  PX2  = /'2(X,',  X3,  Xj'),  eXj  = /'3.  QX^==f^ 
und  durch  diese  wird  die  Fläche  dritter  Ordnung  Punkt  für  Punkt 
auf  die  Ebene  der  gestrichenen  Goordinaten  abgcbildet. 

Ebenso  wie  vorhin  gilt  aber  dies  Entsprechen  Punkt  für 
Punkt  nicht  ohne  Ausnahme,  es  giebt  Punkte  x/  der  Ebene, 
denen  Punktreiben  d.  h.  Linien  der  Fläche  entsprechen.  Ordnet 
man  die  Fundamentalgleichungen  nach  den  x,-,  so  dass  sie  die 
•Form 

2'x,(«i,x,'  4"  021X3  4"  <»31X3')  = 0,  etc. 
erhallen,  so  müssen  für  diese  Werthe  die  vier  Determinanten 
verschwinden,  welche  das  unvollständige  der  Elimination  der  Xi 
entsprechende  System  liefert 
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l ~f"®52^2  "l"**3?^3  ’ “|3*I  ^"•••'*l^*l  “I""! 

6,,a;,'+6j,a.-/+6j,a:3',  '+622^+63. X3',  6,30:, '4-..,6„x,'4-.J; 

<^H^l'+^2l“'2'+«3lV'  Cl2^l  '+‘‘22^2'+‘^32“'3'*  '’l3^l'+-. 

(I.  I),  man  muss  gicichzcilig  liaben 

/■,  =0,  r-,  = o.  /•3  = o,  f,  = o. 

Es  sdinciilen  sich  aber  die  Curveii  /"i  = 0,  /■,  ==  0 in  nenn 
Putiklen,  für  wclclie,  die  /i  an  Slellc  der  ar<  in  die  ursprünglichen 
Gleichmigen  gesetzt,  die  Cleicliuiigen  gellen 

/3(“i3^i'  + ^n^-i  + "33^3')  + A(0|4*/  + «21^2'  + «34^3')  = 0, 

/3(*13^l]  + *2.3^2'  + *>33*3')  4-  + *24^2'  + *31^3')  = 

/3(^I3^I  "f"  *^23^2  “I”  *^33*3)  “1”  4 ^24^2  4 ^34  *3  ) ~ 

sodass  entweder  auch  /"j  = 0,  ff=0  sind  oder  die  durch  Eli- 

mination der  X,'  entspringende  neterminantc  verschwinden  muss. 
Die  letztere  liefert  eine  cuhisclie  Bcstininuiiigsgleicliuiig  für  das 
Verhälliiiss  /"j  : f^  und  also  drei  Scliniltpuidtte  von  /',  = 0, 

für  welche  nicht  aucli  /'s  = 0,  /"^  = 0 sind;  die  übrigen  sechs 
Schnillpunktb  der  beiden  Cnrveii  dritter  Ordnung  =0, /‘2  = 0 
liegen  auch  in  den  Curveii  = 0,  /"j  = 0.  Die  ihnen  ent- 
sprechenden Ebenen  der  drei  Bündel  schneiden  sich  nicht  in 
einem  Punkte,  sondern  in  einer  Geraden  a,  die  ganz  auf  der 
ElAchc  liegt.  Sie  sind  gemeinschaftliche  Secanlen  der  Bamn- 
curven  dritter  Ordnung  auf  der  Fläche,  welche  je  zwei  der  drei 
EhcuenbQndel  durch  den  Ort  der  Schnitte  ihrer  enisprcchenden 
Strahlen  bestimmen  und  müssen  daher  sämmtlich  windschief  gegen 
einander  sein.  Jeder  diene  Ouerschnitt  enthält  einen  i'iinkt  von 
jeder  dieser  Geraden  und  sein  Bild  geht  dcsshalli  durch  denjenigen 
Fundamentalpunkt,  welcher  ihr  Bild  ist.  Die  Curveii  /<  = 0 ent- 
sprechen den  Quersclinitleii  der  Fläche  mit  den  Fundamental- 
ebenen  des  Systems  der  ar,-. 

Da  jeder  geraden  Reihe  der  Bildebene  eine  'Gruppe  von  drei 
projectivischen  Eheneiihüscheln  der  Bündel  J,  B,  C und  somit 
eine  Baiimcurvc  dritter  Ordnung  auf  der  Fläche  entspricht,  so 
bildet  eine  durch  einen  Fundamenlaipunkt  der  Bildebene  gehende 
Gerade  g,  als  drei  Eheneiibüschelii  cntsprcclieud,  deren  Scheitel - 
kanten  die  zugehörige  Gerade  der  Fläche  schneideu,  einen  Kegel- 
schnitt in  der  Fläche  ab,  dessen  Punkte  denen  der  Geraden  pro- 
jectivisch  entsprechen;  der  gerade  Rest  des  Querschnitts  seiner 
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Ebene  mit  der  Fläclie  muss  nach  dem  Vorigen  in  dem  Kegel- 
scbnitl  dargestellt  sein,  der  die  fünf  übrigen  Fundameulalpunkte 
der  Abbildung  verbindet.  Solcher  Kegelscbnille  giebt  es  sechs 
und  sie  repräsentieren  sechs  weitere  Gerade  b der  Fläche,  von 
denen  jede  fünf  der  vorigen  schneidet;  beide  Gruppen  sind  die 
beiden  Ilälfteu  einer  Schl ä fl i’sclien  Guppelsecbs.  Einer  Geraden 
der  Bildebene  durch  zwei  Fundamenlalpunkte  endlich  entsprechen 
drei  projecliviscbe  Ebenenbüsctiel  in  den  Bündeln,  deren  Scbeilel- 
kanlen  die  beiden  entsprechenden  Geraden  der  Fläche  schneiden 
und  daher  ebenfalls  je  eine  gerade  Linie  e der  Fläche;  diess 
liefert  die  fünfzehn  übrigen  Geraden  der  Fläche  und  dieselbe  Be- 
Irachlung  zeigt,  dass  keine  drei  Fundamentalpunkle  der  Abbildung 
in  einer  geraden  Linie  liegen  künnen,  wenn  nicht  die  dargestellle 
Fläche  zerfällt.  Bass  nicht  alle  sechs  einem  Kegelschnitt  ange- 
boren können , zeigt  ihre  Herkunft  aus  dem  Schnitt  eines  Systems 
von  Curven  dritter  Ordnung.  Bie  Geraden  der  Fläche  ergehcH 
sich  auch  durch  die  Specialfälle  der  folgenden  allgemeinen  Be- 
trachtung. 

,364.  Bie  Punkte  der  Fläche,  welche  zugleich  einer  Fläche 
n*"  Ordnung  (p{ar,,  Xj,  Xj.  Xj)  = 0 angehören,  bilden  eine  Curve 
R von  der  Ordnung  3«,  deren  Bild  R'  durch  f^)  = 0 

ausgedrückt  ist  und  in  welchem  daher  die  sechs  Fundamental- 
punkte  n fache  Punkte  sind.  Suchen  wir  umgekehrt  die  Gnrve  R 
der  Fläche,  welche  einer  bestimmten  Curve  R'  oder  f"  = 0 der 
Bildebene  entspricht,  setzen  wir  von  der  Ordnung  fi  mila,,  otj,  .. . Og 
fachen  Punkten  in  den  sechs  Fundamentalpunkten  und  mit  6 dop- 
pelten und  k Rückkehrpunkten  ausser  ihnen;  sei  m die  Ordnung 
der  Curve  R auf  der  Fläche,  so  ist  sie  als  Zahl  der  Schnitte  von 
R'  mit  einer  Curve  dritter  Ordnung  durch  ilie  Fundamentalpunkte, 
welche  ausserhalb  derselben  liegen,  durch 

m •=  3 fl  — 

bestimmt.  Ist  ferner  r die  Zahl  der  Ebenen  eines  Büschels, 
welche  die  Curve  R berühren,  so  erscheinen  die  Bilder  ihrer 
Schnitle  mit  der  F'läche  als  Curven  dritter  Ordnung,  welche  ausser 
durch  die  sechs  F'undameutalpunkte  durch  die  Bilder  der  drei 
Punkte  der  Fläche  in  der  Scheitelkante  des  Büschels  hindurch- 
gehen, also  für  «' = 0,  v' — 0 als  zwei  derselben,  als  Curven 
des  Büschels  u'  + Ap  ==  0,  welche  das  Bild  /"  = 0 der  Curve  R 
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lierOhroii ; ihre  Zaiil  isl  also  <lie  Zaiil  der  Sdinitlpuiikte  der  letz- 
lerii  mit  der  Jacnbi'sclicn  Curvc  von  i/=0,  n'  = 0.  f'  = 0, 
welche  nirlil  in  den  vielTachen  Punkten  liegen,  d.  h.  (vergl.  „Höb. 
Curven“  Art.  375.)  cs  ist 

r = 4-  3)  — 2d  — 3ä-  — + 1). 

Und  da  in  Folge  des  eindeutigen  Entsprechens  das  Geschlecht  von 
R'  mit  dein  von  R ühereinstimmt,  so  ist  mit 

P = i (f*  — 1)  (l*  — 2)  — d — Ä- 
die  dritte  zur  Ableitung  der  übrigen  Charaktere  der  Curve  erfor- 
derliche Gleiehuug  gegeben,  und  man  erhält 

n = 3fi^  — 6d  — 8/i'  — ß = k , 

a — Gp(|t»  — 1)  — 12d  — 154’  — 2A’«,(3o','  — 1) 

Mit  ii  — 3n  und  mit  o,  = n erhält  man  hieraus  die  Charaktere 
der  Durchdringung  der  Fläche  dritter  mit  einer  Fläche  n*®' 
Ordnung. 

Die  Kegelschnitte  der  Fläche  bilden  sieh  also  als  Ciirveii- 
büschel  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt  in  einem  der  Funda- 
menlalpunkte,  oder  als  Kcgelschniltbüschcl  durch  vier  der  Fun- 
damentalpunkte, oder  als  Slrablenbüschel  durch  einen  derselben 
ab,  jenachdem  sie  eine  Gerade  a,  c oder  6 der  Fläche  schneiden; 
ihre  Bilder  machen  mit  denen  der  Geraden  Curven  dritter  Ord- 
nung vom  Geschlecht  TNull  aus. 

Die  Durchdringung  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  der  he- 
betrachteten  erscheint  als  Curve  sechster  Ordnung  mit  sechs  Dop- 
pelpunkten lind  kann  daher  nur  vier  wirkliche  den  Berührungen 
beider  Flächen  entsprechende  Doppelpunkte  haben,  ohne  zu  zer- 
fallen. Zerfällt  sie  in  eine  Gerade  b und  eine  Curve  fünfter 
Ordnung,  so  ist  ihr  Bild  eine  Curve  vierter  Ordnung  durch  die 
fünf  Fnndamentaipnnktc  im  Bilde  von  b und  mit  Doppelpunkt  iin 
sechsten;  man  hat  also  p = 2 und  bei  d einfachen  und  4 statio- 
nären Berührungen  der  Flächen  wie  in  Art.  93.  Spec.  1. 
r=12  — 2d  — 34,  « = 21-6d  — 84,  p = 2 — d — 4, 
(j  = 4.  « = 32  - 12d  - 154 
mit  den  sechs  Fällen 

d = 4 = 0;  d = 1 ; 4=1;  d = 4 = 1 ; d = 2;  4 = 2. 

Dem  Zerfallen  der  Durchdringung  in  zwei  Curven  dritter 
Ordnung  entspricht  wegen  p = 0 entweder  die  Abbildung  als 
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Ciirve  sechster  Ordnung  mit  zehn  Doppelpunkten  — zwei  Gruppen 
von  drei  Geraden  auf  der  Fläche  — oder  als  Curveii  fünfter  Ordnung 
mit  sechs,  vierter  mit  drei  Doppelpunkten,  etc.  his  zur  Geraden,  und 
man  erkennt  aus  der  Disrussion,  dass  die  Flache  zwei  und  siebzig 
Schaaren  von  Raumrurven  dritter  Ordnung  enthält  und  dass  die 
Lagenrelationen  zwischen  Geraden  der  Kbenc  sich  durch  sie  auf 
die  Fläche  übertragen. 

Unter  den  Schnitten  der  Fläche  mit  einer  andern  Fläche 
dritter  Ordnung  erwähnen  »vir  die  beiden  Species  der  Curven 
siebenter  Ordnung  mit  den  Charakteren 
r — 22  — 26  — 3A-,  ;i  = 45  — Cd  — Sk,  /)  ==  5 — <5  — k^ 
ß = k,  « = 76  — 12d  — 15A; 
r = 20  - 26  — 3k,  « = 39— 64-8Ä-,  p = 4 — 6 — k. 

ß=k,  « = 64  — 12d— 15A; 
ergänzt  durch  einen  Kegelschnitt  im  ersten,  durch  zwei  Gerade 
im  letztem  Falle;  die  Gurve  der  S|»itzcn  der  Kegel  im  Flächen- 
hündel  zweiten  Grades  (Bd.  1,  Art.  234.)  ergänzt  durch  eine  Gurve 
dritter  Ordnung  mit 

r = 16  — 26  — 3k,  « = 30  — 6(5  — 8ä',  p — 3 — 6 — k, 
ß = k,  « = 48  — 12d  — 15A-. 

Gurven  sechster  Ordnung  vun  zwei  verschiedenen  Species  ergeben 
sich  als  ergänzt  durch  Kegelschnitt  und  ihn  nicht  schneidende 
Gerade,  respective  drei  windschiefe  Gerade;  für  die  beiden  andern 
Species  der  Curven  fünfter  Ordnung  verweisen  wir  auf  Art.  93. 

Endlich  liefern  Gurven  in  der  Bildebene  von  der  Ordnung  p 
mit  6 Doppel-  und  k Rückkehr])unkten,  welche  die  Fundamcntal- 
punkte  nicht  enthalten,  Gurven  auf  der  Fläche  mit  den  Cha- 
rakteren 

m = 3p,  r = p(p  -f-  3)  — 2 6 — 3 ^ , 

„ = 3;t=  — . . , p = ^(p  — 1)  (p  — 2)  — . . , 
ß = k,  a = 6p{p  -—  1)  — . . ; 

mit  p = 1 und  p = 2 insbesondere  Raumeurven  dritter  respec- 
tive sechster  Ordnung,  letztere  vierter  Species  mit  r=  10,  n=  12, 
= 0,  ^ = 0,  « = 12. 

365.  Die  eindeutige  Abbildung  der  Fläche  dritter  Ordnung 
auf  eine  Ebene  kann  vollzogen  werden  durch  projicierende  Ge- 
rade, welche  zwei  in  der  Fläche  liegende  windschiefe  Gerade 
a,  c stets  sciineiden;  legen  wir  durch  h die  Bildebene  und  wäh- 
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len  die  Ebenen  a&,  ftc  respertive  als  X2  = 0,  ^-3=0,  dazux,  = 0 
durch  a,  = 0 durch  c,  so  ist  die  Gleichung  der  Fläche 

^1*^3 (Pi ^i+--+P4 2:4) + Xja:3{y,x,-1-...) 4-^2 3:4 (r,X] -|-...)  = 0. 

Die  Ebenenbüschcl 

•T  j cs  OC^  «^2  » ^1  • ■ «Tß 

mit  den  Parametern  Xj'  : x,',  X3'  : x,'  geben  wegen 

X,  X3  : XjXj  : XjXj  = X2'xjX4  : x,'x2X4  : X3'x,X4 

aus  der  Gleichung  der  Fläche 

a^2'(P|a^’i  + •••)  + a:,'(7,x,  + ...)  + a-a'^x,  + ...)  = 0, 
so  dass  die  Xj  als  Functionen  dritten  Grades  der  x,'  bestimmt 
werden. 

Die  sich  drehende  Ebene  des  ersten  Büschels  (a)  triflt  die 
Bildebene  in  einem  Strahl,  dessen  Theilverhältniss  in  Bezug  auf 
die  festen  Geraden  x.^  = 0 und  x(  = 0 in  x,  = 0 und  Xj  = 0 
respective  von  x^  : x,’  nur  durch  einen  conslanten  Factor  ah- 
weicht;  ebenso  ist  für  die  sich  drehende  Ebene  des  Büschels  (c) 
die  Spur  bis  auf  einen  Factor  im  Theilverhältniss  X3'  : x,'  zu  den 
Spuren  x^-—  0 und  Xj'  = 0 von  X4  = 0 und  X3  = 0;  d.  h.  die 
Xi  sind  projectivische  Coordinaten  mit  diesem  Dreieck  als  funda- 
mental. Die  Gerade  b fällt  mit  ihrem  Bilde  zusammen  und  ent- 
hält die  Fusspunkte  und  .^3  von  n und  c,  welche  als  Bilder 
der  mit  b,  c und  b,  n respective  ein  Dreieck  bildenden  Geraden 
der  Fläche  Fundanientalpunkte  der  Abbildung  sind. 

Sucht  man  die  Geraden  der  Fläche,  welche  a und  c treffen, 
so  ersetzt  man  in 

x,'{x2'(/>,x,  -f  . . .)  -f  x,'(y,x,  -f  . . .)  -f-  X3'(r,X,  -f  . . .)}  = 0 

die  x,'X| . x,'x4  durch  x.^x.^  und  Xj'x3  und  erhält  eine  Gleichung 
von  der  Form 

x^fp  -|-  XjV»  = 0, 

in  welcher  <p,  rp  (piadratische  Functionen  der  x,'  sind;  die  ge- 
meinsamen Punkte  der  Kegelschnitte  qp  = 0,  ip  = 0 sind  die 
fehlenden  Fundamentalpunkte  der  Abbildung.  Die  Geraden  a,  c 
erscheinen  als  Kegelschnitte  durch  sie  und  respective  A^. 

Jede  Abbildung  der  Fläche  kann  in  dieser  Weise  15  mal  er- 
zeugt werden,  da  jede  der  Verbindungslinien  der  sechs  Funda- 
mentalpunkt  als  Linie  b dienen  kann;  und  da  jede  der  27  Geraden 
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b auT  4 . 10  Paare  a,  c fülirt,  so  erliäll  man  die  Gesamnitzalil 
aller  verschiedenen  Abbildungen  = , 27 . 40  = 72. 

360.  Wenn  die  sechs  Fundamental|)iinkle  der  .Abbildung  so 
liegen,  dass  zehnmal  drei  ihrer  Verbindungslinien  in  Paaren  durch 
einen  Punkt  geben,  so  bat  man  diu  Abbildung  der  Diagonalflücbe 
(Art.  289.),  bei  welcher  zehn  der  Dreiecke  sich  in  Punkte  zu- 
sammenzieben.''^^)  Man  bildet  eine  solche  Gruppe  von  Punkten  aus 
den  Ecken  und  dem  Mittelpunkte  eines  regulären  Fnnrecks  und 
seinen  centralen  Projectionen. 

Im  Falle  der  Existenz  eines  Doppelpunktes  giebt  die  Central- 
projection  aus  diesem  eine  eindeutige  Abbildung  der  Fläche,  bei 
welcher  die  seclis  Fundamenlalpunkle,  die  den  sechs  vierpunktig 
berniirenden  also  in  der  Fläche  liegenden  Tangenten  entsprechen, 
in  einem  Kegelschnitt  liegen,  der  somit  als  Bild  des  Doppel- 
punktes erscheint.  Dann  fallen  die  Geraden,  die  sich  als  die  sechs 
Kegelschnitte  durch  je  fünf  der  Fundamentalpunkte  abhilden,  mit 
dem  Fundamentalkegelschnitt  zusammen,  die  Geraden  des  Knoten- 
punktes zählen  zweifach  (Art.  288.) ; die  fünfzehn  übrigen  er- 
scheinen als  Verbindungslinien  der  Fundamentalpunkte.  Damit 
übertragen  sich  die  Sätze  von  der  vollständigen  Figur  des  Pas- 
calschen  Sechset^s  (,,Kegelschn.‘‘  Art.  286, f.)  auf  die  15  den 
Knotenpunkt  nicht  enthaltenden  Geraden  einer  Fläche  dritter 
Ordnung. 

Im  Falle  des  biplanaren  Knotenpunktes  liegen  die  Fundamen- 
talpunkte zu  je  drei  auf  zwei  Geraden,  welche  den  Knotenpunkt 
abhilden,  je  nachdem  man  auf  der  einen  oder  der  andern  Schale 
der  Fläche  sich  ihm  nähert;  die  Fundamentalpunkte  zählen  drei- 
fach und  die  neun  Verbindungslinien  derselben  stellen  die  übrigen 
Geraden  der  Fläche  dar.  Der  Uebergang  von  zwei  Fundamenlai- 
punkten in  den  Schnittpunkt  der  Geraden  entspricht  dem  bipla- 
iiaren  Doppelpunkt,  dessen  Kante  der  Fläche  angehürt.  (Art.  267.) 
Dem  Falle  des  uniplanaren  Knotenpunktes  (Art.  267.,  C.)  ent- 
sprechen drei  Paare  unendlich  naher  Fundamentalpunkte  in  einer 
Doppelgeraden , etc. 

Alle  diese  Specialitäten  sind  von  Diekmann  ausführlich 
dargelegt  worden  und  hier  nicht  weiter  zu  verfolgen. '“■*) 

Die  Regelflächen  dritten  Grades  bildet  man  am  einfachsten 
ab,  indem  man  die  Doppelgerade  als  Linie  6 und  zwei  Erzeugende 
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ffir  «,  c wälill;  für  ar,  =<),  X4  = 0 als  dip  cinrachR  LcilliniK 
hal  mail  dann  die  Gloicliiing  der  Fläclie 

na'j'.T,  -j-  t a-, ij, -(-  cxja-^x^  -{"  darja:^^  = <• 

und  mit  der  Siilistiliilion  des  vorigen  Art. 

oa-.|'.rj  fcajj'ar,  + cx^x^  -f-  <lx.,'x^  ==  0 
also  die  Aldiildiingsruiietiniieii 

ya:,  ==  x.j(cx3  + tlXj],  yxj  = x^{cx.J  + (Ix.^'j. 

QXj  = — x^{^lX3  + bxn),  yxj  = — Xj'(aX3'  -f  bx,’}. 

In  dieser  Alibildiiiig  enLspriclit  jedem  ebenen  Scliiiitl  der 
Fläche  ein  kegelscbnitt  dnrrli  den  Fnndameiilalpunkl  der  das 
Itibl  der  einrarben  Leitlinie  ist. 

.‘1G7.  Wenn  im  allgemeinen  Falle  ein  System  von  Gleiebiingen 
X|  : X2  : X3  : ^ f ^ ■ f 3 ■ f 3 ■ f ^ 

gegeben  uäie  mit  /}  als  bomogenen  Fuiielionen  vom  Grade  p in 
den  drei  Variabein  x/,  so  entstellt  diireli  Elimination  der  x,' 
/wiseben  diesen  Gleidiungen  die  Gleiebung  einer  Fläche,  deren 
Funkte  eindeutig  den  Punklen  der  Ebene  der  x,"  entspreclien.  ’“) 
Hie  Gloicbmigen  fi  — 0 drücken  tairven  von  der  ürduung  p in 
der  Bildebene  aus.  Die  Ordnung  der  so  daj'gestellten  Fläebc 
ergiebt  sich  als  Zahl  der  Burclisclinillspunkte  zweier  ebener  (Juer- 
scbnitle  derselben  x,  + ■ ■ ■ = 0,  »;,x,  -j-  . . . = 0 und  da 
ihnen  in  der  Bildebene  die  Cnrveii  p*'v  Ordnung 

^i/^i  + • • ■ = J)\f\  + . . . = 0 

entsprechen,  so  ist  sie  gleich  p*.  Wenn  aber  die  Curven  fi  — 0 
gemeinscbaftliche  l’uiikte  — wir  setzen  nur  der  Einracbheit  wegen 
dieselben  als  einfache  voraus  — in  der  Zahl  a hahen,  so  ist  die 
Zahl  der  Schnillpiinkte  der  vorigen  beiden  Bildenrven  mir  p’’*  — a 
und  somit  auch  die  Ordnung  der  Fläche. 

Nun  entspricht  jedem  ebenen  Oiierschnitt  der  Fläche  eine 
Giirve  I,  = 0 von  demselben  Gescblecht,  welche 

durch  jene  « Blinkte  liindiirchgebt;  dicss  erlaubt  uns  zu  bestim- 
men, oh  der  ebene  Ouerscbriitl  der  Fläche  Doppelpunkte  und  die 
Fläche  also  Doppellinien  enthält. 

Jene  a Blinkte  der  Bildebene,  welche  den  Curven  /<  = 0 ge- 
meinschartlich  sind , inachcn  Ausnahmen  von  dem  eindeutigen 
Entsprechen  der  Blinkte  der  Ebene  und  der  F'läcbe,  indem  ihnen 
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niclit  einzelne  Punkle  sondern  I’nnklreihcn  enlspreclirii.  Man 
nennt  sie  Fumlamentaipnnkte  der  Abbildung. 

Wenn  eine  Curve  der  Ordnung  p*  in  der  Bildebene  eine  Cnrvc 
/"i  -j-  . . . = 0 im  Allgemeinen  in  pp*  Punklen  schneidet  mul 
daher  einer  Curve  auf  der  Fläche  von  dieser  Ordnungszahl  eiil- 
spricht,  so  wird  diese  Zahl  mit  jedem  Purcligang  der  Bildcurve 
durch  einen  Fundamentalpimkt  um  eine  Einheit  vermindert. 

Sind  insbesondere  ilie  /V  quadrali.sche  Functionen  der  x/, 
also  fi=0  Kegelschnitte,  so  müssen  dieselben  zwei  Punkte  gemein- 
sam haben,  damit  die  ahgi-hildele  Fläche  von  der  zweiten  Ordnung 
sei;  diesen  Punkten  entsprechen  gerade  Linien  der  Fläche.  Einem 
ebenen  Schnitt  der  Fläche  entspricht  dann  im  Allgemeinen  ein 
durch  die  Fundamentalpunkle  gehender  KcgelscImiU.  der  aber 
auch  in  eine  beliebige  Cerade  der  Ebene  und  die  Verbindungslinie 
der  Fundamentaipnnkte  zerfallen  kann.  Gehört  jedoch  die  erslere 
einem  der  Büschel  aus  den  Fundamentalpunkten  an,  so  ist  der 
ihr  entsprechende  Ort  auf  der  Fläche  vom  ersten  Grade  und  man 
erhält  die  beiden  Hegelschaarcn  der  Fläche  zweiten  Grades  wieder. 

Wenn  die  Kegelschnitte  /i=0  nur  einen  gemeinsamen  Punkt 
haben,  so  ist  die  Fläche  eine  Flüche  dritter  Ordnung,  mit  Quer- 
schnitten vom  Geschlecht  Nidl,  als  eine  Fläche  mit  einer  doppel- 
ten Geraden  d.  h.  eine  Regelfläche,  wie  sich  aus  der  Abbildung 
durch  die  Bemerkung  ergieht,  dass  einer  Geraden  durch  den 
Fundamenlalpunkl  eine  Gerade  auf  der  Fläche  entspricht. 

Wenn  sodann  die  Kegelschnitte  /i  ==  0 keinen  gemeinsamen 
Punkt  haben,  so  ist  die  Fläche  von  der  vierten  Ordnung  und  muss, 
weil  die  ebenen  Querschnitte  vom  Geschlecht  Null  sein  müssen, 
eine  Doppelcurve  dritter  Ordnung  haben.  Sie  ist  entweder  eine 
Regellläcbe  oder  die  Römeriläche  Steiner’s.'“') 

Sind  ferner  die  /■,•  Functionen  dritten  Grades,  so  müssen  die 
Curven  = sechs  gemeinschaftliche  Punkte  haben,  damit  die 
Fläche  von  der  dritten  Ordnung  sei;  und  da  das  Geschlecht  von 
l,/',  0 gleich  Eins  ist,  so  ist  es  auch  das  des  ebenen 

Querschnitts  der  Fläche  und  dieselbe  besitzt  daher  keine  Doppel- 
curve. 

Haben  dieselben  aber  nur  fünf  oder  vier  gemeinschaftliche 
Punkte,  so  ist  die  Fläche  von  der  vierten  rcspective  fünften  Ord- 
nung und  ihre  Querschnitte  sind  vom  Geschlecht  Eins,  d.  h.  haben 
zwei  respective  fünf  Doppelpunkte,  oder  die  Fläche  enthält  einen 
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Kegdsclinitt  oder  eine  Ciirve  fünrier  Oi'dnung  als  Koppeleiirve. 
Den  fünf  Fnndainenlaipnnkten  des  ersten  Kalles  enls])reclicn  fünf 
gerade  Linien  der  Fläche,  ebenso  den  Verbindungslinien  derselben 
in  Paaren  zehn  andere  und  dem  Kegelscbnilt  dnreb  alle  eine 
seebszebnte.  Jede  von  ibnen  wird  von  fünf  andern  geschnitten.*®) 
Geradlinige  Strahlen,  welche  den  Do|i|)clkegelsi'hnill  und  eine 
dieser  sich  auf  ihn  stützenden  Geraden  schneiden,  bewirken  eine 
eindeutige  Abbildung  der  Fläche  auf  die  Ebene. 

368.  Weiter  einfacbe  Fälle  der  Abbildung  bieten  die  Stei- 
ne r'sche  Fläche  vierter  Ordnung  (Art.  302.)  und  die  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  einem  doppelten  Kegelschnitt  (Art.  312.)  dar. 

Für  jene  gab  Kummer  die  allgemeine  Gleichungsform 
-j-  -f-  — 2ar, = 0 

und  vonWeierstrass '*’*)  istausder  ihm  von  Steiner  mitgetheilten 
Construction  der  Fläche  die  Folgerung  gezogen  worden,  dass  sich 
die  Coordinaten  ihrer  Punkte  durch  allgemeine  homogene  Func- 
tionen zweiten  Grades  von  drei  Parametern  darstellen  lassen.  Nach 
Clebsch  setzen  wir  ein 

also 

und  können  also 

ar, : Xj : xj : =2jr, : (yi’yj^+Vz'yä’+VaVi’) 
und  mit 

yjy3  = ^i'.  !/3yi  = ^i> 

einfacher 

x'i  : X2  t X;i  : x^  = 2x.j  X3  : 2xj  Xj  : 2x|  Xj  : (xj  ^ Xj  * Xj  ^) 

annehmen,  womit  eine  Gcntralprojection  aus  dem  dreifachen 
Punkte  C der  Fläche  auf  die  Uildebene  und  sodann  eine  Trans- 
formation zweiten  Grades  in  dieser  („Höh.  Gurveii“  Art.  .326.) 
ausgeführt  ist. 

Ebenso  geht  aus  der  Gleichungsform  des  Art.  268.,  2. 
Xx,i  = 0 liervor 

X,  : Xj  : X3  : X4  = (xj  -j-  Xj  -{“  ^3 )’  * ^2  ~ ^3)'  • 

(—  X,'  + X./  — XaV  : (—  X,'  — Xj'  -f  X3')* 
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und  diese  geht  mit  neuen  Vaiiaheln,  deren  Vierfache  respertivc 
gleich 

“I“  ^2  ^3  “I"  ^4  • ^1  "I"  ^2  ^3  ^4  * 

~ ^2  + A’3  — •■^4  - ^1  — — ^3  + *4 

sind,  in  ilie  Kummer'sche  Knrni  über.  Clehsrh  hat  gezeigt, 
dass  die  Ahhildung  mittelst  allgemeiner  i|uadratisdier  Functionen 
immer  auf  diese  einfachen  Formen  gebracht  werden  kann. 

Für  die  Abbildung  ist  ein  vollständiges  Vierseit  characterislisch, 
und  das  Diagonaldreierk  desselben.  Zwei  Cegenecken  dieses  Vier- 
seits  sind  Doppelpunkte  einer  Involution,  deren  Paare  je  einen 
Punkt  einer  Doppellinic  CTi  abhilden,  die  Diagonalen  sind  also 
die  Bilder  der  Doppeliinien  C7, , CT,,  CT^  und  die  Diagonal- 
punkte  die  drei  Bilder  des  dreifachen  Punktes  C.  Die  Kegel- 
schnitte des  Systems  l,/",  -)-...=  0 gehen  durch  drei  Paare 
jener  Involutionen  und  die  dem  Diagonaldreierk  umschriebenen 
speciell  entsprechen  den  Querschnitten  durch  den  dreifachen  Punkt; 
die  Paare  von  geraden  Linien  in  diesem  Systeme  repräsentieren 
die  Paare  von  Kegelschnitten  in  den  Tangentialebenen  T der 
Fläche,  ihr  Schnittpunkt  ist  das  Bild  des  Berührungspunktes  P. 
Die  vier  in  Doppellinien  — die  Seiten  des  Vierseits  — ausgear- 
teten Kegelschnitte  sind  die  Bilder  der  vier  Kegelschnitte  Ki  der 
Fläche,  längs  deren  dieselbe  von  einer  Ebene  T;  berührt  wird, 
und  die  die  parabolische  oder  Wendecurvc  der  Fläche  bilden. 
Offenbar  entspricht  die  letzte  symmetrische  Form  der  Al>hildungs- 
functionen  der  Wahl  des  Diagonaldreiecks  zum  Fundamcnlaldreiek 
der  Bildebene  und  der  vier  singulären  Tangentialeben  als  Funda- 
mentalebenen der  Xi. 

Wir  entwickeln  die  Ahhildung  weiter,  um  ein  Hauptre^iiltat 
zu  begründen,  welches  Cie  lisch  durch  dieselbe  analytisch  ge- 
wonnen hat  und  das  Cremona  sofort  auch  geometrisch  ahleitete,''®) 
nämlich  dass  die  llaupttangenten-Curven  der  Steiner’- 
schen  Fläche  algebraische  Curven  vierter  Ordnung 
zweiter  Art  sind.  In  der  That,  die  Seiten  des  Vierseits  sind  die 
gemeiDschafllichen  Tangenten  der  Kegelschnitte  einer  Schaar,  von  der 
durch  jeden  Punkt  P'  der  Bildebene  zwei  hindurchgehen,  sagen  wir 
K',  K*'\  ihre  Tangenten  in  P'  theilen  die  Diagonalen  des  Abbildiings- 
vierseits  harmonisch  und  repräsentieren  daher  die  beiden  Kegel- 
schnitte, welche  die  Tangentialebene  in  P aus  der  Fläche  schneidet; 
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die  Kegelsriinitle  K',  K*'  aber  sind  die  Bilder  der  Ilaupttangenten 
der  Fläche  in  P\  d.  Ii.  jeder  dieser  Kegelschnitte  repräsentiert 
eine  HaupttangenteiK  urve  der  Fläche  und  diese  sind  somit  Raum- 
curven  vierter  Ordnung  vom  Geschlecht  Null,  d.  h.  zweiter  Arl. 
Sie  beriihren  sänimllich  die  Kegelschnitle  in  den  vier  singulären 
Tangenlialehencn  der  Fläche  und  diese  Ebenen  sind  ihre  statio- 
nären Srhmiegungsehenen.  Jede  Tangentialebene  der  Fläche 
schneidet  sic  in  vier  harmonischen  Punkten. 

Die  einzige  Fläche  zweiter  Ordnung,  die  durch  eine  solche 
Curve  geht,  schneidet  die  Steiner'sche  Fläche  in  einer  zweiten 
sagen  wir  ihr  conjugierten  Curve  derselben  Art,  die  durch  den- 
jenigen Kegelschnitt  K"  dargestellt  wird,  der  aus  den  Diagonalen 
die  in  ihren  Involutionen  entsprechenden  zu  den  Punkten  von  K" 
herausschneidet.  Solche  zwei  conjugiertc  Kegelschnitte  in  der 
Bildebene  sind  reriproke  Polaren  in  Bezug  auf  den  Vierzehnpunkt- 
Kegelschnitt  des  Vierseits  und  dieser  entspricht  einem  gewissen 
ebenen  Querschnitt  der  Fläche.  Dieselbe  besitzt  in  jeder  der  drei 
Doppellinien  zwei  Ciispidalpunkle,  die  Berfihrungspunkte  der  Dop- 
pelebenen desjenigen  involiitorischen  Büschels,  welches  von  den 
Paaren  der  Tangentialebenen  in  ihren  Punkten  gebildet  wird ; und 
die  dem  dreifachen  Punkte  entsprechenden  in  diesen  Involutionen 
oder  die  durch  die  Cuspidalpunkte  von  ihm  harmonisch  getrennten 
Punkte  C, , 6',,  Cj  bestimmen  jenen  Querschnitt. 

In  Folge  dessen  bilden  die  den  Kegelschnitten  der  Schaar 
conjugierten  Kegelschnitte  ein  Büschel  und  die  den  Haupttangen- 
tencurven  conjugierten  Curven  vierter  Ordnung  gehen  durch  vier 
feste  Punkte  der  Fläche.  Die  Flächen  zweiter  Ordnung  durch 
die  Ilaupttangentencnrven  haben  die  Punkte  C,  C, , C,,  Cj  zum 
gemeinschaftlichen  Quadrupel  harmonischer  Pole;  unter  ihnen  sind 
drei  Kegel  aus  den  Punkten  6’,,  C^,  C,  und  drei  Ebenenpaarc, 
welche  je  eine  Doppelgerade  mit  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders 
der  singulären  Tangentialebenen  verbinden.  Die  den  Letzteren  ent- 
sprechenden Hauptlangentencurven  sind  in  die  jedesmalige  Doppelgc- 
rade  degeneriert;  den  Kegeln  entsprechen  llaupltangentenciirven  mit 
Doppelpunkt  in  der  bezüglichen  Spitze  und  ihre  Bilder  sind  die  Kegel- 
schnitle der  Schaar,  welche  je  eine  Diagonale  harmonisch  ibeilen. 

Die  Fläche  dritter  Ordnung  mit  vier  Doppelpunkten 
muss  nach  Art.  268.,  2 entsprechende  Eigenschaften  be- 
sitzen. 
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Aus  dieser  Alihildung  entspringen  SjievialTälle  der  Stei- 
ner'schen  Fläche,  die  durch  das  Zusainmenrallen  von  zwei  oder 
das  aller  drei  Doppelgeraden  characterisierl  sind ; auch  ergieht  sich 
die  Regelfläche  dritten  Grades  als  ein  fernerer  Speeialfall. 

ln  einer  Fläche  vierter  Ordnung  mit  dreifachem 
Punkt  ohne  üoppellinien  gehen  durch  diesen  Punkt  zv\ülf  der 
Fläche  angehörige  Geraden,  die  Abbildung  auf  eine  Ebene  durch 
Strahlen  aus  dem  dreifachen  Punkt  (S  giebt  eine  allgemeine  Ciirve 
dritter  Ordnung  Cj'  als  Bild  desselben.  Zwei  vollständige  demselben 
Kegelschnitt  umschriebene  und  der  Curve  63'  eingeschriebene  Vier- 
seile liefern  durch  ihre  zwölf  Ecken  die  Bilder  jener  zwölf  Ge- 
raden, zudem  aber  durch  ihre  acht  Seiten  die  von  acht  weiteren 
Geraden  der  Fläche,  welche  auf  einem  Hyperboloid  liegen.  Die 
sechszehn  Kegelschnitte,  welche  gleichzeitig  einem  Dreiseit  des 
ersten  und  einem  Dreiseit  des  zweiten  Vierseits  um.schrieben  sind, 
liefern  eben  so  viele  Kegelschnitte  der  Fläche.  Die  Bilder  der 
ebenen  Querschnitte  sind  Curven  vierter  Ordnung , welche  beiden 
vollständigen  Vierseiten  umschrieben  sind.  Die  Jacobi'sche  Cnrve 
eines  Netzes  dieser  umschriebenen  Curven  vierter  Ordnung  ist 
eine  umschriebene  Curve  sechster  Ordnung,  Bild  der  Berührungs- 
curve  eines  Tangentenkegels  der  Fläche.  Die  parabolische  oder 
Wendeenrve  der  Fläche  erscheint  als  Curve  elfter  Ordnung,  welche 
Cj'  in  den  zwölf  Ecken  der  Vierseite  beriibrt  und  ihre  In- 
flexionspunkle  enthält. 

Die  Reciprokalfläche  einer  solchen  Fläche  ist  als 
Enveloppe  derjenigen  Ebenen  durch  Sturm  untersucht  worden, 
die  mit  einer  Raumeurve  vierter  Ordnung  zweiter  Art  vier  Punkte 
eines  Kreises  gemein  haben.'”) 

369,  Für  die  Fläche  vierter  Ordnung  mit  Duppel- 
kegelschnitt  erwähnen  wir  ergänzend  zu  dem  schon  Gesagten 
(Art.  311.  f.  und  367.)  das  Folgende.'”) 

Wenn  wir  durch  1 , ....  5 die  Fundamcntalpunkte,  durch 

6 15  die  Verbindungsgeraden  der  Paare  I,  2;  1,  3;  ...  4.5 

derselben  und  durch  16  den  sie  verbindenden  Kegelschnitt  be- 
zeichnen, so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  jede  der  secliszehn  durch 
sie  dargestellten  Geraden  von  fünf  andern  geschnitten  wird,  welche 
einander  nicht  schneiden;  sodann,  dass  sich  diese  Geraden  in 
40  Paare  sich  schneidende  und  in  40  windschiefe  Vierseite,  end- 
lich aber  in  zehn  Gruppen  zu  vier  Paaren  der  ersten  Art  so 

30* 
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ordnen,  dass  vier  Paare  einer  Gruppe  einander  iiir.hl  sriineiden, 
lind  dass  die  zclin  Gruppen  in  lunfmal  zwei  cnnjugierte  Gruppen 
zerfallen,  welche  ziisainmen  alle  Geraden  der  Fläche  enthalten. 
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mit 

m = 2 und 

den  a als  Zahlen, 

die  den 

Werth  2 nicht  übersteigen  können,  folgen  mir  p=2  mit  einem  o=0, 
den  übrigen  = 1 und  fi  — 1 mit  einem  « = 1 , den  übrigen 
==  0;  d.  h.  es  giebt  zehn  Systeme  von  Kegelschnitten  in 
der  Fläche,  von  denen  fünf  sich  als  Büschel  durch  je  vier  der 
Fundamentalpunkte  abbilden,  und  die  fünf  anilern  als  die  Strahlen- 
hüschel  aus  den  Fundanientalpunkten.  Jeder  Kegelschnitt  eines 
Büschels  vereinigt  sich  mit  einer  Geraden  desjenigen  Strahlen- 
büscheis,  dessen  Scheitel  nicht  unter  seinen  Griindpunkten  ist, 
zur  Abbildung  eines  Querschnittes  der  Fläche  mit  einer  ihrer 
doppeltberührenden  Ebenen.  Von  den  Kegelschnittpaaren  in  den 
Tangentenebenen  eines  der  fünf  Kegel  zweiten  (irades  schneiden 
die  einen  die  Geraden  einer  Gruppe  der  obigen  Tafel  und  ent- 
halten die  Paare  der  conjugierlen  Geraden  als  specielle  Kegel- 
schnitte, während  die  andern  die  letzteren  treffen  und  jene  als 
Specialfälle  enthalten. 

370.  Die  Doppelcurvc  wird  abgebildet  durch  eine  Curve 
des  Systems 

liA  + • • • = 

deren  Punkte  in  Paaren  ihren  Punkten  entsprechen.  Um  diese 
zu  erhalten,  denken  wir  das  Ebenenbüschel  durch  die  bei  der 
Abbildung  ausgezeichnete  Gerade  IG  und  die  in  seinen  Ebenen 
enthaltenen  Curven  dritter  Ordnung  mit  Doppelpunkt,  welche  sich 
als  Gerade  ans  demjenigen  Punkte  /'  der  Bildebene  abbilden 
müssen,  welcher  dem  Schnittpunkt  des  Doppelkegelschnittes  mit 
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«Iff  Geraden  16  in  der  Fläelie  enU|iriclil.  Mahll  man  die  Para- 
ineler  so,  dass  die  Ciirve  -j-  - • • ==  6 durch  zwei  weitere 
Punkte  des  Kegelselinilies  16  gellt,  sndass  sie  ihn  ganz  entliäll. 
und  also  die  Form  g;  . (A  o -(-  ,u 6)  ==  0 mit  n,  b als  linearen  Aus- 
drücken und  A,  fl  als  zwei  Paralnelern  aimimmt,  so  ist  der  Punkt 
P der  Sehnittpunkt  der  Geraden  o = 0,  A = 0.  Auf  jeiler  Ge- 
raden aus  P liegen  zwei  Punkte  0,  Q* , welche  den  rioppelpunkt 
der  betrefTenden  Ciirve  dritter  Ordnung  ahhihlen  und  ihre  Ge- 
sammlheit  hildet  die  Ahbildiing  des  Doppelkegelschnitts  seihst. 
Da  durch  zwei  seiner  Punkte  ein  Ehenenhüschel  gehl,  so  müssen 
zwei  Paare  der  Q,  Q*  mit  den  Fiiudamenlalpunklen  zusammen 
die  Grundjiiinkte  eines  Büschels  von  Curven  dritter  Ordnung  aus 
dem  System  = 0 bilden. 

Im  Kegelsrimiti  16  liegt  das  zweite  Bild  P*  des  Schnitt- 
punktes der  Geraden  16  mit  dem  [loppelkegelschnitte;  und  wenn 
man  von  den  Grundcnrven  fi  = 0 zwei  durch  (p.a=(),  <p.h=0 
ersetzt  und  zwei  andere  Gurven  des  Systems  /i  + • • • ==  6 
durch  ip=0.  j;  = 0 dargestelll  sind,  so  müssen  für  P*  als 
Bild  desselben  Kaumpunktes,  den  auch  P darslellt,  für  welchen 
lg  und  X 'lic  Werthe  und  erhallen,  die  Gleichungen  <p=0, 
tjjXn  — Xi’o  — ^ bestehen,  d.  h.  P*  ist  der  sechste  Srhiiitlpunkt 
eines  Kegelschnittes  und  einer  Cnrve  dritter  Ordnung,  die  die 
Fundamentalpunklc  gemein  haben.  Da  überdiess  die  Gerade  /*/** 
oflenbar  in  P die  Abbildung  der  Doppelcurve  berübren  muss,  so 
kennt  man  nun  acht  Punkte  derselben.  Die  ans  PP*  und  g>  = <) 
zusammengesetzlc  Curvc  bildet  den  ebenen  Schnitt  der  Tangen- 
tenehenen  der  Doppelcurve  durch  die  Gerade  16  ah,  während 
der  ebene  Schnitt  der  andern  Tangcnttalebcne  der  Fläche  in  dem- 
selben Punkt  der  Doppelcurve  als  Ciirve  dritter  Ordnung  durch 
P*  und  die  Fundamenlalpunkle  und  mit  Doppelpunkt  in  P er- 
scheint; ihre  Tangente  in  P*  ist  auch  Taugenlc  des  Bildes  der 
Doppelcurve.  Einen  letzten  nolhwendigeii  Punkt  zur  Bestimmung 
des  Bildes  der  Doppelcurve  erhält  man  durch  <lie  zu. der  von  16 
analoge  Behandlung  einer  andern  Geraden  der  Fläche.  I.sl  sie 
durch  eine  Gerade  abgebildet,  so  sind  die  Curven  dritter  Ordnnug 
auf  der  FJäcbe  in  den  Ebenen  ihres  Büschels  im  Bilde  Kegel- 
schnitte durch  die  übrigen  drei  Fundamenlalpunkle,  und  ihr  vierter 
gemciiisainer  Punkt  spielt  die  Bolle  von  P für  16  und  gehört  dein 
Bilde  der  Doppelcurve  an.  Ebenso  erhält  man  für  eine  als  Fun- 
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ildiiieiilalpiiiikl  ahgehilüele  OeiaiJp  pin  Biisdiel  von  Cuiven  dritter 
Ordnung,  wplrlip  ihn  ?:nni  n<>|i|ip|punkt  haben  und  die  sich  datier 
ausser  den  Fundaniontalpunklpn  in  nur  noch  einem  Punkte  P 
schneiilpii. 

Die  Glpichung  f ~ Q des  'Bildes  der  Doppelcnrve  ist  das 
Rpsnital  der  Elimination  der  x*'  zwischen  den  Gleichnngpn 

fi[x^  , X^  X^  ) ==  , Xy  , Xg  ) 

fiir  X,',  X,*'  als  zwei  Punkte  des  Bildes,  welche  denselhen  Punkt 
des  Doppelkegelschnittes  darstellen. 

■^71.  Von  den  Cnrven  dritter  Ordnung  in  der  Fläche  bilden 
sich  die  sechszehn  Systeme  ebener  Schnitte  als  Gerade 
ans  dem  Punkte  P,  als  Kegelschnitlhüschel  durch  drei  Fundanien- 
talpnnkle  und  ein  Paar  von  Punkten  Q,  Q*  und  als  Curvenbnschel 
dritter  Ordnung  durch  die  Fundamentalpunkte  mit  Doppelpunkt  in 
einem  derselhen  und  durch  ein  Paar  Q,  Q*  ah. 

Für  die  Raumeurven  dritter  Ordnung  gieht  die  Funda- 
mentalgleichung m = — Zifi  die  Lösungen  fi  = 3 mit  einem  «=2, 

den  übrigen  = 1 ; p = 2 mit  drei  der  o gleich  1 , den  übrigen 
0 und  p = 1 mit  den  a gleich  Null.  Es  gieht  also  secliszehn 
durch  die  Geraden  der  Ehene,  die  Kegelschnittshündel  durch  drei 
Fundamentalpunkte  und  die  Curvenbündel  dritter  Ordnung  durch 
alle  Fundamentalpunkte  mit  Doppelpunkt  in  einem  derselben  ab- 
gehildele  xw  eifach  unendliche  Systeme  von  Raumeurven 
dritter  Ordnung  in  der  Fläche.  Die  Curven  eines  jeden  treffen 
eine  der  sechszehn  Geraden  zweimal,  zehn  einmal,  und  die  fünf, 
welche  die  erstere  schnci<len,  gar  nicht.  Raumeurven  fünfter  Ord- 
nung zweiter  Species  mit  einem  wirklichen  Doppelpunkt  ergänzen 
sie  zum  vollständigen  Durchschnitt  mit  Flächen  zweiten  Grades. 

Raumeurven  vierter  Ordnung  in  der  Fläche  ergänzen 
einander  stets  znm  vollständigen  Durchschnitt  mit  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  und  die  Abhildnngen  solcher  Curven  sind  ziisanimen  von 
der  Ordnung  sechs,  also  einzeln  entweder  von  den  Ordnungen 
zwei  iiixl  vier  oder  gleichmä.ssig  drei.  Da  n nicht  grösser  als 
drei  sein  kann,  so  hat  man  die  vier  Fälle 

P = 2 mit  zwei  « gleich  l,  die  übrigen  0; 

p = 4 mit  drei  « gleich  2,  zwei  gleich  1 ; 

p = .S  mit  drei  n gleich  1,  eines  2,  eines  0; 

fl  = ,3  mit  allen  a gleich  1. 
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Den  ersten  drei  Fällen  eiilspreilien  Raumcurven  vierter 
Ordnung  zweiter  Art  und  zwar  dem  ersten  und  zweiten  je  zehn 
einander  conjngiertc  Systeme,  dem  dritten  zwanzig  Systeme,  welche 
paarweis  conjugiert  sind;  dem  letzten  Falle  entspricht  ein  vier- 
fach unendliches  System  von  Raumcurven  vierter  Ordnung 
erster  Art,  dessen  Curven  sich  paarweis  ergänzen. 

Die  ersteren  sind  den  vierzig  Vieren  (Art.  312.)  von  sich 
nicht  schneidenden  Geraden  so  zugeordnet,  dass  jede  Curve  des 
Systems  die  Geraden  der  Vier  zweimal,  die  Geraden  der  andern 
Hälfte  der  Doppelvier  nicht  und  die  übrigen  Geraden  je  einmal 
trifft  das  conjugierte  Svstem  ist  derselhcn  Doppelvier  mit  Ver- 
tauschung der  Beziehungen  zu  ihren  beiden  Hälften  zugeordnet.  Zu 
ilineu  gehören  Systeme  ans  Raumcurven  dritter  Ordnung  und 
einer  Geraden,  aus  Kegelschnitten,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden,  aus  Kegelschnitt  und  Geradeiipaar  und  ans  vier  Ge- 
raden. 

Dip  I elz Ic rn  scliiioiden  jede  der  Geraden  der  Fläche  in  einem 
Punkte,  jeden  Kegelschnitt  derselben  in  üwei  Punkten,  jede  Curve 
dritter  Ordnung  in  drei  und  jede  der  vierten  in  vier  Punkten. 
Zu  ihnen  gehören  auch  die  vierzig  windschiefen  Vierecke.  Jede 
dieser  Curven  schneidet  die  Doppelcurve  in  vier  Punkten,  und  zu 
denselben  vier  Punkten  giebt  es  ein  einfach  unendliches  System  der- 
selben und  eben  so  viele  ergänzende,  die' in  denselben  Punkten 
den  andern  Mantel  der  Fläche  schneiden.  Da  eine  durch  die 
Fundamentalpunktc  gelegte  Curve  dritter  Ordnung  kein  Punkte- 
paar Ol  0*  enthalten  kann,  so  giebt  es  keine  Curve  des  Systems, 
die  in  der  Doppelcurve  einen  Doppelpunkt  hat,  sondern  nur 
solche,  die  zwei  Doppelpunkte  in  derselben  haben,  die  ebenen 
Schnitte.  Und  da  drei  Bedingungen  zu  erfüllen  sind,  damit  eine 
jener  Curven  dritter  Ordnung  in  einem  andern  Punkte  der  Bild- 
ebene einen  Doppelpunkt  habe,  so  geht  durch  jeden  Punkt  der 
Fläche  ein  einfach  unendliches  System  von  Curven  vierter  Ord- 
nung in  der  Fläche,  die  in  ihm  einen  Doppelpunkt  haben; 
darunter  zwei,  den  Doppelstrahlen  der  Involution  ihrer  Taiigen- 
tenpaare  im  Doppelpunkt  entsprechend,  mit  stationärem  Punkt, 
und  fünf,  welche  in  Kegelschnitte  zerfallen.  Jene  Involution  wird 
parabolisch  für  die  Punkte  der  sechszchn  Geraden  und  nur  für 
diese;  die  zugehörigen  Curven  vierter  Ordnung  mit  stationärem 
Punkt  bestehen  aus  der  Geraden  und  einer  sie  berührenden  Curve 
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(IrilttT  Ordnung.  Die  Cu s p id u I |i  ii  n kt e der  Do  ppe I c ur v e er- 
si'lieinen  ini  Bilde  »Is  die  Beriilirungspiinkle  der  von  P au  ihr  Bild 
iiiögliclieu  Tangenten;  diese  vier  Punkte  liilden  mit  den  Funda- 
uientalpuukleu  /.u.saminen  die  (■ruuiljiiinktc  eines  Büschels  und  es 
gieht  daher  auf  der  Fläche  einfach  unendlich  viele  Batim- 
c u r v e II  v i e r I e r Ordnung  erste  r r l d ii  r c h d i e C.  ii  s |i  i d a I - 
punkte,  längs  welelier  die  Fläelie  von  je  einer  Fläch« 
/.weiten  (irades  herührt  wird  (Art.  31.Ö.)  und  die  paarweis 
in  einer  sulchen  Fläche  liegen.  Inter  ihnen  hennden  sich 
die  fünf  C.iirveii,  welche  der  Ort  der  Berührungspunkte  der  dop- 
pelt herührenden  Fbenen  also  der  K ii  in  m e r sehen  Kegel  sind. 

372.  Von  der  Oleiehnng  der  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
Doppelkegelschnitt 

f/2_4p2r  = 0 (Art.  315.:  4p’  statt  />’) 
aus,  nach  welcher  U = 0,  p — 0 die  Doppelcurve  und  diese  mit 
C = 0 /usamnien  die  C.iispidalpnnkle  derselhen  he/eichnen,  hat 
man  durch  die  Finführiiug  eines  willkürlichen  Parameters  .4  mit 
(V  4-  24p’)’  — 4p’(  r -f-  4 f;  -f  4’p’)  = 0 
in 

V 4-  4U-f  4’p’  = 0 

das  System  von  Flächen  zweiter  Ordnniig,  welches  durch  die 
Cuspidaipnnkte  geht  und  die  Fläche  in  Ciirven  vierter  Ordnung 
erster  Art  berührt.  Sie'  sind  die  Schuittcurven  der  Systeme 
F 4- 4 F 4- 4’p’ ==  0,  F4-24p’  = 0 

von  denen  das  letzte  aus  Flächen  besteht,  die  nach  der  Doppel- 
ciirve  einander  umschrieben  sind  und  die  in  den  Cuspidalpunklen 
die  gegebene  f'lächc  berübren.  Für  die  Spitze  des  zugehörigen 
Berührungskegels  und  die  Diagonalpunkle  des  Vierecks  der  Cus- 
pidalpimktc  als  Fundainentalpiinkte  erhält  man  die  einfachste  Form 
der  Flächetigleichiing 

(a:’  4-  y’  + -'‘f 

— 4p’{ 0|  |X’4-Oj.y 4-«33r’ 4-  « ,,p’ 4-  2p  (a,<a:  4-  4-  z)  | = 0 

oder 

4-  p’  4-  z’  4-  24p’)’ 

- 4p’{(«„4-4)ar’4-  ...  4-  („,,4-iV  + 2p(o,,x4-..)}  =0 
und  zur  Bestinimung  der  fünf  doppelt  berührenden  Kegel  die 
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lileicliiin^'  tles  Arl.  315.,  für  dir  ziipeliürifini  KrgelspiUcii  aber 
eiidlirli 

("ii  + + «m/'  = 0,  (“j5  + ^)y  + «nP  == 

("m  + ^)*  + «3t/'  ==  '>• 

Für  ein  verändcriiehes  / sind  diess  die  rilcirlniMgen  einer 
Raume urvc  dritter  Ord tut ng,  welche  die  Fundanicntal- 
piinkle  enthält  und  auf  der  also  auch  die  fünf  Spit/.en 
der  doppelt  he  rühr  enden  Kegel  liegen. 

.Man  sieht,  wie  in  diesen  Ergebnissen  Eigenschaften  der  Oy- 
cliden  als  specielle  Fälle  enthalten  sind. 

Wir  wissen,  dass  die  Flächen  vierter  Ordnung  mit  Roppel- 
kegelsrhnilt  einzelne  |)o]ipelpunkle  bis  zu  vier  enthalten  können 
(Art.  324)  und  dass  der  Dojtpelkegelschnitl  dureh  ein  Paar  sich 
schneidende  Doppelgeraden  vertreten  werden  kann  (Art.  311.) 
nntl  fügen  hinzu,  dass  die  letztem  auch  vereinigt  sein 
können.  Durch  Korndörfer  sind  diese  speciellen  Fälle  und 
die  aus  der  Comhination  beider  sich  ergehenden  eingehend  nnter- 
sneht  worden”^)  und  zwar  sowohl  in  der  directen  Weise  des 
Kap.  VII.  als  mittelst  des  Abbildungsverfahrens.  Wir  haben 
nicht  Raum,  die  Menge  der  speciellen  Ergebnisse  anznführen, 
wollen  aber  erwähnen,  dass  dieselben  sich  am  meisten  einheit- 
lich an  die  Benutzung  von  Ahbildungsfnnctionen  vierter  Ordnung 
mit  zwei  doppelten  mul  vier  einfachen  gemeinsamen  Punkten 
anknüpfen. 

Beim  Zusammenfallen  der  Doppelgeraden  erhält  man  durch 
die  Cenlralprojection  aus  einem  der  beiden  in  ihr  gelegenen  drei- 
fachen Punkte  der  Fläche  eine  eindeutige  Abbildung  derselben 
von  dem  nämlichen  Typus  und  zwar  liegen  die  vier  einfachen 
F'undamcntalpunkte  mit  den  zusammengefallcnen  Doppelpunkten 
auf  einem  Kegelschnitte,  die  Doppelpunkte  sind  die  Bilder  der 
Doppelgeraden.  Beim  Hinzutreten  eines  Do|>pelpunktes  oder  zweier 
Doppelpunkte  fallen  einmal  respective  zweimal  zwei  der  einfachen 
F'undamenlalpunkte  ebenfalls  zusammen. 

Olebsch  hat  in  seiner  grundlegenden  Abhandlung  und  an- 
derwärts*’*) auch  die  Fläche  vierter  Ordnung  mit  einer  doppelten 
Geraden  und  die  F'lächen  fünfter  Ordnung  mit  Doppelcurve  dritter 
Ordnung,  die  mit  zwei  sich  nicht  schneidenden  Doppelgeraden, 
sowie  die  mit  einer  Doppelcurve  vierter  Ordnung  erster  Art 
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unlersiirlil  iiml  von  Nopther  siml  denselben  noch  die  Flächen 
fhnfler  Ordnung  mit  einer  üoppelcurve  riinrier  Ordnung  mil  einem 
dreifachen  Punkt,”"'')  die  auch  Olebscli  kurz  erwähnte  und  Dar- 
houx  ”*)  nach  der  Methode  der  Ahhildung  hehandelte,  die  mit  einer 
dreifachen  Oeradcii  — respectivc  die  Fläche  Ordnung  mit  einer 
(n  — 2}  fachen  Oeradeii  — , die  Fläclie  fünfter  Ordnung  mit  Doppel- 
rnrve  vierter  Ordnung  erster  Art  in  anderer  Rehandlung  und  die 
Fläche  sechster  Ordnung  mit  einer  doppelten  Raumcurve  dritter 
Ordnung  und  einer  diese  nicht  schneidenden  Ooppelgeraden  hin- 
zugefügt  worden. 

373.  So  wie  bei  den  Flächen  vierter  Ordnung  mit  einer  dop- 
pelten Oeraden  die  Abbildung  sich  an  die  Existenz  der  Kegelschnitte 
in  den  dieifach  berührenden  Ebenen  knü|)ft,  welche  auf  jedem 
Kegelschnitt  in  den  Ebenen  eines  durch  die  Ooppelgerade  ge- 
führten Büschels  einen  Punkt  eindeutig  bestimmen,  von  welchem 
aus  man  durch  ein  Büschel  gerader  Linien  denselben  als  Gerade 
auf  eine  Ebene  projicieren  kann , so  auch  in  andern  Fällen. 

Weil  eine  Fläche  F fünfter  Ordnung  mit  Doppelciirve 
vierter  Ordnung  erster  Art”')  für  A,B,C  als  lineare  und  ü,  V, 
ff'  als  quadratische  Functionen  der  Variabein  die  Gleirhungsform 
AV^  + 2BVy+CF^=0 
hat  lind  also  vom  Flächenbüschel 

F—  Ai/  = 0 


in  den  durch 

A-\-2XB  X^C  = 0 

bestimmten  Kegelschnitten  durchschnitten  wird,  so  ist  sie  auf  eine 
Ebene  abbildbar.  Man  projiciert  die  Kegelschnitte  auf  die  ent- 
sprechenden Ebenen  eines  Büschels,  indem  man  für  die  Coordi- 
naten  a',-  des  Flächenpunktes  setzt 

= ox,  = (/,,  pj-j -■=  A, 

k aus  den  beiden  letztvorhergehenden  Gleichungen  bestimmt  und 
mittelst 

^ 

eliminiert.  Sind  insbesondere  für  die  <p  als  lineare  und  die  tp 
als  quadratische  Functionen 

f7  = (x,  , Xj,  X,)  — Tp  (x,  , Xj,  Xs) 

V =X4  9'(X,,  Xj,  X,)  — 1p'(x,,  X.J,  Xj) 
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und  projiciflrl  man  aus  dem  Punkte  a:,  = arj  ==  a-j  = 0,  so  er- 
hält man 

(>•*•(  = y.  Vv  yj)  — iy>{y|.  Vv  ys)}  für  i = 1,  2,  3,  und 

ear.,  = iy'(y,,  y,)  — \ ip^y,,  y,,  y,) ; 

also  durch  Elimination  von 

QXi  = yi  {ijitp'iy)  — y,9>(y)}  = yfS  liir  i = 1,  2,  3.  utnl 
ys'f'iy)  — yi^iy)  = 

und  umgekehrt  ehenfalls  mit  Functionen  dritten  Grades 
Vi  = aTj  f/,  yg  - Xj  U,  y^  = 17,  y^  = Xj  F. 

Damit  geht  die  Originalfläche  in 

A3’  + 25y3y4  + Cy,*  = 0 

über,  wo  die  x,-  in  A,  B,  C ebenfalls  durch  die  y;  ersetzt  sind; 
also  in  eine  Fläche  fünfter  Ordnung  mit  der  dreifachen  Geraden 
yj  = yj  = 0 und  dem  Doppelpunkte  y,  = yj  = yj  = 0,  welche 
nach  einem  von  Noelher  a.  a.  0.  angegebenen  Verfahren  auf 
der  Ebene  abbildbar  ist. 

Lässt  man  aber  die  Ebene  Xj  = 0 mit  C = 0 zusammen- 
lällen,  so  redurierl  sich  durch  Aussonderung  des  Factors  y^  die 
vorige  Gleichung  auf  die  einer  Fläche  F'  vierter  Ordnung  mit 
der  Doppelgcraden  ya  = y4  = 0,  sodass  sich  ihre  Coordinatcn 
als  ganze  homogene  Functionen  vierten  Grades  von  drei  Para- 
metern x/  ausdrücken,  die  zu  Fundamentalpunktcn  einen  doppel- 
ten Punkt  und  acht  einfache  Punkte  haben. 

374.  Zur  Abbildung  der  ebenen  Querschnitte  von/’ 
sucht  man  die  Curven  auf  F",  welche  ihnen  entsprechen.  In  folgen- 
der Weise  gelangt  man  zu  ihnen.  Die  Gerade  yj  = y^  = 0,  die  in 
F"  doppelt  ist,  gehört  einfach  zuin  Hyperboloid  S und  der  Fläche 
dritter  Ordnung  T , der  Punkt  y^  = y.g  =.  y^  = 0 ist  einfach  in 
F"  und  S,  doppelt  in  T\  S und  T schneiden  sich  also  noch  in 
einer  auf  F"  einfachen  Haumeurve  K fünfter  Ordnung , die  in 
letzterem  einen  Doppelpunkt  besitzt  und  erstere  dreimal  trifft.  . 

Einem  ebenen  Schnitt  von  F entspricht  somit  auf  F"  eine 
Curve  Ff'  von  der  Ordnung  3.4  — 5 — 2 = 5. 

Wenn  nun  die  ebenen  Schnitte  von  F"  als  Curven  vierter 
Ordnung  durch  die  Punkte  ß, , ßg,  ...  ß,  der  Bildebene  und 
mit  A als  Doppelpunkt  erscheinen,  so  ergiebt  sich  die  Abbildung 
von  K aus  der  des  Schnittes  von  S mit  F" , welches  noch  eine 
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finfarlii'  (irradp  tuit  N fitiiieiii  hat,  da  fiir  S = 0 die  (•leiHmiig 
dieser  Fläche  in  7"  = 0 und  die  Gleichmig  einer  durch 
gehenden  Ebene  zerlälll.  Wir  nehmen  an,  dass  diese  (ierade 
sirli  als  Fnndaincnlalpunkl  7?,  ahhilde  und  bemerken,  dass  die 
lloppelgerade  1/3  = 1/^  = 0,  durch  welche  ,S  auch  gehl,  die  durcli 
die  neun  Fundameiitalpuuktc  bestimmte  Ciirve  dritter  Onlnung 
/.um  Bilde  hat.  In  Folge  dessen  bildet  sich  der  «eitere  Schnitt 
von  S mit  F”,  ilie  f.urvc  K,  als  (airve  von  <ler  Ordnung 
2.4  — 3 = 5 ah  mit  A als  2.2  — 1 = Sfarhen,  fig  als 
2.1  — 1 -f-  1 = 2 lächeii  und  mit  /J, , ...  Ä,  als  2 . 1 — 1 = 1 
rachen  Funkten. 

Ilieruach  können  die  ebenen  Scinnitc  von  F oder  die  täirven 
F"  auf  F ' in  der  Ebene  ahgehildet  werden.  Denn  die  Bilder  der 
Schniltcurven  von  Flächen  dritter  Ordnung  mit  F"  sind  Curven 
/»'ölfler  Ordnung  mit  Orachem  Funkt  in  ,4  und  Sfachen  Funkten 
in  den  F-,  da  aber  die  Flächen  T die  lloppelgerade  und  die 
C.urven  A'  einfach  enthalten,  so  sind  ihre  Bilder  Theilc  der 
l.el/tern  und  es  hieihen  für  die  Bilder  E”  (airven  von  der  Ord- 
nung 12  — 3 — 5 = 4 mit  einem  6 — 1 — 3 = 2farhen  Funkt 
in  .4,  mit  3 — 1 — 2 = 0 fachen  Funkt  in  i?g  und  mit 
3 — 1 — 1 = 1 fachen  Funkten  in  . . , 5,. 

Diese  .Abbildung  lehrt,  dass  es  auf  der  Fläche  F eine  end- 
liche Zahl  von  Kegelschnitten  giehl,  welche  jeden  Kegelschnitt 
des  zuerst  hervorgehobenen  Systems  in  je  einem  Funkte  schnei- 
den. Ihre  .Anzahl  ist  von  l.firoth  direct  auf  2 bestimmt  worden,'’**) 
als  Zahl  iler  Kegelschnitte,  welche  eine  Bauinciirve  vierter  tlrd- 
nung  erster  Art  in  drei  Funkten  und  fünf  ihrer  Sehnen  je  ein- 
mal trellcn. 

375.  So  tritt  als  wichtigstes  Hilfsmittel  zur  Erlangung  der 
geoinetrischcn  Abbildung  algebraischer  Flächen  auf  der  Ebene  — 
falls  eine  sulche  möglich  ist  — die  eindeutige  Ahhildung 
des  Raumes  auf  einen  andern  Kaum  hervor,  oder  die  Lehre 
von  den  hirationalen  Transformationen  des  Raumes, 
analog  der  gleichhenannten  Theorie  in  der  Geometrie  der  Ebene. 
{,,Höb.  Curven“  Art.  333  f.)  Sie  ist  von  (iayley  und  gleichzeitig 
von  ^oether  und  Gremona,  am  vollständigsten  von  Letzterem, 
entxvickelt  und  zu  zahlreichen  Anwendungen  benutzt  worden.”**) 

Ein  Keduclionsgesetz  analog  dem  von  Noether  zuerst  be- 
wiesenen für  die  eindeutige  Transformationen  in  der  Ebene,  nach 
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welclicni  jede  hülicre  Transrormation  dieser  Arl  sich  aus  qiiadra* 
tischen  Traiisrormati»neii  zusammeii  setzen  lässt,  ist  nicht  bekannt. 
Wir  rersnchen  im  Folgenden  eine  Uehersicht  zu  geben. 

Es  seien  Xi  die  prnjectivischen  Coordinateii  der  Punkte  des 
Raumes  A'  und  y,  die  der  Punkte  des  Raumes  F und  das  ein- 
deutige Entsprechen  /.Hischcn  den  Punkten  heider  Räume  sei  ver- 
mittelt durch 

1)  ex.  = ifi  yj,  y;,,  y,)  oder  x,  : x,  : Xj  : x^  = y, : ip, : «jpj  : ; 

2)  «y*  = T/^i{X|,  Xj,  Xj.  xj  oder  y,  : y^  : y,  : y,  = V’t : 

für  (f/  und  als  ganze  rationale  Functionen  der  Variabein  y, 
respective  x von  den  Geraden  v und  fi  rcspective. 

Nacb  l)  entsprirbt  jedem  Punkte  des  Raumes  der  nicht 
den  Flächen  v*'' Ordnung  ip,  = 0 gemeinsam  ist,  ein  bestimmter 
Punkt  des  Raumes  A'  und  dem  dreirach  unendlichen  System  der 
Ebenen 

'^)  li  + ^3373  -f  |,x,  = 0 

des  Raumes  X die  Flächen  e‘"  Urdnnng  in  dem  Gebilde  dritter 
Stufe  des  Raumes  V 

4)  äiVi  + 

Dann  setzt  die  gleichzeitige  inverse  Darstellung  2)  voraus,  dass 
drei  Flächen  des  Systems  4)  ebenso  wie  die  entsprechenden 
Ebenen  3)  im  Raum  .V  einen  einzigen  beweglichen  Schnittpunkt 
gemein  haben.  OlTcnbar  geht  sodann  aus 

5)  Vty\  ~ ebenso  hervor  G)  1;,  -j-  . . . = 0; 

und  wird  durch  1)  und  2)  ausgesagt,  dass  jede  Fläche  der 
Systeme  4)  und  G)  eindeutig  auf  eine  Ebene  abbildbar  sei.  Solche 
Flächen  und  die  aus  ihnen  gebildeten  Systeme  hat  Creinona  nach 
Sy  1 ves t er  als  hoin a loid al  zu  benennen  vnrgeschlagcii,  während 
Gayley  die  Rezeichnung  unicursal  auf  sie  überträgt.  Ihre  Coor- 
dinalen  lassen  sich  rational  durch  zwei  Parameter  ausdrücken; 
ihr  Flächen-  und  C.urvengeschlecht  sind  gleich  Null,  wie  wir  sehen 
werilen. 

Ist  im  Raume  F eine  homaloidales  System  4)  gegeben,  so 
können  wir  mittelst  der  1)  ein  eindeutiges  Entsprechen  seiner 
Flächen  mit  den  Ebenen  des  Raumes  .V  festsetzen  und  die  2j  ab- 
leiten; damit  wird  im  Raum  A'  ein  neues  homaloidales  System  G) 
— das  inverse  des  ersten  — bestimmt  und  beide  dienen  als 
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Cruiullaye  zweier  inverser  ralioiialer  Transformationen.  Wir 
nennen  die  Punkte  und  Gurren,  welrhe  allen  Flärhen  eines  Ho- 
lualoidal-Systeins  gemeinscliafllirli  sind,  das  Fiindamenlal- 
sy Steno  deshezüglichen  Kau  nies;  im  andern  Raum  enl-spreclien 
ihnen  im  .allgemeinen  Gcliilde  von  höhcrn  Dimensionen. 

,'}76.  Dem  Flächenpaar  des  Systems  4) 

^i*Pi  + • • • = *^  IjVi  + . . . = 0 
ist  im  Allgemeinen  ausser  den  Fuiidanientalcurven  eine  Gurve  R 
gemein,  welche  l’nnkl  für  Punkt  der  Sdinitllinie  der  Fhenen 
-j-  , . . =0,  + ...=0 

rorrespundierl  und  also  rational  ist;  und  da  diese  Letztere  in 
p Punkten  einer  beliebigen  Fläehe  des  Systems  (i)  begegnet,  so 
ist  R von  der  Ordnung  p;  d.  h.  den  Geraden  des  Raumes  X ent- 
sprechen rationale  Rauiiicurven  R der  Ordnung  p,  welche  durch  je 
vier  Bedingungen  bestiniiut  sind ; ebenso  den  Geraden  des  Raumes 
)■  rationale  Raumriirven  S der  Ordnung  v — Srhnilte  von  zwei 
Flächen  6j. 

Da  eine  Gerade  und  eine  Ebene  im  Raume  }'  einen  einzigen 
Punkt  wenn  uicbl  alle  gemein  haben,  so  begegnet  eine  Gurve  R 
einer  Fläche  (f>  oder  4),  der  sie  nicht  angehürl,  in  einem  einzigen 
im  Fiindamentalsystem  nicht  enthaltenen  Punkte,  sodass  (ep — 1) 
der  Schnitte  in  jenem  Vorkommen  müssen.  Gben.so  für  die 
Gurven  S. 

Denken  wir  eine  Ebene  im  Originalraume  und  die  ent- 
sprechende Fläche  (f>''  im  Bildraume,  so  entsprechen  den  Geraden 
in  jener  die  Gurven  R in  dieser  und  den  ebenen  Schnitten  der 
Gurven  p*'"'  Ordnung  in  einem  Gebilde  dritter  Stufe  in  der 
1/0^  sodass  zwei  beliebige  unter  ihnen  entsprechend  den  Schnitt- 
punkten einer  (ieraden  mit  9)"  veränderliche  Schnittpunkte  in  der 
Zahl  V haben.  Besitzen  also  diese  Gurven  «,  »fache  feste  Punkte, 
so  gelten  („ilüli.  Gurven"  Art.  334.)  mit  1 = 1 , . . . , p — 1 die 
Gleichungen 

li‘  — XPoi  = V,  ip(p  -f  3)  — 2:  i 1(1  -f  1)«.  = 3 
und  .somit 

3 p -(-  e = 2'  I o,-  -)-  6. 

Jedem  der  »fachen  Punkte  J entspricht  in  g»”  niae  rationale 
Gurve  C,  von  der  Ordnung  1 und  einer  jenen  Punkt  J enthalten- 
den Geraden  in  5“  eine  rationale  Gurve  welche  mit  C,- 
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zusammen  eine  Curve  R bildet  und  mit  ihr  einen  für  R also 
doppelt  zählenden  Punkt  gemein  hat , der  dem  zu  jenem  J unend- 
lich nahe  henachbarlen  Punkte  der  Geraden  entspricht  und  der 
bei  der  Drehung  der  Geraden  in  um  J die  Curve  durch- 
läuft; und  da  dieser  Punkt  als  Doppelpunkt  in  R ein  Berührungs- 
punkt der  beiden  Flächen  von  4]  ist,  die  sich  in  R schneiden, 
so  gehört  die  Curve  C,-  zu  dem  Ort  der  Berührungspunkte  der 
und  zu  dem  ihrer  Doppelpunkle  d.  h.  sie  ist  in  der  Jacohi'sciien 
Fläche  dieses  Systems,  einer  Fläche  von  der  Ordnung  4(«’  — 1), 
enthalten  (vergl.  Bd.  1,  Art.  233.  und  weiterhin  Art.  380.  f.). 

Da  den  Ebenen  des  Bildraumes  T die  Flächen  tp  in  Ä ent- 
sprechen . so  sind  die  Cnrven  p“'  Ordnung  des  linearen  Systems 
die  Spuren  der  ip  auf  der  Ebene  g,"  und  die  «,  i fachen  Punkte 
die  Durchschnitte  der  fraglichen  Eltene  mit  einer  Curve  der  Ord- 
nung die  für  alle  rp  iTach  ist.  Umgekehrt  wenn  R zerfällt, 
so  geht  ihr  Bild  durch  einen  Punkt  J,  Jedem  Punkte  einer  Fun- 
damentalcurve  des  Baumes  ,V.  der  für  alle  Flächen  ip  ifach  ist, 
entspricht  somit  eine  rationale  Curve  Ordnung , deren  geo- 
metrischer Ort  eine  Fläche  ist,  die  zur  Jacohi'sciien  Fläche  der 
<p  gehört.  Die  Onlnung  dieser  Fläche  ist  der  Zahl  der  nicht 
festen  Durchschnitte  einer  Curve  S mit  der  hezeirhneten  ifacheii 
Fiindamentalcurve  in  X gleich. 

Wenn  unter  den  Fundamentalcurven  des  Baumes  X eine  ist, 
die  von  S nicht  in  einem  beweglichen  Punkte  geschnitten  wird, 
so  entspricht  ihr  eine  Fläche  von  der  Ordnung  0,  d.  h.  eine  feste 
Curve,  die  als  auf  jeder  Fläche  <p  gelegen  eine  Fiindamentalcurve 
in  Y sein  muss.  Ist  jene  ifach  für  die  und  von  der  Ordnung  i', 
so  ist  diese  von  der  Ordnung  i und  i'  fach  für  die  <p.  Jedem 
Punkte  der  einen  Curve  entspricht  die  ganze  andere  Curve  und 
die  zweite  begegnet  keiner  Curve  des  Systems  R ausser  iu  festen 
Punkten. 

377.  Eine  Gerade  begegnet  der  Jacohi'schen  Fläche  der 
ip  in  4(n  — 1)  Punkten,  also  eine  Curve  R in  ebenso  vielen  der 
Gesammtheit  der  Fundamental-Punkte  und  Flächen  in  F;  ebenso 
vielen  Bedingungen  kann  aber  das  vierfach  unendliche  System  der 
Curven  Ordnung  R überhaupt  nur  unterworfen  werden,  oder 
sie  sind  dadurch  bestimmt. 

Wenn  eine  Curve  R in  zwei  Curven  C;  und  zerfällt,  so 
gehört  die  erste  zu  einem  einfach  unendlichen  System,  welches 
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L'lneii  Tlicil  der  Jarnlii'srluMi  Flache  errülll,  die  andere  aber 
als  einer  Ocradeii  durch  einen  Punkt  einer  iTachen  Kundamental- 
curvc  in  X enLsprechend  gehört  einem  zweifach  unendlichen 
System  an  oder  ist  4(f»  — i)  — 2 liedingungen  unterworfen.  Da 
sic  Ci  einmal  trilTl,  so  hat  sie  im  Fundamentalsyslem  von  Y 
4(|u  — i)  — 3 Punkte,  die  den  SchniUpiinklen  der  entsprechenden 
Geraden  mit  der  Jacohi’schen  Fläche  der  if>  ausser  / entsprechen. 
Ist  also  die  ifache  Fundamentalciirve  des  Itaiimes  X in  der  Ja- 
cobi'schen  Fläche  der  vielfach  im  Grade  x,,  so  hat  man 

4 (ft  — i)  — 3 = 4 (ft  — 1)  — Xi,  d.  h.  X,-  ==  4i  — 1 , 
oder  eine  von  den  S geschnittene  für  die  ■^-fache  Fun- 
danienlalcurve  in  df  ist  (4i  — IJfach  für  die  Jacobi'sche 
F'  1 5 c h e der  ip. 

Wenn  aber  die  iTache  Fundamentalcurve  der  von  den  S 
nicht  anders  als  in  festen  l’iinktcn  geschnitten  wird,  sodass  Jedem 
ihrer  Punkte  eine  feste  im  Daum  F fundamentale  Curve  C,-  enl- 
•sprichl,  so  gehört  die  Curve  die  mit  C,  eine  /f  bildet,  einem 

dreifach  unendlichen  System  an  (entsprechend  den  Strahlen  aller 
Bündel  aus  den  Punkten  der  i fachen  Curve)  und  ist  also  4(ft— i) — 3 
Bedingungen  unterworfen , deren  eine  das  .Schneiden  mit  Ci  ist, 
indess  die  andern  durch  das  Fundamenlaisystem  in  F gegeben 
sein  müssen;  oder  es  ist  ' 

4(ft  — i)  — 4 = 4(fi  — 1)  — X,  und  x,-  = 4i, 
d.  h.  eine  solche  F'undamentalcurve  in  X ist  4iTach  für 
die  Jacobi'sche  F'läche  der  Ist  sie  von  der  Ordnung 
so  entspricht  ihr  in  F eine  Curve  von  der  Ordnung  t,  welche 
i'fach  für  die  <p  und  4i'fach  für  die  Jacobi'sche  F'läche  der 
<p  ist. 

378.  Wenn  zwei  Fundamentalcurven  in  X von  den  Graden 
I undy  der  Vielfachheit  für  die  ip  [;'I>i')  einen  Punkt  gemein  haben, 
so  entspricht  ihm  eine  in  Ci,  Cj^i  zerfallende  Curve,  deren  erste 
denjenigen  Flächen  gemeinsam  ist,  welche  als  Theile  der  Jacobi'- 
schen  Fläche  der  ip  den  Fundamentalcurven  in  X entsprechen. 
Einem  Doppelpunkt  der  Fundamentalcurven  in  X entspricht  also 
beispielsweise  eine  Doppelcurve  C,-  der  entsprechenden  Fläche. 

Wäi'c  die  rationale  Curve  C,,  welche  einem  Punkte  J einer 
in  den  t)i  tfachen  F'undamentalcurve  des  Raumes  X entspricht, 
eine  ebene  Curve,  so  entspricht  dieser  Ebene  eine  F'läche  ip,  für 
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welche  J ein  (« -f-  l)racher  Punkt  isl.  Denn  einer  durch  J be- 
liebig gezogenen  Geraden  entspricht  eine  Curve  welche  mit 

Ci  einen  Punkt  gemein  bat  und  also  der  Ebene  dieser  Gurve  noch 
in  (p  — i — 1)  Punkten  begegnet;  die  durch  J gezogene  Gerade 
schneidet  also  die  der  Ebene  von  Ci  entsprechende  Fläche  in 
anderen  (p  — i — 1)  Punkten,  d.  h.  J ist  in  dieser  Fläche 
fl  — (fl  — I — l)  = fi-(-l  fach.  Also  entsprechen  z.  B.  den 
durch  eine  Gerade  Ci  gehenden  Ebenen  Flächen  ip,  welche  J zum 
Doppelpunkt  haben.  Liegen  zwei  Gerade  Ci  in  einer  Ebene,  so 
entspricht  dieser  eine  Fläche  mit  zwei  Doppelpunkten. 

Und  ebenso  folgt,  dass  wenn  die  ^ eine  solche  ifacbe  Fun- 
damentalcurve  von  der  Ordnung  t gemein  haben,  deren  Punkten 
feste  ebene  Curven  i**'  Ordnung  entsprechen , die  für  die  <p  f läch 
sind,  der  Ebene  einer  solchen  Curve.  eine  Fläche  ip  entspricht, 
für  welche  die  erste  Curve  {/ -}-  l)fach  ist. 

379.  Wenn  die  Flächen  tp  einen  gemeinsamen  Fundainen- 
talpunkt  0 haben,  durch  welchen  die  Curven  R mit  r Aesten 
gehen,  so  enthält  jede  Gerade  des  Raumes  X r ihm  entsprechende 
Punkte  oder  es  entspricht  ihm  eine  Fläche  r*"  Ordnung.  Die 
Flächen  rp,  die  den  durch  ihn  gehenden  Ebenen  entsprechen,  zer- 
fallen in  diese  und  ein  Bündel  von  Flächen  (fi  — r)“'  Ordnung, 
welches  dem  Bündel  der  Ebenen  projectivisch  ist.  Wenn  der 
Punkt  0 r Bedingungen  für  die  Curve  R absorbiert,  so  reprä- 
sentiert diese  Fläche  r"”'  Ordnung  einen  Theil  der  Jacubi’schen 
Fläche  der  ip  von  der  Ordnung  r oder  sie  ist  vielfach  im  Grade 
r' : r in  derselben. 

Ist  z.  B.  0 ein  ffacher  Punkt  in  den  (p,  die  für  ihn  keinen 
festen  Tangentialkcgel  haben,  sodass  die  r Tangenten  der  Curve  R 
keiner  Bedingung  unterworfen  sind,  so  ist  r=^2r  und  die  dem 
0 entsprechende  Fläche  r‘"  Ordnung  ist  doppelt  in  der  Jacobi’- 
schen  Fläche  der  ip;  einem  ebenen  Schnitt  derselben  entspricht 
die  Reihe  der  zu  0 benachbarten  Punkte  in  einer  <p,  die  ein 
Kegel  Ordnung  projiciert.  Die  dem  0 entsprechende  Fläche 
r'*'  Ordnung  ist  also  homaloidiscb  und  die  Bilder  ihrer  ebenen 
Schnitte  sind  Curven  von  der  Ordnung  l.  Ist  ferner  0 einfach 
in  den  9,  die  sich  in  ihm  im  Grade  (r  — 1)  berühren,  so  hat 
man  / = r(r  -f-  1). 

Ist  0 ein  ffacher  Punkt  der  9 und  ein  rfacher  der  R,  so 
zerfällt  die  einer  durch  0 gehenden  Ebene  entsprechende  Fläche  9 

Salroon,  anal.  Geom.  <1.  Raamea  II.  2.  AtiÜ.  31 
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in  eine  fcsle  Fläche  r‘"  und  eine  veränderliche  (fi  — r)*"  Ord- 
nung, d.  h.  einer  beliebigen  Geraden  durch  0 entspricht  eine 
Curve  S',  welche  die  Grundcurve  eines  Büschels  von  Flächen 
(n  — r)‘"  Ordnung  ist.  Weil  diese  Gerade  eine  Fläche  9 noch 
in  V — l Punkten  schneidet,  so  sind  die  S"  von  der  Ordnung  v — I; 
als  den  Geraden  eines  Bündels  entsprechend  sind  sie  4(v  — I)  — 2 
Bedingungen  durch  ihre  mit  dem  Fundainenlalsysteiii  gemeinsamen 
Punkte  unterworfen ; und  da  diese  den  Schnitten  einer  Geraden 
durch  0 mit  der  Jacobi’schen  Fläche  der  <f>  entsprechen,  so  ist 
für  X als  Grad  der  Vielfachheit  von  0 in  dieser 

4(v  — I)  — 2 = 4(v  — 1)  — X oder  x = 4/  — 2 
d.  h.  ein  für  die  <p  ifacher  Fundamentalpunkt  des  Rau- 
mes y ist  (4i  — 2]fach  für  die  Jacobi'sche  Fläche  der  tp. 

Wenn  man  also  im  Raume  X eine  Fundamentalcurve  Cr  hat, 
die  für  die  if>  tfach  ist,  so  entspricht  ihr  eine  Fläche,  die  der 
Jacobi'schen  Fläche  der  g>  angehört  und  jede  Fläche  nach  einer 
Fundamentalcurve  des  Raumes  V und  nach  r Curven  i*“  Ordnung 
schneidet,  die  den  Punkten  entsprechen,  in  welchen  Cr  von  einer 
beliebigen  Ebene  des  Raumes  X geschnitten  wird.  Somit  hat 
derjenige  Theil  der  Jacobi'schen  Fläche  der  tp,  welcher  einem 
Fundamentalpunkte  des  Raumes  X entspricht,  mit  einer  beliebigen 
Flache  <p  keine  andere  t'.urve  gemein  als  die  Fundamentalcurven 
des  Raumes  F;  denn  eine  beliebige  Ebene  des  Raumes  X geht 
nicht  durch  0. 

380.  Das  Entsprechen  der  Fiindamentalgebilde  des  einen 
Raumes  mit  Gebilden  von  höhern  Dimensionen  des  andern  erörtern 
wir  noch  im  Folgenden  nach  analytischer  Methode.*"“) 

Wenn  die  Flächengleichung  /'(a:,,  . . ar^)  = 0 durch  die  ratio- 
nale Substitution  (lar,  = (p,(y,,  . . jr,)  in  die  Form 

M . F[y, , . . y,)  0 

übergeht,  so  stellt  der  irreduclible  Factor  F{y^  die  transformierte 
Fläche  dar.  Wenn  sich  die  y,-  auch  als  rationale  Functionen  der 
Xi  darstellen  lassen,  so  entspricht  im  Allgemeinen  einem  Punkte 
von  F ein  Punkt  von  f und  umgekehrt.  Die  yi  können  aber  für 
einzelne  oder  für  Reihen  von  Werthgnippen  unbestimmt  werden, 
für  solche  Systeme  der  y erhält  man  die  entsprechenden  x auf 
dem  Wege  der  Annäheiung  an  den  Punkt  y,,  also  mit  Einsetzung 
von  y,'  + tzi{i  =1,2,3)  bei  constantem  y^,  Entwickelung  nach 
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steigenden  Potenzen  von  i und  Liebergang  zu  verschwindenden  e; 
SU  erhält  man  (für  ■=  1,  2,  3,  4) 

exi  = <)Pi'(y,)2,  + W(y2)^2  + 9>t{y3)H 
und  zugleich  für  y,-  als  einlachen  Punkt  von  f'  = 0 
0=  ^(yi)ii  + F'iyi)h  + ^3- 

die  Elimination  der  drei  Z{  und  des  (t  aus  diesen  fünf  Gleichungen 
führt  auf  die  Gleichungen  von  zwei  Ebenen,  deren  Schnittlinie 
auf  /"^O  liegt  und  dem  Punkte  y;  von  F=0  entspricht. 

Im  Falle  des  n fachen  Verschwindens  der  <pi  in  dem  ein- 
fachen Punkte  von  F*  = 0 hebt  sich  in  der  Entwickelung  nach 
Potenzen  von  c der  Factor  t"  heraus  und  die  Gleichungen  werden 
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indem  man  dann  aus  der  letzt  vorhergehenden  Gleichung  eines 
der  Zi  linear  und  homogen  durch  die  beiden  andern  ausdrürkt, 
hndet  man  die  x,-  der  dem  Punkte  y,-  entsprechenden  Gurve  als 
rationale  homogene  Functionen  «•*“  Grades  von  zwei  Parametern  z, 
d.  h.  Wenn  für  einen  einfachen  Punkt  von  f = 0 die 
Functionen  <p  nfach  verschwinden,  so  entspricht  diesem 
Punkte  auf  der  Fläche  f=0  eine  rationale  Gurve 
Ordnung.  Die  Zerlegung  der  Transformation  von  f auf  F mit 
der  Gurve  n‘"  Ordnung  in  zwei,  von  denen  die  erste  von  f zu 
mit  einer  Geraden  und  die  zweite  von  zu  F führt,  oder  das 
Princip  der  successiven  Transformation,  zeigt  diess  Letztere  eben- 
falls durch  das  Punkt  für  Punkt  eindeutige  Entsprechen  zwischen 
der  Geraden  und  der  Gurve. 

Einem  p fachen  Punkte  von  F entspricht  auf  f eine  Gurve, 
welche  durch  die  Gleichung 


(FF  dfF  &P  F 

" - 

mit  den  Gleichungen  für  px«  zusammen  bestimmt  wird,  d.  h. 
wenn  für  einen  pfachen  Punkt  von  F die  Functionen  <p 
sämmtlich  »lach  verschwinden,  so  entspricht  ihm  auf 
f eine  Gurve,  deren  Geschlecht  durch  die  letzte  Glei- 
chung bestimmt  ist;  den  p unendlich  benachbarten 
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EI*>meDten  innerhalb  einer  durch  den  Knotenpunkt 
gehenden  Ebene  entspreciien  p Punkte  dieser  Curve, 
die  auf  einer  rationalen  Curve  Ordnung  liegen. 

Wenn  die  Flüchen  tp  eine  Curve  A = 0,  li=0  einfach  enthalten, 
also  pxi'=v.iA ist,  und  die  (lleichung /’=0  die  Form  hat 
Q = kAf  k^  li  kpBf 

für  X,  t,  k als  Fiinclioneii  der  y,  so  findet  man  die  p verschie- 
denen Punkte  Xi,  die  einem  gegebenen  Punkte  p,-  enlsprechen, 
indem  man  seine  (ä)ordinaten  in  x,  t,  k und  die  p Werthe  von 
A : B aus  der  letzten  Cleichung  in  g Xi  ^ Xi  A ki,B  einselzt, 
oder  sie  liegen  auf  einer  Geraden.  Und  allgemeiner;  Wenn 
durch  eine  pfache  Curve  von  F die  Flächen  <p  nfach 
hindurchgeh  eil,  so  entsprechen  einem  Punkte  dieser 
Curve  p Punkte  auf  f =0,  die  in  einer  rationalen  Curve 

Ordnung  liegen.  Rückkehrpunkle  solcher  Ciirven  hediiigeii 
nur  ein  unendlich  nahes  Zusammenrücken  der  betrelTenden 
Punkte  Xi. 

381.  Eine  homogene  Gleichung  mit  r -f-  2 Variabelii 
f(xi,  . . . = 0 drückt  das  Vcrhällniss  zweier  derselben  als 

algebraische  Function  von  r unabhängigen  Veränderlichen  aus  und 
stellt  eine  2rfach  unendliche  Mannichfaltigkeit  dar;  sie  ent- 
hält als  niedrigere  Maunichfaltigkciten  cx*-''“*,  ..  . oo*-' 

(Curven),  (Punkte);  beim  eindeutigen  EnUsprechen  von  zwei 
oo*’'  f und  F tritt  es  ein,  jenachdem  sämmlliche  mler  einige  der 
tpi  mehrfach  verschwinden , dass  einer  niederen  auf  F eine  höhere 
Mannichfaltigkeit  auf  f entspricht.  Mil  r = .3  haben  wir 
gxi  = y,(y, , . . . Ps)  (i  = 1 ....  5); 

• • • ifs)-  0 =—/•(*,...  Xj). 

und  erhalten  für  VVerthsysteme  der  p,  für  welche  alle  tpi  aber 
nicht  alle  mehrfach,  verschwinden,  die  x aus 
px(  = <p,'{p,)z,  + • • 

Im  Falle  für  einen  einfachen  Punkt  p von  F die  qp  säinmt- 
lich  einfach  oder  eines  von  ihnen  oder  mit  Hülfe  von  F = 0 zwei 
zweifach,  die  übrigen  einfach  verschwinden,  folgt,  dass  dem  Punkte 
p eine  Ebene  in  f entspricht.  Kann  man  mit  Hülfe  von  F = 0 
in  einem  Punkte  p drei  lineare  Combinationen  der  <p  im  zweiten 
Grade  verschwinden  machen,  so  ergiebt  die  Elimination  von  p 
und  I,  drei  lineare  Gleichungen,  deren  Lösungen  /”  = 0 erfüllen. 


’ bv  t 


Di-'- 
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also  eine  auf  /"  = 0 lie|,'en(ie  Gerade  als  dem  Punkte  y ent- 
sprechend. Durch  Annendung  des  Princips  der  successiren  Traiis- 
forniation  erhält  man  damit  deti  Satz:  Wenn  die  Functionen 
ip  in  einem  einfachen  Punkte  von  = 0 sämmtlich 
verschwinden,  so  entspricht  ihm  in  /'  = 0 eine  Fläche, 
ilie  sich  rational  durch  zvvei  Parameter,  oder  eine 
Curve,  die  sich  rational  durch  einen  Parameter  aus- 
drücken  lässt. 

Wenn  einer  Curve  A = 0,  S = 0,  C — 0 auf  F = 0 eine 
Fläche  auf  /"  = 0 entspricht,  so  werden  die  Transformationsfor- 
meln im  Falle  des  einfachen  Verschwindens  der 
0 — F y]  = i A X XC,  QXi—tiA-\- (i=l,..5) 
und  die 'Elimination  der  ,4,  B,  C führt  zu  einem  unvollständigen 
Determinanlensystem  von  vier  Reihen  der  x<,  i,,  X(,  ä,-  und  sechs 
Zeilen,  welches  durch  Einsetzen  der  Coordinaten  y eines  Punktes 
der  Curve  ^ = 0,  ß = 0,  C =»  0 in  die  »,  »,  i als  ihre  ent- 
sprechende Curve  eine  Gerade  darslellt. 

Jener  Curve  ,<  = 0,  ß = 0,  €' = 0 entspricht  somit  eine 
Fläche,  die  man  erhält,  indem  man  aus  A = 0,  ß = 0,  C = 0 
und 

0= /z, = ‘i*l  + («==1....5) 

drei  der  Verhältnisse  der  y und  eines  der  Verhältnisse  der  : eliminiert. 

Die  X erscheinen  als  rationale  lineare  homogene  Functionen 
von  zweien  der  i,  deren  Coefllcienten  seihst  algebraische  Func- 
tionen einer  Variabein  sind;  der  Curve  auf  ß=0  entspricht 
eine  Regelfläche  auf  f = 0.  Durch  das  Princip  der  successiven 
Transformation  erhält  man  den  Salz:  Wenn  die  Functionen  q> 
längs  einer  einfachen  Curve  von  F = 0 sämmtlich  «fach 
verschwinden,  so  entspricht  jedem  Punkte  der  Curve 
eine  rationale  Curve  n*"  Ordnung  auf  f = 0.  Durch  Re- 
wegungderselbenwird  diederCiirveaufßentsprechend« 
Fläche  in  f erzeugt. 

Unter  Beschränkung  auf  die  einfachsten  F'älle  untersuchen 
wir  nun  das  Verhallen  der  Substitulionsdetermirianle  beim  Ent- 
sprechen einer  niedern  Mannichfaltigkeit  in  f mit  einer  höheren 
in  F und  umgekehrt.  Wenn  einem  Punkte  in  f eine  Fläche  in 
F entspricht,  so  kann  man  setzen 

px,  = A . , 9X4  = A . •<Pi,  px,,  =•  (p^ 
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und  die  Substilutiuiisdeteriuinante 


Z)=2'+( 


■‘T^  + *r 

s y,  Sy, 


0 


S<p^ 

Sy^ 


verschwindet  im  drillen  Grade  längs  des  Srhnitles  von  j4  •=  () 
mit  /'  = ü.  Wenn  einem  Punkte  auf  f eine  Dirve  auf  F ent- 
spricht, so  werden  die  Formeln 

px,  = A■<a^  -f  B%',  . . = AilJ,  -|-  parj  = «Pj 

und  die  Oeterminante  B verschwindet  im  iweiten  Grade  in  dem 
Schnitt  von  A = 0,  B — 0,  F «=  0.  Entspricht  einer  Curve  auf 
f eine  Fläche  auf  F,  so  kann  man  in  der  Nähe  der  Punkte  der 
Letzteren  den  Traiisformationsformeln  die  vorige  Gestalt  geben 
und  D verschwindet  also  ebenfalls  längs  der  auf  F liegentlen  Fläche. 

382.  Für  die  umgekehrten  Fälle  — wir  beschränken  uns 
auf  die,  welche  vier  Variabein  entsprechen  — setzen  wir  die 

Elemente  von  B gleich  q>n,  = und  seine  Guterdeterminanten 

Syk 
d D 

SS  - — und  geben  von  der  Identität  aus 
C<pik 


D . y,  = V . £ Bm  . <pit. 


Durch  Differentiation  nach  y„  (m  von  l verschieden)  folgt 


dB 

Sym 


yi 


'■?  IS' 


v£ 


SBhi 


h Sy^ 


9h. 


weil  der  zweite  Theil  der  vorigen  Summe  identisch  verschwindet. 

Haben  nun  die  <p  einen  Punkt  gemein,  so  verschwinden  in 
ihm  die  Determinante  B und  ihre  ersten  Differentiale,  d.  h.  in 
einem  Schnittpunkte  der  tp  verschwindet  B zweifach. 

Eine  weitere  Differentiation  nach  y„  (n  verschieden  von  l und 
tn)  ergiebt 


SymSy. 


„dB»,  d^B», 

■ y,=  v£  „ — • «p*,.  -f  V 2:  

A dym  h Sym 

„ y n Stp»..  d^B», 

— V £ B»i-  V £ r 

h h vyni 


Syn 


<Ph  = 


,8y. 


<Ph. 


weil  aus  der  Identität 

£ B»,tp»,  = 0 die  andere  £ ‘ • 9a.  + D»,  = 0 

A A\0ym  J 

folgt. 
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Haben  also  die  tp  eine  Curve  gemein,  so  kann  man  in  jedem 
Punkte  derselben  einen  Parameter  q so  bestimmen,  dass  nicht  nur 

g>i  = V . £ q>ik.yk  =^0 
k 

sondern  auch 

^=0  {•=1,2..  5) 

k oq 

ist:  es  verschwinden  also  die  sSmmtlichen  ersten  Unterdelermi- 
nanten  Du,  also  nach  der  zweiten  Identität  die  zweiten  DiOeren- 
liale  von  D oder  längs  einer  den  q>  gemeinsamen  Curve 
verschwindet  die  üeterniinanle  D dreifach. 

Iin  Falle  der  Flächen  q>  (homogenen  Functionen  mit  vier 
Variabein)  sagen  die  beiden  vorhergehenden  Sätze  aus  (die  früheren 
analog),  dass  die  Jacobi'scbe  Fläche  die  einfachen 
Schnittpunkte  der  Flächen  ip,  = 0 zu  Doppelpunkten 
und  die  einfachen  gemeinsamen  Schnittcurven  zu  drei- 
fachen Curven  hat.  Oie  allgemeinen  Sätze:  Die  Jacobi’scbe 
Fläche  hat  eiueu  ifacben  Fundamentalpunkt  zum  (4i — 2} 
fachen  Punkt,  eine  ifache  Fundamenlalcurve  zur 
(4i  — Ijfachen  Curve  lassen  sich  auf  den  vorigen  zurückführen. 
.Man  betrachte  zwei  eiudeulige  Transformationen 
**  = a:*  = 

bei  deren  erster  y ein  einfacher  Fundamentalpunkt  sei.  während 
die  X Flächen  Ordnung  sind,  welche  durch  die  zur  ersten 
Transformation  gehörenden  Fundanientalgebilde  des  Baumes  Z 
nicht  hindurchgehen. 

Bei  der  hieraus  resultierenden  eindeutigen  Transformation 
j,  B q>k{y).  die  für  Punkte  in  der -Nähe  von  y keine  weiteren 
Singularitäten  zeigt  und  so  die  Art  des  Verschwindens  der  Deter- 
minante mit  der  ursprünglichen  gemein  hat,  tritt  dann  der  Punkt  y 
als  tfacher  Fundamentalpunkt  auf  und  es  ist 

n = 2 4-  . _ 2-  _1_  ^^2  ^^8 

— Sy^dyjdy^dy^  — d z,  d d d 

^ d Z^  Ö Z^  ^ Zg  3 2^ 

— ^y^  dyj  dy^  ^y^ 

Da  hier  im  letzten  Ausdruck  der  erste  Factor  als  Function  der 
Ordnung  4(>  — 1]  der  z in  y ausgedrückt  den  Punkt  y zum 


Digiiized  by  Google 


488 


4(i — l)fachi'n  Punkt  hat,  den  der  zweite  Factor  als  Doppelpunkt 
enihilt;  so  hat  ihn  ß = 0 zuin  4(i  — 2}  fachen  Punkt.  Analog  für 
den  andern  Theil  des  Satzes. 

383.  Wir  kehren  zur  geonietrischeii  F.ntnieklung  der  Trans- 
forniationen  zurück.  Fine  birationale  Traiisrorination  ist  bekannt, 
wenn  man  für  beide  Räume  die  Fundainentalsysteinc  die  honialoida- 
len  Flächen  und  die  Zusammensetzung  der  Jarobi'sclieu  Flächen 
kennt , die  ersteren  bestimmen  nach  dem  Vorigen  die  letztere. 

Man  kann  in  folgender  Art  alle  die  homaloidalen  Systeme 
bestimmen,  denen  eine  gegebene  Fläche  angehürt. 

Sei  eine  llomaloidfläche  v*'' Ordnung,  die  auf  eine  Ebene 
E eindeutig  abgebildet  sei;  so  wird  sie  von  allen  andern  Homa- 
loidflärhen  derselben  Ordnung,  als  welche  mit  ihr  dieselben  viel- 
fachen Punkte  und  Linien  haben,  längs  Curven  geschnitten,  dir 
in  E ein  gewisses  System  der  Bilder  £ erzeugen. 

Man  denke  nun  in  E ein  homaloidales  Netz  von  Curven  K, 
deren  jede  mit  einem  gewissen  festen  Orte  L zusammen  eine  Curve 
des  Systems  bildet;  so  individualisiert  eine  Cnrve  K,  desselben 
als  mit  L zusammen  das  Bild  des  Durdiscbnittes  ton  qp,  mit  etwa 
ip,  darstellend,  ein  Büschel  <p^  -j-  die  Curven  A’,,  AT,  ebenso 

die  Büschel  914  + Büschel  bestimmen, 

weil  sie  eine  Fläche  <Pf  gemein  haben,  ein  Gebilde  dritter  Stufe 
4,qp,  + -|-  139)3  + 449*4  “=  0,  welches  homaloidisch  ist  und 

einer  rationalen  Transformation  n“"*  Grades  zur  Grundlage  dienen 
kann.  Der  Grad  der  inversen  Transformation  oder  die  Ordnung 
der  tp  ist  die  Ordnung  derjenigen  Curven  auf  <p^,  welche  die  K 
zu  Bildern  haben.  Die  durch  L repräsentierten  Linien  auf  qp^ 
sind  fundamental  wie  die  vielfachen  Punkte  und  Curven  von  <p^. 

Verändern  wir  den  Ort  L und  das  Netz  der  K in  allen  mög- 
lichen Arten,  so  erhalten  wir  alle  Transformationen,  in  welche 
9>4  eingehen  kann. 

Die  K .sind  die  Bilder  der  in  gelegenen  Curven  A;  zerfällt 
eine  solche,  so  ist  eine  der  Theilcurven  allen  Tlieileii  der  Ja- 
cobi'schen  Fläche  der  q>  gemein  und  die  entsprechende  Curve  A' 
zerfällt  auch  oder  geht  wenigstens  mit  einem  Aste  durch  einen 
der  Fundamentalpunkle  des  Bildes  in  E.  Im  ersten  Falle  gehört 
eine  der  Theilcurven  zur  Jacobi’schen  Curve  des  Netzes  der  K, 
im  andern  ist  der  bezcichnete  Fundamentalpunkt  das  Bild  des 
Theiles  von  B,  welcher  der  Fläche  und  der  Jacohi'schen 
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FISclie  der  ip  gciiieinsam  ist.  Somit  bilden  die  Fundamental- 
punkte  der  ebenen  Abbildung  zusammen  mit  der  Jacobi'schen 
Cnrve  der  K die  Gesammtheit  der  Bilder  der  nicht  fundamentalen 
Gurren,  die  der  mit  der  Jacobi'schen  Fläche  der  <p  gemein- 
sam sind,  d.  h.  der  Gurren,  welchen  Diirchschnittspunklen  der 
Fundamentallinien  des  Raumes  X mit  der  zu  ip^  entsprechenden 
Ebene  correspondieren.  '*') 

383.  Wir  »enden  uns  zur  Erläuterung  an  Beispielen; 
zuerst  für  v = 2.  Ist  (p^  eine  Fläche  zweiten  Grades,  so  hat  ihr 
ebenes  Bild  zwei  Fundanientalpunkte  1,  2,  durch  welche  die  Bilder 
der  ebenen  Ouerschnitte  gehen  und  das  System  2 der  Bilder 
der  Durchschnitte  von  g-,  mit  andern  Flächen  zweiten  Grades 
besteht  aus  Gurren  vierter  Ordnung  1*2’,  d.  h.  mit  Doppelpunkten 
in  1 und  2.  Wählt  man  nun  als  K die  Geraden  der  Ebene  E, 
so  muss  L ein  Ort  dritter  Ordnung  1*2*  sein,  d.  h.  die  Verbin- 
dung der  Geraden  1 , 2 mit  einem  Kegel.schnilt  durch  1 nnd  2, 
und  das  homalnidalc  System  der  <p  besteht  dann  aus  Flächen 
zweiten  Grades,  die  einen  Punkt  0 und  einen  Kegelschiiitl  C ge- 
mein iiaben.  Die  Geraden  der  Ebene  repräsentieren  Kegelschnitte 
durch  0,  die  G in  zwei  Punkten  schneiden,  diese  Kegelschnitte 
sind  die  Gurren  R und  man  hat  also  auch  fi  = 2. 

Die  A’  haben  keine  Jacobi'sche  Gurre,  aber  den  Funda- 
mentalpunkten 1,2  entsprechen  zwei  von  0 ausgehende  und  C 
schneidende  Gerade,  der  projicierende  Kegel  von  C aus  0 ist 
somit  ein  Tlieil  der  Jacobi’schen  Fläche  der  g>  und  entspricht 
einem  Fundamentalkegelschnitt  C im  Raume  X,  der  für  die 
einfach  ist.  Die  Jacobi’sche  Fläche  der  q>  ist  von  der  Ordnung  vier 
und  enthält  0 und  C zweifach  respective  dreifach,  d.  h.  sie  be- 
steht aus  dem  projicierenden  Kegel  von  C aus  0 und  der  doppelt 
zählenden  Ebene  von  C.  Und  da  die  Letztere  mit  den  Flächen  <p 
sonst  nichts  gemein  hat,  so  entspricht  der  Ebene  C ein  für  die 
Gurren  S einfacher  Fuudameiitalpunkt  im  Raume  A’;  die  tp  sind 
Flächen  zweiten  Grades  durch  O'  und  C d.  h.  das  homaloidale 
System  in  X ist  dem  von  Y völlig  gleichartig.  Je  drei  der  Flächen 
tp  oder  rp  schneiden  sich  in  einem  beweglichen  Punkte,  da  von 
den  beiden  Schnittpunkten  der  Kegelschnitte,  welche  eine  mit  den 
beiden  andern  gemein  hat,  0 fest  ist.  Dem  Punkte  0 entspricht 
die  Ebene  C,  dem  Ö die  C,  dem  Kegelschnitt  C der  Kegel  OC,  etc. 
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Einen  speciellen  Fall  dieser  Transformation  liefert  die  An- 
nahme , dass  L aus  einer  beliehigen  Geraden  und  der  doppelt  ge- 
zählten 12  bestehe  und  beide  Fälle  können  auch  mit  der  Annahme 
der  k als  Kegelschnitte  durch  1 , 2 und  einen  dritten  Fundamen- 
talpunkt  0 erzeugt  werden. 

Den  analytischen  Ausdruck  der  Transformation  bilden  wir 
mit  0 als  Fundamentalpunkt  für  <iy  = 0 und  6^=0  als 
zwei  beliebige  Ehenen  durch  denselben,  als  eine  quadratische 
homogene  Function  von  y,,  y,,  y,  mit  Cy-\-  ky^=0,  /(y)  — byy^=0 
als  Gleichungen  des  Kegelschnittes  C in  den  Systemen 
X, ; Xj : a:, : = (oy  -{-ky^]y^:{ay-l^ky^]y^■,  (oy  -j-  Ay  J y, : f{y)  — byy^\ 

(*X+  : (*,  + Ax^)xj  : {b:,+kx^]Xiif‘ix)  — a:^^. 

Die  Jacobi'sclien  Flächen  beider  Räume  sind 
{oy  -f  Ay<)’^^  kf{y)  -f  flyfty  } -=ü,  (6^-f  kx^y  .{ kf{x]  -f  «xä,  } ■=  0. 

3^.  So  lange  C nicht  durch  0 geht,  können  A=1  und  die 
Coefficienten  von  Oy  und  by  gleich  Null  gesetzt  werden,  ln  dieser 
Voraussetzung  und  für  rechtwinklige  Carlesiscbe  Coordinaten  mit 
0 als  Anfangspunkt  und  dem  unendlich  fernen  imaginären  Kreis 
als  C hat  man  insbesondere 

X : y : z : 1 = x' : y' : z' : -|-  y ’ + * 

x':  y':  r':  1 = X : y : y : x’  -f  y’  -|-  z’. 
oder  für  r’  = x*  y’  -|-  z’,  r'^  = x'*  , 

' * ' .V  ' * . J ' 1 

X = :, , y = z = -=;  X = -75,  etc.  und  rr  «=>  J 

die  Transformation  durch  reciproke  Radien  vectoren. 
.leder  Geraden  g entspricht  ein  Kreis,  der  durch  0 und  ihre  Schnitt- 
(lunkte  mit  der  Kugel  vom  Radius  Eins  geht;  jeder  Ebene  eine  Kugel. 
Sie  hat  besondere  Wichtigkeit,  weil  die  Lehre  von  den  Krüm- 
mungscurven  und  Orthogonalsystemen  für  sie  iingeändert  bleibt. 
Reispiele  für  ihren  Gebrauch  sind  im  Früheren  zahlreich  vor- 
handen. Ein  weiteres  bietet  die  im  Art.  308.  angeführte  Fläche 
vierter  Ordnung , welche  durch  Transformation  mittelst  reciproker 
Radien  mit  0 im  dreifachen  Funkte  durch  dreifache  Aussonderung  der 
Nullkugel  0 sich  in  eine  Regelfläche  dritten  Grades  mit  der  zAxe 
als  Doppellinie  und  zu  ihr  senkrechten  Erzeugenden  also  mit  der  Stel- 
lung ihrer  Normalebene  z -=  0 als  einfache  Leitlinie  verwandelt. 

Eine  andere  Anwendung  der  allgemeinen  quadratischen  Trans- 
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formation  giebt  i)ie  Fläche  vierter  Ordnung  durch  0 mit  Doppel- 
kegelschnitl  C in  der  Gleicbungsform 

i'j/i’  + Pyi<p{!/)  + <p^{y)  = 0 
mit 

P = y*^(y)  + 'fiy) 

für  /4(y)  als  lineare,  <p  und  tp  als  quadratische  Functionen  von 
’Jfyt'yi  P lineare  Function  der 

Ini  Raume  A'  entspricht  ihr  nach  den  vereiurachten  Trans- 
forniationsrormeln  des  allgemeinen  Falles  die  Fläche  dritter  Ordnung 
<p{x)A[x)  4-  a:,ip(x)  + x,’  + X4  P{x,  x,.  XjX^,  X3X4,  9(x)|  =0 

durch  C.  Die  in  der  Ebene  von  C liegende  Gerade  in  ihr  ist 
X4  = 0,  A{x)  = 0;  die  16  diese  nicht  schneidenden  Geraden 
liefern  die  Geraden  der  Fläche  vierter  Ordnung  und  die  Abbil- 
dung derselben.  (Vergl.  Art.  312.) 

Durch  Anwendung  derselben  Transfornialion  auf  die  Fläche 
zweiten  Grades 

9p(x)  -f  2x4  ^(x)  4-  O44X4»  = 0 

erhält  man  die  inleressaute  specielle  Fläche  vierter  Ordnung 
y,V  -f  2y,A(yjy4  — y,*)  4-  — y,*)*  = 0 

mit  dem  Doppelkegelschnitt  y,  = 0,  yjy4  — Pj’  = 0 und  dem  in 
ihm  gelegenen  singulären  Punkte  y,  = y,  = y,  =0  mit  der 
einzigen  sie  in  vier  Geraden  a,-  schneidenden  Tangentialebene 
y,  = 0.  Die  Fläche  liat  zwei  andere  Cuspidalpunkte  in  den  Schnitt- 
punkten des  Doppelkegelschnittes  mit  den  von  y,  = y,  >=  yg  = 0 
ausgehenden  Tangenten  an  den  Kegelschnitt 

yi  ■=  0,  V 4-  2y4^  4-  044y4’  = 0, 

Sie  ist  die  Enveloppe  des  im  singulären  Punkt  die  Ebene 
yj  =js  0 berührenden  Systems  von  Flächen  zweiten  Grades 

«44  {v  + 2A(yjy4  — y,’) } — {A  — Ay,)*  = 0 
welches  vier  Berfihrungskegel  enthält.  Die  Fläche  enthält  somit 
acht  paarweis  conjugierte  Reihen  von  Kegelschnitten  und  ausser 
den  vier  Geraden  a,-  eine  Doppelvier  von  Geraden  6,-  und 

Eine  weitere  Anwendung  liefert  die  vom  EbenenbOschel 
-|-  A B = 0 in  einem  System  von  Kegelschnitten  geschnittene 
Fläche  vierter  Ordnung  mit  zwei  uniplanaren  Knotenpunkten 
4-  aA*  4-  4bA^B  4-  6cA'‘B^  4-  4dAB^  + e B*  = 0. 

Man  nimmt  eine  der  vier  berührenden  unter  jenen  Ebenen  und 
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wählt  den  Herrihrungskegrlschnitl  al;  C,  den  Punkt  0 aber  auf 
demselben  in  einem  der  Knoten.  Die  Transrorniation  liefert  einen 
Kegel  dritter  Ordnung. 

Mil  derselben  bebandell  man  aurh  die  Fläche  fünfter  Ord- 
nung mit  dreifachem  Punkte  0 und  Doppelkegelschnitt  C. 

,S86.  Wir  denken  ferner  als  Ciirven  K Kegelschnitte  durch 
1 und  zwei  andre  feste  Punkte  0,,  Oj,  so  dass  L aus  der 
Geraden  12  und  einem  Strahl  des  Büschels  um  2 zusammenge- 
setzt sein  muss  und  die  tp  Flächen  zweiten  Grades  sind,  diu  eine 
Gerade  c und  drei  Punkte  0,  0^,  0^  gemein  haben,  so  dass  = 3 
ist  und  den  Geraden  des  Raumes  .V  t'.urven  dritter  Ordnung  durch 
0,  0^,  Oj  und  mit  e als  Sehne  entsprechen,  abgebildet  in  den  A\ 
Pie  Jacobi'sche  Fläche  der  ij>  ist  von  der  Ordnung  vier  und  hat 
c zur  dreifachen  Linie,  0,  0,,  Oj  zu  Doppelpunkten,  wird  also 
von  einer  Fläche  ip  in  einem  Ort  fünfter  Ordnung  geschnitten. 
Da  die  Jacobi'sche  Curve  der  A'  aus  den  Geraden  0,  Oj,  10,,  10, 
besteht,  die  mit  2 einen  Kegelschnitt  und  drei  Gerade  darstellen, 
so  enthält  die  Jacobi’sche  Fläche  der  (p  1)  den  Ort  der  Kegel- 
schnitte durch  0 0^  0.^,  welche  e schneiden,  also  die  Ebene  00,  Oj, 
2)  die  Strahlenbüschel  aus  0,,  0^  und  0 respective  über  c.  Der 
Kaum  X enthält  somit  eine  doppelte  Gerade  d'  und  drei  einfache 
Fundamentalgerade  g,  p,',  p,'* 

Einem  Punkte  der  Geraden  d'  entspricht  ein  durch  0,  0,,  0, 
gehender  und  c einfach  schneidender  Kegelschnitt,  also  einer  Ge- 
raden in  X,  die  d'  schneidet,  eine  Gerade  in  F,  wclebe  e schnei- 
det. L'nd  da  eine  Ebene  in  Y ein  Büschel  solcher  c schneiden- 
der Geraden  enthält,  so  sind  die  »p  Regelflichen  dritten  Grades 
mit  d'  als  doppelter  Geraden  iiud  p',  p,',  p,'  als  Erzeugenden. 
Ferner  entspricht  einer  Geraden  im  Raum  Y der  Durchschnitt 
zw  eier  Flächen  i/>,  d.  h.  ein  die  vier  Geraden  (/".p' schneidender  Kegel- 
schnitt. Und  da  den  die  c schneidenden  Geraden  solche  entsprechen, 
welche  d'  schneiden,  so  den  Punkten  von  c die  Geraden,  welche 
die  p'  schneiden,  d.  h.  der  Geraden  c das  Hyperboloid  g,  p,',  pj. 
Dem  Schnittpunkt  von  c mit  einer  Ebene  im  Raume  F entspricht 
die  einfache  Leitlinie  der  Regelfläche  tp,  die  ihr  entspricht. 

Da  eine  dritte  Fläche  tp  den  gemeinsamen  Kegelschnitt  der 
zwei  ersten  in  sechs  Punkten  schneidet,  unter  denen  der  zweifach 
zählende  Schnitt  in  cf  und  die  Schnitte  mit  den  drei  festen  Er- 
zeugenden, so  liefern  drei  nur  einen  verinderlichen  Schnittpunkt. 
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Den  Erzeugenden  von  aus  einem  Punkte  M‘  von  </'  ent- 
sprechen die  zwei  Geraden,  die.  der  projicierende  Kegel  des  zu 
entsprechenden  Kegelsclniitls  aus  dem  Schnittpunkte  von  c 
mit  der  zugehörigen  Ebene  gemein  hat;  es  giebt  zwei  Cuspidal- 
punkte  in  tp,  weil  unter  den  Kegelschnitten  des  Büschels  durch 
6',  6’,',  t'j'  und  c zwei  die  Ebene  berührende  Vorkommen. 

Die  Jacobi’sche  Fläche  der  tp  muss  eine  Fläche  achter  Ord- 
nung sein,  die  sieben  und  jede  g'  dreimal  sowie  die  den 
0,  0,,  Oj  entsprechenden  Ebenen  dreimal  enthält  und  zu  der  auch 
das  Hyperboloid  g'g^g^  *1*  der  c entsprechend  gehört;  daher 
muss  jenes  den  0,  0,,  0.^  entsprechende  Tripel  von  Ebenen  d' 
dreifach  und  jede  g'  einfach  enthalten  oder  es  sind  die  Ebenen 
gd,  g(d , g^d . 

387.  Cayley  hat  die  Gleichungen  der  Transformation  für 
den  allgemeinen  Fall  in  der  Form 

a;,  : a:j  ; {y^  -f  y^)  : y^{y^  -f  y^), 

y\-  y-i'  Vi-  a;,  (x,arj  — x^x^)  : x^{xiX^  — x^x^)  : 

X,  Xj  (x,  — Xj)  : X,  Xj  (xj  — X4) 

gegeben  und  Gremonn  hat  die  für  acht  verschiedene  Specialfälle 
hinzugefügt.  Die  Flächen  <p  im  Baume  V haben  im  allgemeinen 
Fall  die  Gerade  y^  = y.^  = 0 und  die  Punkte  y,  «=  yj  = = 0, 

Va  = = Vi  = 0.  y\  = yt  = Vv  .V3  =0  gemein;  die  cubischen 

Flächen  ip  im  Raume  x aber  die  Doppelgerade  x,  = Xj  = ü und 
die  drei  einfachen  Geraden  x,  = Xj  = 0;  x,  = x^  = 0; 
X,  — Xj  = 0,  Xj  — X,  = 0.  (Art.  264.) 

Die  Jacobi'schen  Flächen  sind 

2y,yjys(p,  — y,)  = 0,  3x,’xjä(x,  — xj)’(X|a^4  — = 0. 

Als  Anwendungen  sind  von  Cremona  hervorgehoben  die  Ab- 
bildung der  Regelflächen  dritten  Grades  ip  auf  die  entsprechenden 
Ebenen  y<,  mit  Einschluss  des  Cayley'schen  Specialfalles;  die 
Transformation  der  Fläche  zweiten  Grades  in  eine  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  einer  Doppelgeraden  c und  drei  Doppelpunkten 
0,  0^,  Oj  und  die  Abbildung  dieser  Flächen  auf  die  Ebene.  Die 
Transformation  der  Fläche  zweiter  Ordnung  F in  dem  besondern 
Falle,  wo  sie  die  Punkte  0,  0^,  0^  enthält,  liefert  eine  Fläche 
dritter  Ordnung,  da  den  Geraden  des  Raumes  X Curven  dritter 
Ordnung  entsprechen,  die  mit  der  gegebenen  Fläche  ausser  den 
drei  Punkten  0,  0^,  0,  drei  weitere  Punkte  gemein  haben.  Die 
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Fläche  dritter  Ordnung  enthält  1)  die  Gerade  d\  welche  dem 
Schnitt  von  F mit  der  Ebene  00,  Oj  enUpricht;  2)  die  Geraden  g, 
den  Schnitten  in  Oc,  0^c,  O^c  entsprechend ; 3)  zwei  andere  die  g' 
schneidende  Gerade,  welche  den  Schnittpunkten  von  F und  c ent- 
sprechen; 4)  drei  Gerade  in  den  Ebenen  d'g',  <fg^,  (tg,/  respective, 
correspondierend  den  Punkten  0,  0,,  0,y,  5)  sechs  Gerade,  je  zwei 
g'  schneidend , enls)irechend  den  Erzeugenden  der  F durch  die 
0;  G)  vier  g schneidende  Gerade,  entsprechend  den  Erzeugenden 
von  F,  welche  c trelTen;  7j  sechs  Gerade,  entsprechend  den 
Kegelschnitten  auf  F,  die  durch  zwei  Q und  einen  der  Schnitt- 
punkte mit  c bestimmt  sind  und  8)  zwei  Gerade  entsprechend 
den  Curven  dritter  Ordnung  auf  /'durch  die  0 und  die  Schnitte  mit  c. 

ln  der  Projection  von  F aus  einem  seiner  Punkte  erhält  man 
eine  ebene  Abbildung  der  Fläche  dritter  Oidniing,  in  der  die 
Bilder  ebener  Schnitte  Curven  vierter  Ordnung  mit  zwei  doppelten 
und  rünf  einfachen  Fnndamentalpunkten  sind;  die  rationale  Trans- 
formation derselben  millelsl  des  Netzes  von  Kegelschnitten,  wel- 
ches die  Doppelpunkte  mit  einem  der  dreifaclien  Punkte  bestimmen, 
liefert  endlich  die  einfachste  von  Clehsch  und  Creniona  ge- 
fundene Darstellung  der  P'läche  dritter  Ordnung  wieder. 

388.  Einer  Fläche  Ordnung,  welche  (f  zur  pfachen 
und  die  g',  g,',  g^  zu  je  ^fachen  Geraden  hat,  entspricht  im  Raum 
Y eine  F'läche  der  Ordnung  (2m  — p — ’Sg)  mit  c als  (m  — 3q) 
fachen  Geraden  und  den  Punkten  0,  0,,  0,  als  (m  — p — 9)  fachen 
Punkten.  Einer  F'läche  der  Ordnung  m'  im  Raume  Y mit  c als 
p'facher  Geraden  und  0,  0,,  Oj  als  7' fachen  Punkten  entspricht 
in  X eine  F'läche  von  der  Ordnung  (3m'  — 2p'  — 3}')  mit  <f  als 
(2m' — p' — 3j')facher  und  den j,',  </j'  als  (m' — p' — ^'jfachen 
Geraden.  Durch  Anwendung  dieser  Transformation  auf  F'lächen 
m*"  Ordnung  mit  (m  — 1)  respective  (m  — 2]facher  Geraden  «f 
und  einfachen  Geraden  g',  p,',  g^'  erniedrigen  sich  also  die  Ord- 
nungen der  entsprechenden  Flächen  auf  (m  — 2),  (m  — 1)  respec- 
tive und  die  Wiederholung  derselben  Transformation  bildet  die  erste 
Flächenart  auf  die  Ebene,  die  zweite  auf  das  Hyperboloid  eindeutig  ab. 

Noether  hat  aus  dieser  Transformation  in  Verbindung  mit 
der  Transformation  zweiten  Grades  mit  einem  in  zwei  Gerade 
degenerierten  Fundamentalkegelschnitt  eine  ähnliche  Reihenfolge 
gebildet,  wie  die  der  Creniona 'sehen  Transformationen,  welche 
die  allgemeine  ebene  Transformation  liefert.  Auf  diesem  Wege 
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gelaagte  ur  zu  einer  Traiisrormalion,  bei  der  den  Ebenen  von  y 
ein  Flächensysleni  der  Ordnung  (2r  — « -)-  1),  mit  einer  Geraden 
d'  alü  (2r  — «}racb,  mit  (3r  — 2»)  einfachen  Geraden  g,  welche 
ä,  aber  nicbl  einander  schneiden  und  mit  s festen  einfachen  Punk- 
ten Ä entspricht ; den  Ebenen  von  X aber  ein  System  von  Flä- 
chen der  Ordnung  (r-|-  1)  mit  einer  festen  rfaclien  Geraden  c,  mit 
s festen  diese  aber  nicht  einander  schneidenden  einfachen  Geraden 
b und  mit  3r  — 2s  festen  einfachen  Punkten  B.  Itie  Abhitdung 
der  vielfachen  Fiindamentalgeraden  c ist  eine  Fläche  Sl  der  Ord- 
nung 2) s,  welche  d'  zur  (2r  — s — l)  fachen  Geraden,  die 

3r  — 2s  Geraden  g'  zu  einfachen  Geraden  hat  und  durch  die 
s Punkte  a'  geht,  wodurch  sie  eindeutig  bestimmt  ist.  Die  ratio- 
nalen Gurven  (v  — 1)*"  Ordnung,  welche  d'{r  — l)mal  und  die  g' 
je  einmal  schneiden  und  durcli  die  X gehen,  Gurven  also,  die  mit 
den  Geraden  durch  d'  die  Bilder  von  Geraden  des  Raumes  ¥ dar- 
stellen , erzeugen  sie.  Anderseits  ist  die  Abbildung  von  <t  eine 
Fläche  von  der  Ordnung  r mit  c als  (r  — IJIacher  und  den  s Ge- 
raden b als  einfachen  Geraden  durch  die  3r  — 2s  Punkte  B\ 
erzeugt  durch  die  den  Punkten  von  d'  entsprechenden  rationalen  ' 
Gurven  der  Ordnung  ^2r  — s),  welche  (2r  — s — 1)  Punkte  mit 
c und  je  einen  Punkt  mit  den  Geraden  b gemein  hahen  und  die 
B enthalten. 

Dazu  treten  als  Fundamentalflächen  noch  die  Ebenen  c/ gl,  dtAi 
und  die  Ebenen  cBt,  ebi  und  es  entsprechen  den  Ebenen  dt a,’ 
die  Punkte  Bi,  den  Ebenen  d' X die  Geraden  ä,-;  den  Ebenen  ebi 
die  Punkte  o/  und  den  Ebenen  cBi  die  Geraden  gl. 

389.  Wählen  wir  für  die  K Kegelschnitte  durch  drei  feste 
Punkte  0,.  Oj,  O3  .so  reduciert  sich  L auf  die  doppelt  gezählte 
Gerade  12,  die  g>  sind  die  Flächen  zweiten  Grades  durch  die  vier 
I’unkte  0,  0,.  Oj,  O3  mit  fester  Tangentialebene  T in  einem  der- 
selben 0.  Den  Geraden  in  X entsprechen  Raumeurven  vierter 
Ordnung  mit  Oj,  Oji  ^3  einfachen  Punkten  und  0 als  Doppel- 
punkt nach  der  Ebene  T. 

Der  Raum  }'  enthält  keine  Fundamentalcurven,  die  Jacohl’- 
sebe  Fläche  der  <p  schneidet  also  die  Fläche  nach  einem  Ort 
von  der  Ordnung  acht.  In  der  Thal,  die  Jacobi'sche  Curve 
der  X wird  von  den  Geraden  0,0j,  O5O3,  O3O,  gebildet,  welche 
Kegelschnitte  darstellen,  und  die  Fuudamentalpunkte  1 , 2 geben 
zwei  Gerade.  Die  Jacobi'sche  Fläche  der  9 enthält  daher  die 
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Ocrter  der  den  in  0 zusammenslossenden  Telraederflächen  nach 
Tangenten  in  T umschriehenen  Kegelschnitte  und  den  Orl  des 
Straldbüschels  aus  0 in  T ; diesen  Ebenen  OOjOj,  OfljO,,  00,  Oj. 

T entsprechen  im  Itauni  X die  doppelten  Fundanientalgeraden 
<f,',  dj,  rfj'  und  ein  Kegelschnitt  C'.  Jene  müssen  sich  paarweise 
schneiden  ohne  in  einer  Ebene  zu  liegen , weil  die  von  0 aus- 
gehenden Tetraederkanten  den  in  ihren  Ebenen  befindlicben  Kegel- 
schnitlbüsclieln  angehören;  sie  müssen  auch  den  Kegelschnitt  (f 
treffen . weil  die  Spuren  der  Tetraederflächen  aus  0 in  T so- 
wohl den  Kegelschniltbüscheln  in  jenen  als  dem  Strahlbüschel  in 
dieser  angeboren,  d.  h.  die  sind  Steiner'scbe  Flächen  mit 
den  d'  als  Uoppelgeraden  und  ihrem  Schnittpunkt  0'  als  drei- 
rachem Punkt.  Den  Geraden  des  Raumes  X entsprechen  daher 
als  Uurcbdringungen  solcher  Flächen  Kegelschnitte , welche  die 
(/'  und  C je  einmal  schneiden. 

Die  Jacobi'scbe  Fläche  der  ist  eine  Fläche  zwölfter  Ord- 
nung, die  jede  Gerade  d'  siebenfach  und  den  Kegelschnitt  C drei- 
fach enthält;  und  da  den  Punkten  0,,  Oj,  O3  zweifach  zählende 
Ebenen  und  dem  Punkte  0 eine  dreifach  zählende  Fläche  zweiter 
Ordnung  entspricht , welche  zu  jener  gehören , so  besteht  sie  aus 
den  Ebenen  d^’dj,  d^’d^',  d^'d^,  und  dem  Kegel  Q'C. 

Auf  eine  Fläche  zweiten  Grades  angewendet,  liefert  diese  \ 
Transformation  eine  Fläche  vierter  Ordnung  ohne  Doppellinie  im 
Raume  ¥,  für  welche  0,,  0,,  0,  coniscbe  Knotenpunkte  sind,  0 
aber  ein  uniplanarer  Doppelpunkt,  dessen  Tangentialebene  die 
Fläche  nach  vier  Geraden  schneidet.  Sie  enthält  sechsundzwanzig 
Kegelschnitte,  von  denen  sechs  in  den  Ebenen  =0,  •=  0, 

a;j  = 0,  zwölf  in  sechs  Ebenen  in  Paaren  aus  00,,  OOj,  OO3  und 
acht  in  vier  Ebenen  aus  0 liegen. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  dieser  Transformation  sind  nach 
Cremona 

X,  : : X3  : a;^  — : y,y,  : y,yj  : y4(y,  -f  y,  + y,); 

Fl  : .Vj  : ys  : »4  : f(x)x^x^  : /'(x)x,Xj  i x, «3X3X4 

mit  f{x)  als  Symbol  für  XjXj  -4-  x,x,  -|-  x,Xj;  T ist  die  Ebene 
Fl  + y?  + 2^3  “=  *4  = 0;  f{x)  = 0 ist  der  Kegelschnitt  C. 

Die  Jacobi'schen  Flächen  sind 

yiyjys(yi  + yz  + ya)  = o und  x,*xj’x3*/^(x)  = o. 
Cremona  zählt  fünf  specielle  Fälle  auf;  dem  Falle  der  unend- 
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liehen  Annäherung  zweier  Punkte  Oi  in  der  Geraden  yj  = = 0 

und  aller  drei  Punkte  0,-  in  der  Ebene  = 0 entsprechen 
E'lächen  ip  von  den  früher  erwähnten  Uegenerationsrormen  der 
Sleiner’srhen  ('lache  mit  zwei  respective  drei  unendlich  nahe- 
gerürkten  Dnppelgeraden. 

390.  Den  Transformationen  dritten  Grades  entsprechen  inverse 
Transformationen  von  den  Graden  zwei  bis  neun.  Wir  nehmen  ip^ 
als  Fläche  dritten  Grades  mit  einer  Doppelgeraden  d,  deren  ebene 
Schnitte  in  der  Bildebene  E als  Kegelschnitte  durch  einen  festen 
Punkt  1 erscheinen,  die  ein  gegebenes  Segment  harmonisch  theilen, 
weil  die  Flächen  <p  des  Art.  383.  die  Ebene  00,  Oj  in  einem 
Kegelschnittbüschel  und  folglich  die  Spur  der  entsprechenden  Ebene 
in  einer  involutorischen  Heihe  schneiden.  Di  Folge  dessen  wird 
das  System  Z der  Bilder  der  Durchdringungen  der  mit  den  übrigen 
Flächen  dritten  Grades  durch  die  nämliche  Doppelgerade  von  Ciirven 
vierter  ürdniing  gebildet,  die  1 zum  dreifachen  Punkt  hahen. 

Wählt  man  dann  Kegelschnitte  durch  drei  feste  Punkte  1,  0,,  Oj 
in  der  Ebene  E als  die  K,  .so  dass  L ein  Paar  von  Geraden  aus 
1 ist,  so  haben  die  9>  ausser  der  doppelten  zwei  einfache  Gerade 
y,,  yj  und  zwei  Punkte  0,,  Oj  gemein  und  die  inverse  Transfor- 
mation ist  vom  Grade  y = 3.  Den  Geraden  in  X entsprechen 
Curven  dritter  Ordnung  if,  welche  durch  0,,  Oj  gehen,  d zwei- 
mal und  y, , y.^  je  einmal  schneiden. 

Die  Jacobi’schc  Fläche  der  cp  ist  eine  Fläche  von  der  achten  Ord- 
nung, in  Welcher  d,  y, , y.^  respective  sieben  und  je  dreifach  sind, 
sie  hat  also  mit  cp^  noch  eine  Linie  vierter  Ordnung  gemein;  diese 
ist  aus  einem  Kegelschnitt  und  zwei  Geraden  zusammengesetzt, 
die  in  E durch  die  (ieraden  0,,  Oj,  10,,  lOj.  die  Jacobi'sche 
Curvc  der  A',  dargestellt  werden.  Die  Jacobi’schc  Fläche  der  cp 
enthält  1)  den  Ort  der  durch  0,,  Oj  gehenden  und  d,  y, , y^ 
schneidenden  Kegelschnitte  oder  das  Hyperboloid  dg^  y^  0,  0^; 

2)  den  Ort  der  Geraden  durch  0,  nach  d,  die  Ebene  0,  d;  ebenso 

3)  die  Ebene  O,«/;  sie  enthält  überdiess  einen  Ort  vierter  Ord- 
nung, der  d als  vierfache  und  y, , y^  als  Doppelgerade  enthält 
und  daher  nur  das  Paar  der  doppelt  gezählten  Ebenen  dy,,  dg.^ 
sein  kann. 

Unter  den  Fundamental-Elementen  des  Baumes  X werden 
daher  eine  doppelte  Gerade  d\  dem  Hyperboloid  dy,  yj  0,  Oj  ent- 
sprechend lind  zwei  einfache  Gerade  y,',  y./  als  entsprechend  den 

Hülmoiii  anal.  d.  liauinea.  IL  2.  Aull.  32 
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El)eiicn  O^d,  O^d,  sowie  zwei  ciiifaclie  I’unkle  0^',  0.j  sein,  eiit- 
sprecliemi  den  Kl)enenrf^, , dg^.  L'nd  ila  aucli  </',  rf',  je 
einen  Punkt  gemein  haken  müssen,  weil  die  Transversale  aus  0^ 
zu  d und  p,  oder  g.^  snwold  zu  den  Kegelschnitten  als  zu  den 
(•eraden  gehört,  die,  den  Punkten  von  <t,  5,’  oder  g^'  respective 
cntsprerlien  — so  ist  das  System  der  ip  dem  der  ijp  ganz 
analog. 

Für  y,  = 0,  yj  = 0,  y,  — a,yj  = 0,  y,  — a.^y,  ■=  0 als 
die  Ebenen  dO, , dO^,  ^^g^,  (Ig^,  = 9 als  die  (>erade  0^  O.j 

und  y/{y)=0  als  Ilyperholoid  dg^g■^0^  0^  sind  die  Transforinalions- 
formeln 

ar,  : a-j  : : a:^  = y,  I/(y)  : y.j  H{y)  : (y,  — n,  y,)  (y,  — a^y,)  : 

(V\  — "ly-j)  f,Vi  — 

J^i  : y2:y3:y4=^i^V):aT2-*^*W:("2  — “i)^ia-2a-j 
wenn  man  noch  setzt 

H*[x)  = (x,  — a,a:,)(x,  — OjXj)  + (oj  — o,)x,Xj  — H(x). 
Die  Jacobi'schen  Flächen  sind 

Jiiy)yiyi{yv  — — «lyj?  = 

B*{x){x^  — a,Xj)(x,  — fljXjjxj’x./  = 0. 

' 391.  Mit  Curven  dritter  Ordnung  PO, OjOjO^  als  System  A' 
und  einer  Geraden  durch  1 als  L sind  die  <p  Flächen  dritten 
Grades  mit  einer  gemeinsamen  Doppelgeraden  d und  vier  gemein- 
samen I’unkten  0, , . . 0,.  Den  Geraden  des  Raumes  A'  entsprechen 
Curven  vierter  Ordnung  zweiter  Art.  welche  durch  die  0 gehen, 
d dreimal  und  g in  einem  Punkte  schneiden.  Man  hat  ^ = 4. 
Die  lg  sind  Regelflächcn  vierten  Grades,  welche  eine  dreifache 
Gerade  rf',  vier  einfache  Erzeugende  g und  einen  Punkt  Ci  gc- 
inrin  haben. 

f'ir  y,  — yj  ==  0,  y,  — a,yj  = 0,  y,  — Ojy,  = 0, 
y\  = 0.  y-i  = 0.  ys  = y^  = 0,  /y(y)  = 0 
als  Gleichungen  der  Ebenen 

dy,  dO^,  dO^,  dOj,  dO^,  0,  OjOj,  0,  OjO,. 
und  des  Hyperboloids  dg  0^0^0^0^  (entwickelt  also 
(yi  — Ö|y2)  (V|  — «2?/2)  + «yiy3  + byyy^  + cy.^y.,  + rfyjy,=0) 
sind  die  Gleichungen  der  Transformalion 
.T,  : Xj : Xjrx,  = y,//{y)  : y.^(y) : yty^iyx  ~ y-,)  ■ y,y,(y,  — y2) 
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und  mit 

/■(.r)  = (x,  — a,arj)  (a-,  — a^x^). 

J{x)‘=  — (ax,'ars-|-  ix,  XjX,  -{-  ca’,  x...r.,  -}-da’2-a’,)-4-(x, — Xj)x,Xj 
die  inversen 

'Ji  ■ !/■>  ■ y;)  : !/\  = --rs  /‘(•^)  = /’W- 

Die  Jacobi'sclieii  Flärlien  sind 

'^fy)(yi  ~ “i’Ji)  (yi  — «^ya)  yi ya(yi  — ya)’  = 

J{x){x,  — Xj)  (x,  — a,X2)-(x,  — a2Xj)*x,’x2’  = 0. 

392.  Ist  <Pf  eine  Fläche  dritter  Ordnung  mit  l)o|ipelpunkt  0, 
die  aus  demselben  auf  E projiriert  wird,  so  dass  die  Bilder  ihrer 
Schnitte  mit  den  übrigen  Flächen  des  Systems  Curven  fünfter 
Ordnung  sind,  die  das  Bild  des  Doppelpunktes  in  sechs  Punkten 
schneiden,  so  können  für  die  A'  Kegelschnitte  lOjOj 
genommen  werden,  welche  lationale  Curven  fünfter  Ordnung  mit 
dreifachem  Punkt  in  0 darstelleu;  L ist  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung 23450,  die  eine  Curve  vierter  Ordnung  erster  Art  durch 
0 darstellt,  welche  jede  der  vorigen  Curven  in  andern  sechs  Punkten 
schneidet.  Das  homaloidale  System  wird  von  Flächen  dritter  Ord- 
nung durch  yl  mit  Doppelpunkt  in  0 gebildet,  die  zwei  einfache 
feste  Punkte  0,,  Oj  ausserdem  gemein  haben..  Man  hat  p = 5. 
Die  Jacobi’sche  Fläche  der  <p  besteht  aus  den  Flächen  zweiten 
Crades  0,  yi,  Ojvi,  der  Ebene  0 0,  Oj  und  dem  cuhischen  Kegel  Oyi. 
Die  sind  Flächen  fünfter  Ordnung  mit  einer  dreifachen  Geraden  a 
und  zwei  doppelten  Geraden  b,  c,  welche  jene  aber  nicht  einander 
schneiden,  die  zudem  eine  feste  Curve  D von  der  Ordnung  fünf 
und  dem  Geschlecht  Eins  enthalten,  die  a dreifach,  b und  c je 
zweifach  schneidet.-  Die  Jacohi'sche  Fläche  der  ip  ist  von  der 
Fläche  sechsten  Grades  aus  den  Leitcurven  b,  c,  I),  der  Fläche 
achten  Grades  aus  den  Sehnen  von  />,  welche  a schneiden,  und  den 
Ebenen  ab,  ac  gebildet. 

Nimmt  man  als  K Curven  dritter  Ordnung  0*0, 0.^  1 2,  welche 
rationale  Baumeurven  siebenter  Ordnung  ahhilden,  die  in  0 eineti 
vierfachen  Punkt  und  ausserdem  einen  doppelten  und  zwei  ein- 
fache Punkte  gemein  haben,  so  ist  L ein  Kegelschnitt  3456, 
welcher  einen  von  jenen  Curven  in  je  sechs  Punkten  gciroll'cncn 
Kegelschnitt  ahbildet;  das  homaloidale  System  ist  aus  Flächen 
dritter  Ordnung  gebildet  mit  Du{)j)clpunkt  in  0 durch  den  hc- 
zeichnelen  Kegelschnitt  und  durch  drei  feste  Punkte,  in  deren 

3-2  • 
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einem  sie  eine  feste  Ebene  berühren.  Man  erhält  = 7.  Die 
Flächen  haben  eine  vierfache  und  zwei  dreifache  fierade,  einen 
doppelten  Kegelschnitt  und  eine  einfache  Ciirve  vierter  Ordnung 
gemein. 

In  analoger  Weise  giebt  jede  andere  in  einer  Ebene  abbild- 
bare Fläche  zu  solchen  Transformationen  Atdass;  z.  ü.  die  von 
Clebsch  ahgebildete  Fläche  fünfter  Ordnung  mit  doppelter  Raiim- 
curve  dritter  Ordnung,  deren  Durchschnitte  mit  andern  Flächen 
derselben  Art  mit  der  nämlichen  Doppelcnrve  sich  als  Curven 
sechster  Ordnung  durch  die  elf  Fundamentalpunkte  darstellen, 
liefern  eine  Transformation  fünften  Grades,  deren  inverse  vom 
vierten  Grade  ist,  wenn  man  für  die  A'  die  Geraden  der  Bild- 
ebene wählt,  so  dass  die  <p  ausser  der  Doppelcurve  eine  Curve  ^ 
von  der  Ordnung  neun  und  dem  Geschlecht  sechs  gemein  haben, 
welche  die  Doppelcurve  in  dreizehn  Punkten  schneidet.  Den  Ge- 
raden des  Raumes  X entsprechen  Curven  vierter  Ordnung  zweiter 
Art,  welche  die  Doppelcurve  und  ^ respective  in  sieben  und  fünf 
Punkten  schneiden.  Die  Flächen  vierter  Ordnung  haben  einen 
dreifachen  Punkt  Q,  eine  Raumeurve  yf  von  der  Ordnung  elf 
und  dem  Geschlecht  sechs  mit  Q als  sechsfachem  Punkt  gemein. 
Den  Geraden  des  Raumes  F entsprechen  Curven  fünfter  Ordnung, 
die  0 zum  dreifachen  Punkt  haben  und  A'  in  zwölf  Punkten 
schneiden.  Die  Jacobi'schen  Orte  werden  für  <p  gebildet  aus 
einer  Fläche  zehnten  Grades,  deren  Erzeugende  die  Doppelcurve 
zweimal  und  A fünfmal  schneiden  und  einer  zweifach  zählenden 
Fläche  dritter  Ordnung,  aus  den  Curven  dritter  Ordnung  er- 
zeugt, welche  die  Doppelcurve  vier  und  die  Curve  A sieben  mal 
schneiden;  für  dagegen  aus  dem  Kegel  fünfter  Ordnung  aus  ö 
über  A'  und  der  Fläche  siebenter  Ordnung  derjenigen  Kegel- 
schnitte, welche  durch  Q gehen  und  A'  fünfmal  schneiden,  und 
für  die  A eine  doppelte  Curve  und  Q ein  fünffacher  Punkt  ist. 

393.  Wir  wollen  schliesslich,  statt  weiter  zu  gehen,  bei  der 
rubischen  Transformation,  deren  inverse  wieder  cubisch  ist,  und 
ihren  Specialfällen  verweilen,  welche  Noether  und  Cremona''’) 
gleichzeitig  näher  untersucht  haben. 

Sie  entsteht  aus  drei  bilinearen  Gleichungen 

^ = Xiyk  =0,  B — X ba  x.y*  =*=  0, 

C=Z  CuXiyt  = 0 = 1,  2,  3,  4) 


Digitized  by  Google 


501 


lind  wird  für 


und 


durch 


^ = ^au!/k.  etc. 


At 


Q ^ etc. 

S<Jk 


Ä = 2’+ = .S  + f«,  A,  Bj 


dit  dP 

dargestelll. 

Zur  Bestimmung  der  Fiindamentalgebildc  hat  man 

2>.  = 0 , £g>i  ß,  = 0 , .r?),  Ci  = 0 

und  daher  für  die  Punkte  der  Curve  neunter  Ordnung  9>,=0,  qpj=0, 
9>:i^3  + 9>k'^,  = 0,  etc. 
also  entweder  auch  9Pj  = 0,  9>4  = 0 oder 

A.^  — kAk,  — — 

d.  h.  der  bewegliche  Theil  des  Schnittes  von  91,  = 0,  ip^  = 0 
ist  die  durch  diese  projectirischen  Ebenenbüschel  erzeugte  Curve 
dritter  Ordnung;  der  feste  Best,  eine  Baumeurve  sechster  Ord- 
nung A ist,  als  auch  zu  91,  = 0,  9)4  = 0 gehörig,  das  Funda- 
mentalsystem des  Raumes  }’  Ebenso  haben  die  Flächen  dritter 
Ordnung  il>  = 0 eine  Baumeurve  sechster  Ordnung  A'  gemein, 
das  Fundamentalgebilde  des  Raumes  Ä. 

Da  für  A die  Determinanten  aus  der  Gruppe 


A^t 

■^3> 

^4 

»1. 

P31 

c,. 

C3  , 

C4 

verschwinden,  so  kann  man  setzen 

Ai  -f  Xj  Bi  + Xj't’i  = 0 

und  crlifilt  durch  Elimination  der  y zwischen  diesen  Gleichungen 
eine  Gleichung  vierten  Grades  in  den  x,',  so  dass  A durch  eine 
Curve  vierter  Ordnung  eindeutig  abgehildet  wird;  ihr  Geschlecht 
ist  also  = .3.  Ihren  Punkten  entsprechen  Gerade  von  X,  die  die 
Fundamentaliläche  dieses  Raumes  erzeugen,  eine  Fläche  achten 
Grades  mit  A^  als  dreifacher  Curve.  Man  flndet  ihre  Gleichung, 

d P 

indem  man  für  j/*  die  Werthe  — in  fl  = 0 einsetzt  und  den 

dyk 
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l'iU'lor  i’A.a'i  ahlmiiil,  in  ilt-r  Form  — auch  hier  in  ilen  /?,,  Ci 
die  tjh  clicnso  ersetzt  — 


6 

0.,,  . 

"31  ' 

"ii- 

B,. 

1' 

ii 

Ojj, 

".12  • 

"|2’ 

Bn, 

«T3- 

«231 

"33’ 

"43’ 

Bj. 

"n- 

"2t  > 

",3t  > 

"tt. 

ß.. 

;!  Ci  , 

^2^ 

■^3  » 

^t. 

, 

0 

ii  . 

c,. 

c, , 

c,- 

0 , 

0 

Diese  rileichiiiig  jjicht  auch  die  Fiuiüaniculainächc  = 0 von 
I'=0,  «enii  man  in  den 


B*.  l\ 


die  Xi  durch  die 


dlt 

öii 


ersetzt. 


.HD4.  Die  Jacohi’sche  Fläche  der  <j'r  häBt  mit  und  die 
der  qp,-  mit  S zusammen. 

Die  Frzeiigeudeit  der  Fläche  = 0 schneiden  die  Curve  A' 
in  je  drei  Punkten,  da  durch  die  ihnen  entsprechenden  Punkte 
der  thirvc  A je  drei  Gerade  von  0 = 0 gehen;  sic  ist  also  drei- 
rache  C.urve  der  Fläche. 

Den  Geraden  des  Itaumes  Y ent.sprechcn,  als  von  den  ihren  lleiheii 
correspondierenden  projcctivis<'hen  Fhenenhü.scheln  erzeugt,  Haum- 
curven  dritter  Ordnung,  welche  A'  in  acht  Punkten  trell'en,  ent- 
sprechend den  acht  Schnittpunkten  der  Geraden  mit  0.  Flächen  von 
der  Ordnung  m im  Itaiime  Y,  welche  A zur  /pfachen  Gurvc  haheii, 
gehen  in  Flächen  der  Ordnung  (3m  — 8/>)  in  A’  über,  welche  y/ 
zur  (m  — .3/)) fachen  Curve  haben;  also  Ilyperbidoide  im  Haum  A in 
Flächen  sechster  Ordnung  mit  Do|)pelcurve  A. 

Wenn  die  ßedingungen  a,*  = a*,-,  ft,*  = 6h.  ca  ■ cu  cr- 
fülll  werden,  so  lassen  sich  die  hilincaren  Glciclningen  des  vorigen 
Art.  als  die  Gleichungen  der  Polarcbenen  des  Punktes  y,-  in  Deziig 
auf  die  Flächen  zweiter  Ordnung  = 0,  etc.  anschen 

und  A'  wird  zum  tirt  der  Kegels|)itzen  in  dem  durch  sie  bestimmten 
Bündel. '''<) 

ln  einer  Ebene  iles  einen  Baumes  sind  ihre  Schnittpunkte 
mit  der  Curve  A"  desselben  Baums  die  Fundamenlalpunkle  der 
Abbildung  der  ihr  entsprechenden  Fläche  dritter  Ordnung  des 
andern  Baumes,  die  sechs  entsprechenden  Gera<len  liegen  ganz  in 
derselben  utnl  stützen  sich  auf  die  Curve  A in  je  drei  l'unkten. 
Die  andern  Geraden  der  Fläche  schneiden  dieselbe  Curve  zweimal 
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Oller  einmal,  sie  eiils|)reelicii  ('leraileii  oder  kegelsdmiUen  in  der 
elienen  Abbildung,  welche  die  Cnrve  A'  zweimal  oder  rünrinal 
durchsebneiden. 

Und  von  dieser  gewöbnlichen  Abbildung  ausgebend,  für 
1,  ...  6 als  ihre  Fundainentalpunkle  und  die  K als  die  Geraden 
der  Ebene  oder  die  Kegclscbnitle  12  3,  die  Curven  driller  Ord- 
nung P2345,  die  von  der  vierten  r-'2'^3’45(5  oder  endlicb  von 
der  fünften  P2^,3-4’5-6^  — sämmtlicb  ßildcr  cubiseber  Curven  — 
erbält  man  L als  Ergänzung  dieser  Bilder  zu  Curven  neunter  Ord- 
nung mit  sechs  dreifacben  i’uiikten  in  den  Fundamcntalpunklen 
und  als  das  Bild  einer  Cnrve  sechster  Ordnung  vom  Geschlecht 
drei , durch  welche  die  Flächen  dritter  Ordnung  gehen ; etc. 

Sind  aber  die  A' Kegelschnitte  1 20  oder  Kegelschnitte  100*, 
Curven  vierter  Ordnung  zweiter  Art  oder  rationale  Curven  fünfter 
Ordnung  darstellend,  so  ist  der  ergänzende  Ort  L Bild  einer 
Curve  fünfter  Ordnung  vom  Geschlecht  Eins,  welche  die  C^  in 
10  Punkten  schneidet,  oder  Bild  eines  aus  Curve  dritter  Ordnung 
und  einer  Geraden  zusammenge.setzten  Ortes.  Das  homaloidale 
System  besteht  aus  Flächen  dritter  Ordnung  durch  diesen  Ort  und 
einen  festen  Punkt  im  ersten,  zwei  feste  Punkte  im  zweiten 
Falle.  Die  Jacobi’sche  Curve  der  K stellt  in  jenem  Falle  zwei 
Kegelschnitte  und  fünf  Gerade,  in  diesem  eine  Curve  dritter  Ord- 
und  fünf  Gerade  dar.  Die  sind  Flächen  vierter  Ordnung  durch 
einen  gemeinsamen  Do|)])elkegeischnitt  und  eine  Curve  fünfter 
Ordnung  vom  Geschlecht  Eins  — also  fi  = 4;  oder  andernfalls 
Flächen  fünfter  Ordnung  mit  einer  dreifachen  Geraden,  zwei  Dop- 
pelgcraden,  die  jene  aber  nicht  einander  schneiden,  und  einer  ein- 
fachen Curve  fünfter  Ordnung  vom  Geschlecht  Eins,  welche  jene 
doppelt,  die  letztem  dreifach  schneidet;  (Art.  392.)  — also 
ft  = 5 etc. 

Wir  kehren  zu  ft  = 3 zurück. 

Besonders  zahlreiche  Anwendungen  knüpfen  sich  an  die 
manichfachen  Formen  des  Zerfallens  der  Curve  A,  welche  ein 
analoges  Zerfallen  der  Flächen  Sl  respective  S nach  sich  ziehen. 
Man  erhält  insbesondere  Flächen  mit  Rückkehrcurven,  wenn 
man  von  einer  Fläche  ausgeht,  die  einem  Theil  der  Fläche  8 
eingeschrieben  ist.  Durch  eine  specielle  Transformation  dritten 
Grades,  deren  inverse  wieder  vom  dritten  Grade  ist,  hat  Cremona 
die  Fläche  fünfter  Ordnung  dritter  Classe 
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x^{4xj^  — 3a-, a-^)*  — 43:3(43:3’  — ^3:43:,)  (a:,  Xj  — ÖXj’) 

+ 3 X,  (ar,  X3  — 9xj’)’  = ü 

ahgcbiidct,  welclie  eine  Ciirve  vierter  Onlnimg  erster  Art  mit 
stationärem  Punkt  zur  Cuspidalcnrvc  hat,'*^)  nämlich 
4xj’  — 3a-,x,  = 0,  X,  Xj  — 9xj’  = 0. 

395.  Die  (’.iirve  yi  kann  zerfallen  in  1)  eine  Gerade  ff  und 
eine  sie  dreimal  sriineiilcnde  Itaumrnrve  Cj  fünfter  Ordnung  vom 
Geschlecht  1,  wobei  yl'  in  eine  Dauniciirve  vierter  Ordnung  gC^' 
erster  Art  und  einen  sie  dreimal  schneidenden  Kegelschnilt  C^' 
zerfällt.  .Man  erhält  z.  R.  aus  einer  Fläche  zweilen  Grades  durch 
g die  Fläche  fünfter  Onlnung  mit  C,'  als  Doppelcurve  und  durch 
den  Kegelschnitt  Cj'  (Art.  373.);  aus  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
durch  C4'  respective  Cj'  oder  g eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit 
der  Doppelgeraden  g,  eine  Fläche  sechster  Ordnung  mit  der  Dop- 
pelcurve Cj,  und  eine  Fläche  achter  Ordnung  mit  der  dreifachen 
Curve  C/  und  dem  Doppelkegelschnilt  Cj. 

2)  ln  eine  Giirve  fünfter  Ordnung  Cj  vom  Geschlecht  2 und 
eine  sie  zweimal  schneidende  Gerade,  mit  gleicher  Zerlegung  von 
A.  Eine  Fläche  zweiten  Grades  durch  g,  eine  Itegelflächc  dritten 
Grades  mit  der  Doppelgcraden  g,  eine  allgemeine  Fläche  dritter 
Ordnung  durch  g gehen  eine  Fläche  vierter  Ordnung  mit  Doppel- 
gerade  g(,  eine  Fläche  fünfter  Ordnung  mit  dreifacher  Geraden 
in  3,'  und  eine  Fläche  siebenter  Ordnung,  welche  jr,'  dreifach 
und  C5  doppelt  enthält. 

3)  In  zwei  sich  viermal  schneidende  llaumctirvcn  dritter  Ord- 
nung mit  analogem  Zerfallen  von  A.  Eine  cuhischc  Fläche  durch 
die  eine  liefert  eine  Fläche  fünfter  Ordnung  mit  doppelter  Itanm- 
rurve  dritter  Ordnung. 

4)  In  eine  Curve  C^  erster  Art  und  zwei  sich  nicht  schnei- 
dende Sehnen  a,  b derselben.  Eine  Fl.ächc  dritter  Ordnung  durch 
a,  b gieht  eine  Fläche  fünfter  Ordnung  mit  zwei  sich  nicht  schnei- 
denden Doppelgcraden  n',  eine  solche  Fläche  durch  C4  eine 
Fläche  fünfter  Ordnung  mit  doppelter  C/  erster  Art.  Die  Zahl 
von  Geraden,  welche  eine  solche  6',  und  fünf  ihrer  Sehnen  a,  b, 
c,  d,  e schneiden  (Art.  374.),  kann  durch  Transformation  des 
Problems  bestimmt  werden,  denn  mit  C^,a,b  als  Fundamental- 
curven  des  einen  und  C/,  a,  b'  als  denen  des  andern  Raumes  geht 
das  Problem  in  das  andere  über:  Die  Zahl  der  Geraden  zu  bestim- 
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inen,  wdclic  C/  und  drei  ihrer  Sehnen  cinfacli  IrciTen;  das  Hyper- 
holoid  c,  dt,  e giebt  die  beiden  Lösungen. 

Weitere  Zerlegungen  sind  5)  zweiter  Art  und  Cj,  der  sic 
vierfach  schneidet,  (i)  Drei  Kegelsclinille,  deren  zwei  sich  einfach 
und  den  dritten  zweifach  sclineiden.  7)  Vier  windscliiefe  Gerade 
c,d,e,f  nml  ihre  beiden  Tran.sversalen  a,  b\  ein  Fall,  dessen 
Gleichnngssysteni  ancb  von  (Layley  gegeben  worden  ist  und  der, 
auf  eine  Fläche  dritter  Ordnung  durch  drei  der  Geraden  a,  b,  c 
angewandt,  eine  Fläche  siebenter  Ordnung  mit  den  dreifachen 
Geraden  a,  b',  c und  den  zweifachen  Geraden  dt,  e , f liefert,  die 
noch  neun  einfache  Gerade  enthält.  8)  Eine  ebene  und  eine 
llanincnrve  dritter  Ordnung,  die  sich  in  diei  Punkten  schneiden. 
9)  Eine  Gerade,  eine  Itanmcnrve  dritter  Ordnung  und  ein  Kegel- 
schnitt, der  jene  zweimal  nml  diese  dreimal  schneidet.  10)  Die 
sechs  Kanten  eines  Tetraeders,  wo  die  Xi  sich  wie  die  reciproken 
Wertbe  der  y,-  verhallen.  Man  findet  Beispiele  für  diese  verschie- 
denen Fälle  bei  Noether  (insbesondere  1,  2,  8 hetr.)  und 
Cremona. 

Diese  Transformalionsmelboden  können  also  zur  mehrseitigen 
linicrsuchung  schon  bekannter  Flächen  wie  zur  Entdeckung  neuer 
ein  wirksames  Mittel  bieten. 

396.  Sowie  eindeutig  entsprechende  Cnrvcn  gleiches  Ge- 
sclilecht  oder  gleichen  Defect  haben,  so  giebt  cs  für  Flächen 
auch  eine  als  Geschlecht  zu  benennende  Zahl,  welche  bei  zwei 
eindeutig  Punkt  für  Punkt  sich  entsprechenden  Flächen  noihwendig 
ühcreinstimmen  muss.  So  wie  die  Geschlechtszahl  der  ebenen 
Cnrvcn  m*"'  Ordnung  der  Zahl  willkürlicher  Constanten  gleich 
ist,  die  in  der  tileichnng  einer  Cnrve  (ft  — 3)‘"  Ordnung  durch 
die  (d  -(-  x)  doppelten  und  stationären  Punkte  noch  enthalten  sind, 
so  gab  Clebsch  und  bewies  Noether***)  den  Satz  für  eine  Fläche 
«*''  Ordnung  mit  einer  Doppelcurve  und  einer  Cnspidalcurve, 
dass  ihr  Geschlecht  der  Zahl  von  unbestimmten  Coefficienten  gleich 
sei,  welche  die  Gleichung  einer  Fläche  («  — 4)*''''  Ordnung  noch 
enthält,  die  durch  diese  Curven  geht.  Durch  Noether  ist  dieser 
Satz  dann  dahin  erweitert  worden,  dass  er  die  Wirkung  des  Vor- 
kommens tfachcr  t'urven  und  yfachcr  Punkte  umfasst.  Das  Ge- 
schlecht der  Fläche  sei  die  Zahl  von  w ilik  ürlichen  Cun- 
stanten  einer  Fläche  von  der  Ordnung  {n  — 4),  welche 
(i  — l)fach  durch  jede  ffache  Curve  geht  und  jeden 
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/rnchuii  Piiiilit  zum  {j  — 2)faclu-ii  l'utikl  liat.  Neniil  man 
ilic  Zahl  tier  diiracliuii  nudiiiguiigeii,  welche  einer  Klädie  dadurch 
auferlegt  ist,  dass  sie  eine  gegebene  Curve  pfach  enthält  respcc- 
live  einen  gegebenen  Punkt  zum  ^ fachen  Punkt  hat,  den  Posten 
der  Curve  respcctive  des  Punktes  als  p respeclive  9 fach,  so  ist  das 
(leschlccht  der  Kläche  Ordnung  ==  (n  — 1)  (n  — 2)  [ti  — 3) 
verinindert  um  den  Posten  der  gegeliciien  Curve  als  (1  — l)fach  in 
der  Fläche  (;i  — 4)*"  Ordnung,  und  den  Posten  des  Punktes  als 
eines  {j  — 2) fachen  Punktes  in  derselben. 

Für  eine  Doppelcurvc  von  der  Ordnung  0 und  der  Classc  g 
und  eine  (mspidalcurve  von  der  Ordnung  c und  Classe  r,  für  t 
dreifache  Punkte  der  crslern,  ß,  y,  i als  die  Zahlen  der  flnrch- 
sclinittspunkte  beider  Cnrven,  welche  rcspective  in  der  Doppel- 
enrve,  welche  in  der  Cnspidalcurvc  und  welche  in  keiner  von 
beiden  stationär  sind,  und  0 als  Zahl  der  Singularitäten  voti  einer 
gewissen  andern  Art  gab  Cayley  für  das  Ceschlecht  oder  den 
Defect  der  Fläche  Ordnung  den  Ausdruck 

4(„  _ 1)  („  _ 2)  („  - .3)  - («  _ 3)  (ä  + c)  + i (g  + r) 

+ 2 / + } ^ + I y + ' ~ i 

für  eine  no|)pelcnrve  ohne  dreifache  Punkte  hat  man  ai.so 
J („  _ 1)  („  _ 2)  („  _ 3)  - (n  - 3)  6 + i g: 
also  ist  das  Geschlecht  ^nll  für  Flächen  zweiter  und  dritter  Ord- 
nung, wo  6 = 0,  y = 0;  für  Flächen  vierter  OrdUung  mit  einer 
Iloppclgeraden  oder  6=1,  g=0  und  mit  Uuppelkegelschnitt  6=2, 
7 = 2^  für  Flächen  fünfter  Ordnung  mit  zwei  windschiefen  Ilop- 
pelgeraden  6 = 2,  g = 0 und  mit  einer  Doppelcurvc  dritter  Ord- 
nung 6 = 3,  g = 4. 

Cayley  hat  dabei  auf  den  Umstand  aufmerksam  gemacht, 
dass  es  eine  Gruppe  von  Flächen  mit  negativem  Defect  gebe,  zu- 
nächst Kegel  und  developpabcle  Flächen,  sodann  windschiefe 
Hegelllächeii,  aber  auch  die  durch  rationale  Transformation  aus 
jenen  hervorgegangenen  Flächen  — Noether  denselben  durch 
eine  Modirication  zu  beheben  gesucht.  Zeuthen  liat  für  die  Un- 
veräiidcrlichkeit  des  Geschlechts  der  Fläche  bei  eindeutigen  Trans- 
formationen einen  geometrischen  Deweis  gegeben.**') 
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IX.  Kapitel. 


Zur  allgemeinen  Tlieorie  der  Flachen. 


A.  Al^cbraischo  l*rol)lcnio. 

397.  Indcin  vir  uns  zur  ullgriiieiiUMi  Enlwickuluiig  zurürk- 
wciiilcii,  sclieiiit  <*s  t'rl'ordrrlicli,  die  Erörlerung  einiger  Probleme 
vurdiiszuschickeii , wciclie  scliuii  in  dem  Errdicren  naliegelegt  und 
deren  Ergebnisse  für  den  Eurtseliritt  der  ünlersucbung  fördcrlieh 
sind. 

Sic  betrelfen  zuerst  die  Frage  von  der  Bestimmung  der 
Flächen  durch  gegebene  Elemente,  sagen  vir  durch 
Punkte,  die  ihnen  angeiiüreii;  eine  Frage,  welche  in  den  ersten 
Artikeln  dieses  Bandes  berührt,  aber  nicht  crscliöpft  ist.  Im  Fol- 
genden geben  wir  das  VVesentlicbste  von  dem,  was  Jacobi  in 
einer  schönen  Abhandlung  für  dieselbe  geleistet  bat. 

Im  Art.  1.  ist  gezeigt,  dass  die  Fläche  n*'"'  Ordnung  durch 
(;.  -f  l)  (n  + 2)  (n  + 3)  , , 

273 ^ == 

ihrer  Punkte  und  die  llurchschnittscurve  von  zwei  Flächen  «**'' 
Ordnung  durch  N{n)  — 1 ihrer  Punkte  völlig  be.stimmt  ist;  wir 
erweitern  die  Untersuchung  zunächst  auf  die  Dnrchschnittscurvc 
von  Flächen  und  n‘"  Ordnung  (unter  der  Annahme  m > n). 
Indem  man  die  Gleichung  der  Fläche  Ordnung  durch  eine 
Function  (m  — n]‘*“  Grades  mit  villkürlichen  Goefficienten  multi- 
pliciert,  erhält  man  eine  Gleichung  m*™  Grades,  die  zu  der  ge- 
gehenen  Gleichung  m*'"  Grades  so  addiert  werden  kann,  dass  so 
viele  Glieder  Summe  verschwinden,  als  willkürliche  Coiistanten 
eingeführt  wurden,  also  iV{m  — n)  -(-  1. 
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Die  ri'tliiricric  Gleichung  enthält  also  A(m) — A’(m  — n) 
Glieilcr  ilire  Restiinmung  ciToIgl  durch  eine  um  Eins  kleinere 
Anzahl  von  Punkten;  oder  alle  Flächen  m*"  Ordnung,  welche 
durch  so  viel  Punkte  einer  Fläche  n*‘'  Ordnung  gehen,  haben  mit 
dieserdieselbcSchnittcurve  gemein.  Diese  kann  mit  A(in — n)-f-l 
heliehigen  Punkteti  des  Raumes  durch  eine  Fläche  Ordnung 
verhunden  werden. 

Für  m < « erhall  man  die  obige  Zahl  der  beslitnmcn- 
tlcn  Punkte  gleich  iV(m),  was  mit  der  Annahme  N{m  — n)  = — 1 
für  m < ti  ühereinstimml.  Für  m <i  n gehl  durch  die  Gurve 

nur  eine  Fläche  m*“'  Ordnung. 

Legt  man  für  m > n durch  C,„, , zwei  Flächen  Ordmiiig, 
so  schneiden  sie  sich  in  einer  die  durch  N{m  — n)  ihrer 

Punkte  und  die  C,„  „ heslimmt  ist  und  jene  in  der  Gruppe  von 
Schuittpunklen  dreier  Flächen  von  den  Ordnungen  m,  n,  m — « 
schneidet.  Legt  man  durch  ilieselhe  C„,n  eine  drille  Flachem*" 
Ordnung,  so  schneidet  sic  die  beiden  ersten  in  zwei  C'm.  m-», 
welche  die  Schnittpunkte  von  den  Flächen  der  Ordnungen  m, 
m — «,  m — n gemein  haben;  diese  Punkte  sind  bestimmt  durch 
A(m  — n)  — 1 von  ihnen  und  die.  Gurve  6’„i,  »•  Die  drei  6'm. 
in  welchen  die  Flächen  m*"  Odiiung  sich  paarweise  schneiden, 
liegen  auf  drei  Flächen  (m  — «)•"  Ordnung,  die  einem  durch  die 
iV(m  — n)  — 1 Punkte  bestimmten  und  durch  die  Punkte 
(m,  m — «,  m—ti)  gehenden  Flächcnbüschel  (m  — n)*''*  Ordnung  an- 
gchören.  Für  m — 2,  ti=1  erhält  man  den  Salz  Rd.  1,  Art.  l.*)8. 

398.  Au  demselben  Orte  haben  wir  gezeigt,  dass  alle  Flächen 
n*'^  Ordnung,  die  durch  JV(«) — 2 feste  Punkte  gehen,  ausser 
denselben 

(n  — 1)  (Sn"^  — ;i  — 12) 

2.3 

Punkte  gemein  haben;  oder  sind  n*  Systeme  von  Werthen  dreier 
Unhekaimtcn  gegeben,  so  müs.sen,  damit  man  durch  dieselben 
drei  Gleichungen  n'*'"  Grades  genügen  kann,  zwischen  den  Werthen 
jener  Unbekannten  Rediugnngen  in  der  vorigen  Anzahl  staltfindcn. 

Wir  dehnen  jetzt  die  Untersuchung  auf  den  Durchschnitt  von 
Flächen  verschiedener  Ordnungen  aus  und  nehmen  zunächst  an, 
dass  zwei  der  Flächen  von  der  n*““  und  die  dritte  von  der  m**" 
Ordnung  für  m > n sind.  Die  vorigen  Relrachtungen  lassen  dann 
zunächst  schlicsaen,  dass  man  mit  Hilfe  der  zwei  Gleichungen 
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n*'“  (Iradps  aus  ilpr  (ilfucliiing  m‘^'“  Grades  2jV(m  — «)  -|-  2 Glieder 
bcseilijjcn  katiii;  diess  ist  jedoch  nur  richtig  für  m — n < 
Sind  nätniicli  9?  = 0,  1;^  = 0 die  Iteiden  gegehcnen  (ileichuugeu 
«“■“  und  ist  /■  = 0 die  Gleicliung  m*'"  Grades  und  hezeichiieii 
u,  p Functionen  (m  — n)”'“  Grades  mit  willkürlichen  ('.oefficienleu, 
so  kann  man  zu  f den  Ausdruck  («9  -j-  vifj)  addieren  und  da- 
durch in  /"  -j-  u<p  -|-  vif/  so  viele  Glieder  zerstören,  als  (»9)-}- 
willkürliche  Conslanten  enthält;  ist  ahcr  m — n>n,  so  ändert 
sicli  (U93  -|-  nicht,  wenn  man  an  Stelle  von  u und  v die  Aus- 
drücke M -f-  ip  und  V — il9>  setzt,  in  denen  A einen  heliehigen 
Ausdruck  (m  — 2;i)*‘’"  Grades  mit  willkürlichen  Goeriicienten  l>e- 
zeichnet.  Es  muss  also  von  der  Anzahl  der  Goeflicienlen  in  u 
und  V die  Anzahl  derjenigen  in  i ahgezogen  werden,  damit  man 
die  walire  Anzahl  der  Grössen  erhält,  welche  in  (»9)  + vili)  will- 
kürlich sind.  Somit  ist  für  m > 2n  die  Zahl  der  Glieder,  welche 
in  einem  Ausdruck  m*'“  Grades  mit  Hilfe  zweier  Gleirhungen  n'™ 
Grades  zerstört  werden  können,  gleich  2N(m  — «)  — A’(m — 2n) — 1 
und  die  nach  der  Reduction  hieihende  Gliederanzahl 

Af(m)  — 2N{m  — n)  N[m  — 2«)  = fi’(m  — « + 2). 

Ist  aller  m<2n,  so  ist  die  Zahl  der  wegziischafTeuden 
Glieder  gleich  2A'(m  — n)  2. 

Daraus  folgt,  dass  für  m>«,  m < 2;i  der  Ausdruck  ot"’” 
Grades  mit  Hilfe  zweier  Gleichungen  n'™  Grades  auf  eine  Anzahl 
von 

N[m)  — 2iV(m  — n)  — 1 
= „z(,„  _ „ + 2)  - "■ 

o 

Gliedern  reduciert  werden  kann.  .Man  erkennt,  dass  die  Anzahl 
n-{m  — n -f-  2)  auch  für  m > 2n  — 3 richtig  ist.  Man  hat  also 
den  Satz:  Ist  m'^n  und  ist  die  Schnittcurve  zweier 
Flächen  Ordnung  gegeben,  so  dürfen  von  den  in 
derselben  gelegenen  Punkten,  durch  welche  eine  Fläche 
m*'“'  Ordnung  sich  legen  lässt,  die  die  Gurvc  selbst 
nicht  entliält,  nicht  mehr  willkürlich  gewählt  wer- 
werden,  als 

n^(m  — n 2)  — l für  m'^2n  — 3, 
und  nicht  mehr  als 
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n*(m  — « -|"  2)  -|- 
für 


(2  n — m — 1 ) (2  n - 


- tii  — 2)  (2n  — m — 3) 


2 . 3 


_ 1 


III  < 2h; 


und  II  m g e k e li  r l kann 

für  m^2ii — 3 und  für  »h<2h  durch  h’(»h  — n-j-2)  — 1, 
respeclive  durch 

(2n— m— 1)  (2n  — m — 2)  (2h— m — 3) 

"M'"— « + 2)+  — “2 '.'3 ^ 

heliehig  gewählte  I'iinkle  auf  derselhen  eine  Fläche 
Hl'*'  Ordnung  gelegt  werden,  die  die  C ii  r v e nicht  enthält. 

399.  Drei  Flächen  von  den  Ordnungen  m,  h und  h(hi>h) 
.schneiden  sich  mn’  Punkten.  Ist  dann  1)  m > 2n  — 3,  so  sind 
nach  dem  vorigen  Artikel  diese  rnn^  Punkte  durch 

H^(m  — H -)-  2)  — 1 

von  ihnen  bestimmt,  die  in  der  Schnittlinie  zweier  Flächen  h*" 
Ordnung  liegen,  und  zwischen  ihren  Coordinaten  müssen  also 

2 {n*(m  — H + 2)  — N{n)  } 

Bedingungen  erfüllt  sein;  denn  A’(h)  — 1 Punkte  hestimmen  die 
Schnittcurve  zweier  Flächen  h*"'  Ordnung.  Die  Ge.sammtzahi  der 
Bedingungen,  welche  zwischen  den  Coordinaten  aller  »in*  Punkte 
stattfinden  müssen,  ist  daher 

3 <|hih*  — n‘{m  — H -|-2)  2 |»*(m  — n -[-  2)  — A'(n)  | 


= 2n*  (»I  — 2n)  -|-  (n  — 1) 


(14h*  -I-  2h  — 9) 


Ist  aber  2)  »i  < 2n,  so  sind  alle  »in*  Schnittpunkte  durch 


H*(m  — n -(-  2)  -|- 


■ 1)  {2n  — Ml  — 2)  (2n — m — 3) 


— 1 


von  ihnen  bestimmt,  welche  in  der  Schnitllinie  zweier  Flächen 
Ordnung  liegen  und  cs  müssen  zwischen  den  Coordinaten 

2 |„.(„._„  + 2)+  (2»-».-l)(2H-m-2)  [2n-^  _ 

Belationen  stattQnden;  also  in  allem  zwischen  den  Coordinaten  der 
»in*  Punkte 
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.,  ( 5 , (2h-i«  — 1)i2h— Hl— 2){2n— OT— 3)  1 

.UmH’-H-(in— H + J) 

I 1,  f ,,  (Ol  — in— 1)(-H  — m — 2);2« — m — 3)  1 

+ 2|hV  — ;,  + 2j  + '-  A ^ ■-A'Wj 

(2;i  — »I  — 1)(2h  — Hl — 2)(2h — Hl— 3) 
— 3hih-  — n-(w— H-j-2)^ — ^ ,,  — 

J . «> 

_ (h  + 1)  (h  + 2)  (II  + 3) 

3 ° 

— Shih'-*  — iV(ot)  — 2N{n)  -[-  2A'(hi  — n)  -f-  3. 


Für  m = « winl 


welfhe  Anzahl  von  Punkten  immer  in  der  Sehniulinie  zweier 
Flächen  h‘"  Ordnung  liegen  kann,  da  diese  durch  JV(n) — 1 
Punkte  iiestimml  ist.  Daher  ist  hier  die  Anzahl  der  Bedingungen 


V O-  9t  _t_  (2n— Hl— l)(2/i— Hl— 2)(2h— »I— 3) 
' ^ — n ä)  -j 


2.3 


A'(h)| 


gleich  — 2 und  für  m = n muss  also  die  vorher  gegebene  Ge 
sammtzahl  der  Bedingungen  um  2 vermehrt  werden.  Sie  war 
.3hih’  — A’(hi)  — 2jV(h)  -|-  2N(m  — n)  + 3, 
oder  (vergl.  Art.  .398.) 

_ 5n*  — G;i^  — lln  + 12 
2 


400.  Wir  hetrachten  jetzt  den  Fall,  in  welchem  eine  der 
Flächen  von  der  n*‘“  Ordnung  ist,  während  die  beiden  andern 
von  der  m*''“  Ordnung  sind  (m  > >i).  Dann  können  in  der  Gleich- 
ung einer  Fläche  m’"  Ordnung  durch  die  Gleichung  der  Fläche 
Ordnung  N{m  — n)  -|-  1 Glieder  zerstört  werden,  und  es  cr- 
giebt  sich  durch  den  vorhergehenden  ganz  ähnliche  Betrachtungen, 
dass  für  m > n in  einer  Fläche  h‘"  Ordnung  iV(m)  — N{m  — n)  — 2 
und  nicht  mehr  Punkte  angenommen  werden  können,  durch  welche 
eine  Schnittcurvc  von  zwei  Flächen  m*®'  Ordnung  gelegt  werden 
kann,  die  nicht  ganz  in  jener  F'läche  n‘®'  Ordnung  liegt.  Man  kann 
also  mhi  Punkte  für  m ^ n als  Schnittpunkte  einer  F'läche  h‘®® 
Ordnung  mit  zwei  F'lär.hen  hi‘*®  Ordnung  ansehen,  sobald  zwischen 
ihren  Coordinateii 
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3|  m*H  — N{m  — «)-{-2  J. W — — ”)  — 5'(n) — 2 


= »I  n (2  m -f-  " — 4)  — 


— 2 -f"  1 ^ ^ 


Ki'diiigiiiigen  crfülll.  Und  die  Anzahl  dieser  Uedingungen  iniiss 
für  m — n tun  2 vermehrt  werden. 

401.  Sind  endlich  alle  drei  Oherllächen  von  verschiedenen 
Ordnungen  n,  m,  l,  so  gehen  wir  davon  aus,  dass  Imn  — N[f) 
Bedingungen  erfrilll  sein  müssen,  damit  Imn  l’mikte  in  einer 
Kläehe  Ordnung  liegen.  Die  Gleichung  der  Fläche  n*" 
Ordnung  kann  durch  diejenige  der  Fläche  /*•'''  Ordnung  auf 
N{u) — A'(n  — l)  Glieder  rediiciert  werden;  und  damit  dieser  Gleich- 
ung die  Coordinaten  von  Imn  Punkten  genügen,  müssen  daher 
Imn  — A (n)  -|-  N{n  — /)  + 1 Bedingungen  erfüllt  sein.  Was 
endlich  die  Gleichung  m*™  Grades  helrilTt,  so  sind  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden. 

Es  sei  1)  m > « -f-  l.  Bann  wird  durcli  dieselben  Betrach- 
tungen wie  vorher  liewiesen,  dass  die  Gleicliung  Grades  auf 

A’  (m) — A (w — n) — A (m — /)  -|-  A («i  — n — /)  = J w / (2  m — n — / 4) 

Glieder  reduciert  werden  könne.  Und  damit  einer  solchen 
Gleichung  durch  Imn  Punkte  genügt  werde,  müssen 

Imn  — ^ nl{2m  — n — / -j-  4)  -["  1 = ^ « / (n  -j-  / — 4)  -f-  1 

Bedingungen  erfüllt  sein.  Ilaiier  wird  die  Gesammtzahl  der  Be- 
dingungen, welchen  Imn  Punkle  genügen  müssen,  damit  sie  als 
die  gemeinsamen  Schnittpunkte  von  drei  Oberflächen  P",  m'" 
und  n“''  Ordnung  betrachtet  werden  können,  die  keine  gemein- 
schaftliche Schnittcurve  haben,  für  n > /,  m « + / gleich 

2lmn  — A(/)  — A(rt)  -j-  A(h  — Ij  ^nl{n  -j-  t — 4)  -)-  2 
==  2lmn  + nP  — 4«/  — 2fl  — |(/  — 1)  (/  _ 2)  (i  — 3). 

Biese  Zahl  muss  für  n = l um  die  Einheit  vermehrt  werden, 
damit  sie  mit  der  oben  lür  diesen  Fall  gefundenen  Zahl  überein- 
stimmt. Benn  für  n = t kann  die  Gleichung  Grades  durch 
die.  vom  n'"“  Grade  auf  eine  um  Eins  kleinere  Gliederanzahl  redu- 
cierl  werden,  nämlich  auf  N{1),  und  die  Zahl  der  Bedingungen, 
die  erfüllt  sein  müssen,  damit  die  Coordinaten  von  tmn  Punkten 
solcher  Gleichung  genügen,  ist  Imn  — A(/)  -j-  1,  d.  h.  um  Eins 
grösser  als  vorher. 
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Es  sei  2)  »«•<«-}■/•  Dann  bleibt  alles  übrige  w ie  verlier ; 
nur  ist  die  Zahl 

[m  — n — / ^ ”l“  2)  (m  — n — / -|-  3) 

iiiclit  abziiziehen.  Die  Zahl  der  Bedingungen  wird  daher 
= 2lmn  + nH  — 4n/  — 2/2  — |(/  -|-  1)  (/  4.  2)  (/  + 3) 

— 2 — 3 ("  + 1 — 1)  (”  + ^ — »I  — 2)  {«  + / — m — 3). 

Diese  Zahl  ist  für  m==n  oder  n = l um  Eins,  für  n = m=/ 
um  Drei  zu  vermehren. 

Ist  f«  ^ n s®  "'■''‘l  die  Zahl  der  Punkte,  die  man  in 
der  Schnitlcurve  zweier  Flächen  n'"  und  /'"  Ordnung  annchmen 
darf,  damit  durch  dieselbe  eine  Fläche  m'''^  Ordnung  möglich  sei, 

Ist  m > ;i , m > / und  m < n -}"  so  "••'d  deren  Anzahl 

«/  ^OT  “1-2  — ~2~)  “1“  ^ — 4).'ss) 

402.  Wir  wollen  einen  besondern  Fall  der  Bestimmung  einer 
algebraischen  Fläche  hervorbehen,  der  von  Interesse  ist,  nämlich 
den  der  symmetrischen  Flächen. 

Für  solche  Flächen  giebt  es  einen  Punkt  y,  und  eine  Ebene 
von  solcher  Lage,  dass  auf  jeder  durch  dm  Punkt  y,  gebendeu 
Geraden  die  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  eine  Involution  von 
Paaren  bilden,  deren  Doppelpunkte  in  y,-  und  im  Durchschnitts- 
punkte  r,-  der  Geraden  mit  der  Ebene  f,-  liegen. 

Eine  solche  Fläche  fällt  mit  ihrer  entsprechenden  in  einer 
ccntrischen  involutoriseben  Collineation  zusammen,  für  welche 
jener  Punkt  das  Centrum  und  diese  Ebene  die  Collineationsebene 
ist.  *“'’)  Die  Punkte  eines  Paares  entsprechen  einander  als  Bild 
und  Original , die  zugehörigen  Tangentialebenen  der  Fläche  gleich- 
falls, sodass  sich  die  Letztem  in  je  einer  Geraden  der  Ebene 
durcbsclineiden.  .Van  hat  den  bezeiclineten  Punkt  und  die  ge- 
nannte Ebene  als  harmonischen  Pul  und  harmonische  Po- 
lar'ehene  der  Fläche  bezeichnet.  Wenn  der  erstere  unendlich 
fern  ist,  so  verwandeln  sich  die  involutorischen  Reihen  von  Schnitt- 

Salmon.  anal.  Oeom.  d.  Raume».  II.  2.  Aufl.  85 
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punkten  der  von  ilmi  aiisgclienden  Strahlen  mit  der  Fläelie  in 
üynimctrisrhc  Reihen  und  falls  die  Richtung  des  Ccntrums  zur 
Ebene  normal  ist,  auch  die  involutorischen  Ehenenhüscliel  der 
zu  jenen  Schnittpunkten  gehörigen  Tangcntialehencn  in  symme- 
trische Büschel  — die  Fläche  ist  symmetrisch  in  Bezug 
auf  eine  Ebene.  Ist  umgekehrt  die  Ebene  unendlich  fern,  so 
verwandeln  sich  jene  Reihen  in  symmetrische  Reihen  mit  dem 
harmonischen  Pol  als  Ceiilrum  und  die  Tangentialebenen  in  ent- 
sprechenden IhinktcM  werden  parallel,  die  Fläche  ist  symme- 
trisch in  Bezug  auf  ein  Eentrum  oder  sie  hat  einen  Mit- 
telpunkt. 

So  öhertragen  sich  Eigenschaften,  welche  die  Flächen  zweiter 
Ordnung  allgemein  besitzen,  auf  besondere  Flächen  höherer  Ord- 
nungen. Für  ungerade  Ordnungszahl  muss  dabei  von  den  (2t'-j-l) 
Schnittpunkten  nach  dem  Begriff  der  Involution  einer  sich  seihst 
entsprechen,  d.  h.  im  harmonischen  Pol  liegen;  olTenhar  müssen 
auch  die  Hauptlangenten  der  Fläche  im  harmonischen  Pol  zusam- 
meurallen  oder  derselbe  muss  für  sic  ein  parabolischer  Punkt 
sein.  (Vergl.  ,,IIöh.  Curveri“  Art.  171.  f.) 

Wenn  bei  einer  Fläche  von  gerader  Ordnung  mit  harmoni- 
schem Pol  dieser  in  der  Fläche  läge,  so  müsste  er  zwei  Mänteln 
derselben  angehören  und  für  beide  ein  parabolischer  Punkt  sein. 
Im  Falle  der  ungeraden  Ordnung  müsste  derselbe  in  gleicher 
Weise  einer  ungeraden  Anzahl  von  Mänteln  der  Fläche  angehören. 
Die  Tangentialebenen  der  Flächen  in  ihren  Schnittpunkten  mit 
der  harmonischen  Polarebene  gehen  durch  den  Pol,  die  Inflexions- 
langenten unter  den  Erzeugenden  des  helrelTenden  Kegels  — so- 
fern sie  niclit  in  zv»ei  entsprechenden  Punkten  der  Fläche  In- 
flexionstangenten  sind  — haben  ihre  Berührungspunkte  in  der 
Polarebene ; ebenso  die  stationären  Tangentialebenen  — abgesehen 
von  denen  im  Pol  im  Falle  ungerader  Ordnungszahl.  Die  Sin- 
gularitäten einer  solchen  Fläche  kommen  im  allgemeinen  doppelt 
vor,  als  entsprechenden  Punkten  respective  Tangentialebenen  an- 
gehörig; etc.  Nach  dem  Hinweis  anf  die  Curven  dritter  Ordnung 
wird  man  beispielsweise  das  Entsprechende  für  Flächen  dieser  Ord- 
nung leicht  ableiten. 

403.  Man  kann  ohne  Schwierigkeit  die  Besonderheiten 
der  Gleichung  einer  solchen  Fläche  entwickeln.  Ist  der  Punkt 


— 5ir>  — 

+ Strahle  aus  dem  haniionisclien  l'ol  y,-  nach 

dem  beliebigen  Punkte  t,  der  Polarebcne  ein  Punkt  der  Fläche, 
so  muss  auch  äy,-  — jttr,-  ein  Punkt  derselben  sein;  schreiben  wir 
also  die  (lleichnng  der  Fläche  in  der  Form  U = 0,  so  müssen 
(hei  geradem  n)  gleichzeitig  für  alle  Werthe  von  : X die 
(ileirhungen 

i“  U,  + ^ ä— + etc.  = 0, 

ä"  f/y  - i"-'  (a  ^ ^ ^ f/y  — etc.  = 0 

erfüllt  sein  (hei  ungeradem  n mit  Wegfall  des  ersten  Gliedes  und 
Ausscheidung  von  ft),  oder  es  mü.ssen  (im  ersten  Falle)  die  Rela- 
tionen stattlinden  für  Jede  Lage  von  z in  der  Polarebene 
J,V^=0,  e.lc.; 

sodass  wenn  man  für  n,-,  t\,  Wi  als  drei  beliebige  Punkte  der  Polar- 
ebene  die  zi  durch  u,  -(-  avi  ßwj  ersetzt,  die  GoelTicienlen  aller 
Glieder  der  erhaltenen  Kntwickclungen  einzeln  verschwinden 
müssen. 

So  enls|jringen  aus  den  vorigen  Gleichungen  drei,  zehn, 
ein  lind  zwanzig,  etc.  Bedingungen. 

Um  sie  zu  schreiben,  setzen  wir  in  Art.  13.  U — a/",  sodass 
die  Entwickelung  und  die  Bedingungen  für  gerades  n zunächst 
werden 

«y'-’oj  = 0,  «y"  = U,  ...  = 0. 

Die  Bedingungen  durch  Einführung  der  u,  i>,  m werden  dann 

«y"~*«„  = 0,  rty"~'a,.  — 0,  = 0; 

Oy"'*««^  = D,  Uy"“*  0,  ...  Oy"'^fl„*  = 0; 

«y««""'  = 0,  = 0,  . 

Ehen.so  die  für  ungerades  n 

«y"  = 0,  «y"‘*«„*  = 0, 

etc. 

«y“u"~'  — = 0,  Oyfl«"  *Or  = U,  ... 


Oy«,r"  ' = 0. 


.0.  ...  «y”-»a..»  = 0; 

"y  = 0. 
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Ihre  Anzahl  ist  ffir  « = 2fi  im  ersten  Falle 

+ + 

iin  zweiten  Falle  für  ;i  = 2fi*  -f-  1 

K^*+1)  (4^«  + n,.*  + 6): 

es  bleiben  also  nach  Festsetzung  eines  Punktes  als  eines  harmo- 
nischen Pols  und  seiner  Polarebenc  im  ersten  Falle  von  IV(«) 
übrig 

Jp(4^’-t-15^+17) 

nml  im  zweiten  Falle 

i (4ft*3  + 21,u*2  -f  :55^*  + 12) 
zu  wählemle  iledinguugeii;  also  für  n — 1,2,  3,  4,  5 respective 
2,6,  12,  21 , 33  respective  anstatt  3,  9,  19,  34,  55, 

Da  nun  die  Festsetzung  der  harmonischen  Ebene  für  sieh, 
weil  sie  ihre  Coordinaten  von  den  Coeflicienten  der  Flächen- 
gleicluing  abhängig  macht,  diei  Bedingungen  giebt,  so  erklären 
sich  die  Besonderheiten  der  beiden  ersten  F'älle  ohne  Wieder- 
sprueb.  Im  Falle  der  L'ntersuchung  der  Symmetrie  würde  mau 
die  beiden  Fälle  der  Symmetrie  in  Bezug  auf  ein  Centrum  und 
in  Bezug  auf  eine  Ebene  in  Cartesisrhen  Coordinaten  getrennt 
durchführen  und  dieselben  Ergebnisse  erhalten. 

404.  Unsere  Untersuchungen  betrelTeii  ferner  die  Frage 
nach  der  Ordnung  und  dem  Gewicht  der  Systeme  von 
G leicliungen. "’-) 

Für  k Gleichungen  zwischen  k unabhängigen  Veränderlichen 
ist  die  Anzahl  der  ihnen  genügenden  Gruppen  gemeinschaftlicher 
Werthe  der  Letztem  gleich  dem  Product  der  Grade  dieser 
Gleichungen.  So  wie  man  nun  bei  zwei  und  bei  drei  Gleichungen 
mit  zwei  respective  drei  Variabelu  durch  eine  solche  Werthegruppc 
einen  Punkt  in  der  Ebene  respective  einen  Punkt  im  Raume  bestimmt 
und  denselben  als  geomelri.sehes  Bild  benutzt,  so  wollen  wir  in  alge- 
braischer Erweiterung  für  ein  System  von  k Gleichungen  mit  k un- 
abhängigen Variabein,  welche  sie  in  den  Gerailen 
respective  enthalten,  den  Ausdruck  brauchen,  dass  sie  Imn... 
„Punkte"  bestimmen  — was  also  nichts  Anderes  sagt,  als  dass 
sich  so  viele  Gruppen  gemeinsamer  Werthe  der  Variabein  ans 
ihnen  ergeben;  und  wir  wollen  diese  Zahl  die  Ordnung  des 
Systems  der  Gleichungen  nennen 
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Ans  (/i-  — 1)  Gleichungen  zwisclien  k iiiiHliliniigigen  Variahein 
ergieht  sich  für  jeden  angenomnienen  Werth  der  einen  eine  Anzahl 
von  Gruppen  von  Werllien  der  nhrigen,  und  somit  eine  einfach 
unendliche  Ileihc  von  „l'iinklen“,  wir  sagen  eine  „Gnrvc“.  Com- 
hinieren  wir  allgemeiner  mit  dem  gegehenen  System  von  Gleichnngen 
eine  willkürliche  Gleichung  ersten  Grades,  so  erhallen  wir  eine 
liestimmte,  dem  Product  der  Grade  gleiche  Zahl  von  Punkten,  die 
wir  als  die  Ordnung  der  Curve  hczeichnen. 

Mil  (Ä-  — 2)  Gleichnngen  erhallen  wir  ganz  ebenso  ein  zwei- 
fach unendliches  System  von  ,, Punkten“  oder  eine  „Klächc“; 
die  Gombinalion  des  Systems  mit  einer  willkürlichen  Gleichung 
ersten  Grades  giebt  eine  „Curve“,  deren  Ordnung  das  Product 
der  Grade  ihrer  Gleichnngen  wäre,  und  diese  oder  die  Zahl  der 
Punkte,  welche  zwei  willkürliche  lineare  Gleichnngen  mit  dem 
System  bestimmen,  ist  die  Ordnung  der  Fläche. 

Wir  übertragen  diesen  Ausdruck  als  Ordnung  des  Systems 
von  G leicbuiigen  auf  jeden  andern  Fall;  wir  ergänzen  die  Zahl 
der  Gleichnngen  durch  willkürliche  lineare  Gleichungen  zur  Zahl 
der  Unbekannten  und  bestimmen  die  Zahl  der  gemeinsamen 
Werthegrnppen. 

405.  Wenn  wir  (A  -}-  1)  Gleichungen  zwischen  k unab- 
hängigen Variahein  iiabeii,  deren  Grade  etc.  sind,  so 

können  wir  die  Variabein  eliminieren  und  erhalten  eine  llesnllantc, 
in  welche  die  Coefficienten  jeder  Gleichung  in  einem  Grade  ein- 
gehen,  der  dem  Producte  der  Grade  der  übrigen  Gleichungen 
gleich  ist.  Für  vier  Gleichungen  von  den  Graden  /,  m,  n,  r wird 
daher  eine  Grösse,  die  in  den  respectiven  Graden  l,  /i,  v,  q in 
die  bezüglichen  Coefricienlen  eiugehl,  im  Grade 
kmnr  -|-  (inrl  -j-  vrlm  -j-  flmn 
in  der  Resultante  auflrcten.  Wir  wollen  nun  die  Grade  A,  p.  e,  p. 
in  denen  die  Gleichungen  eine  solche  nicht  eliminierte  Grösse 
enthalten,  als  ihre  respectiven  Gewichte  bezeichnen  und  haben 
dann  in  dem  vorigen  Ausdruck  das  Gewicht  der  Resultante 
oder  des  Systems,  und  den  Satz,  dass  dasselbe  gleich  ist 
der  Summ  oder  Producte  aus  den  Gew  ich  len  der  einzelnen 
Gleichungen  in  die  Ordnungen  der  jedesmal  übrigen. 

Diess  bleibt  zudem  wahr,  wenn  das  gegebene  System  in 
Theilsystenie  zerlegt  wird;  es  bilden  z.  B.  die  beiden  ersten 
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('.li'iclimigcii  ein  Syslfin  von  di>r  Ordnung  Im  und  dem  Geniclil 
(ilm  -|-  fil)  und  die  lulztcii  beiden  ein  Sysicm  von  der  Ordnung 
nr  lind  dein  Gewidil  (er  + 9«).  sodass  nacli  unserem  Salze  das 
Gewicht  des  Systems  aus  beiden  Paaren  den  Werlh 
«r(Am  -|-  fil)  + lm[vr  Q»)' 
erbält,  der  von  dem  Obigen  nicbl  verschieden  ist. 

406.  Wenn  wir  zu  den  /;  Gleichungen  mit  ebenso  vielen  uii: 
abhängigen  Veränderlichen,  welche  Imn  . . . Punkte  repräsentieren, 
eine  weitere  Gleichung  hinzufügen,  welche  für  einige  der  besagten 
Punkte  erffillt  ist,  für  andere  nicht,  so  haben  wir  ein  System 
von  (k  + 1)  Gleichungen  gebildet,  welches  Punkte  repräsentiert, 
d.  h.  welches  durch  eine  gewisse  Anzahl  von  Werthegruppen  der 
Veränderlichen  befriedigt  wird,  eine  Zahl  jedoch,  welche  im  All- 
gemeinen kleiner  ist,  als  das  Product  der  Grade  von  irgend  k 
unserer  Gleichungen.  Die  Fälle,  in  denen  eine  Anzahl  Punkte 
in  keiner  andern  als  der  hier  geschilderten  Weise  ausgedrückt 
werden  kann,  sind  nicht  selten.  Für  p als  Primzahl  z.  U.  kön- 
nen p Punkte  einer  Ebene,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen, 
nicht  als  Durchschnittspunkte  von  zwei  Curven  bestimmt  werden, 
da  irgend  zwei  durch  sic  bindurchgelcgte  Curven  ausser  ihnen 
immer  noch  andere  Punkte  gemein  haben  müssen;  erst  durch 
llinzufügung  einer  dritten  Curve,  welche  jene  p Punkte,  aber 
keinen  dieser  übrigen  enthält,  können  wir  sie  vollständig  defi- 
nieren — nämlich  als  die  einzigen  Punkte,  die  allen  drei  Curven 
gemeinschaftlich  sind.  Es  ist  nöthig,  in  einer  Reihe  von  Fällen, 
in  denen  ein  System  von  Punkten  durch  mehr  als  k Gleichungen 
deriniert  ist.  Regeln  zur  Bestimmung  der  Ordnung  des  Systems, 
d.  h.  der  Zahl  von  Werthegruppen  der  Veränderlichen  zu  ent- 
wickeln, die  alle  Gleichungen  desselben  befriedigen. 

Und  wenn  anderseits  ein  System  von  (k  — 1)  Gleichungen 
eine  einfach  unendliche  Reibe  gemeinsamer  Werthegruppen  zulässt, 
so  können  wir  durch  Flinzufügung  einer  weiteren  Gleichung  einen 
Tbeil  dieser  Reihe  ausschliessen,  indess  der  andere  mit  allen  ihm 
angehörigen  Werthegruppen  auch  sie  befriedigt.  Dann  liefern 
— 1)  Gleichungen  eine  zusammengesetzte  Curve  und  es  sind 
alle  k Gleichungen  nöthig,  um  denjenigen  Theil  derselben  zu  de- 
Onieren,  dessen  Punkte  allen  Gleichungen  genügen.  Wir  wollen 
die  Ordnung  und  das  Gewicht  für  derartige  Systeme  von  Gleichungen 
bestimmen. 
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407.  Das  einfachste  Deispiel  eines  snicheii  Systems  ist  die 
Determiiiaiitcngnippe 

:i  'V  = (, 

p , w 

oder 

VW  — r w = 0 , wu'  — w' « = 0 , II V — u V = 0. 
Sclireilil  man  diese  Gleirlningen  in  der  Form 
u : u = V : V = w : w, 

so  sicht  man  sofort,  dass  Werthe  der  Variahein,  welche  zwei  von 
ihnen  befriedigen,  auch  der  dritten  im  Allgemeinen  genfigen 
mnssen  — ausser  in  den  Fällen,  wo  entweder  h,  u oder  v,  v 
oder  w,w'  gleichzeitig  Null  sind,  da  dann  zwei  der  Gleichungen 
befriedigt  sind , die  dritte  aber  nicht.  Damit  ist  der  Weg  zur 
Bestimmung  der  Ordnungszahl  des  Systems  gewiesen.  Sind  /,  m,  n 
die  respectiven  Grade  von  u,  u';  von  v,  v und  von  w,  w\  so  sind 
die  Grade  der  beiden  ersten  Gleichungen  m -f-  «,  « + / und  die 
Ordnung  ihres  Systems  (m  -j-  «)  («  -j-  /) ; aber  die  in  diesem 
System  mit  enthaltenen  Werthe,  für  welche  ;p  und  nf' gleichzeitig 
verschwinden,  genügen  der  dritten  Gleichung  nicht  und  da  sie 
ein  System  von  der  Ordnung  ti‘  bilden,  so  ist  die  Ordnung  des 
Gesaromtsystems  m«  -f- 

Da  unsere  Gleichungen  als  Resultante  der  Elimination  des 
Parameters  Jl  zwischen  den  Paaren  aus  » + ^''  ==0, 

rp  + A w'  = 0 angesehen  werden  können,  so  haben  wir  in  ihnen 
für  zwei  und  für  drei  unabhängige  Veränderliche  respective  den 
Ausdruck  der  von  drei  projectivischen  Curvenbüscheln  von  den 
Ordnungen  l,  m,  n in  derselben  Ebene  erzeugten  Punkte  oder 
der  von  drei  projectivischen  F'lächenbüscheln  erzeugten  doppelt 
gekrümmten  Curve. 

Denken  wir  ebenso  ein  System  mit  drei  Zeilen  und  vier  Ver- 
ticalreihen 

» >•  nt  ' 

U , H , \i  \ 

V,  V,  v’,  v"  = 0, 

t ••  ttt 

W,  W f W , W 

so  betrachten  wir  die  durch  Unterdrückung  der  dritten  respective 
vierten  Reihe  entstehenden  Determinanten,  d.  h.  in  entwickelter 
F'orm  die  Gleichungen 


Digitized  by  Google 


TT 


— 520  — 


u"  {vtv  — V tv)  -|-  v'  (nni  — w' u)  -{-  (uv  — u't')  = 0, 
u "(vtv  — V w)  -f-  v"(nni  — n’’u)  n/"(uv  — u'r)  = 0 
und  henu'rkcn,  dass  dieselben  diiri'li  alle  diejenigen  Wertlic  be- 
friedigt werden,  welche  den  Gleichungen 

vrv'  = V tv,  tv  u ==  w'  u,  uv  = u V 
genügen,  während  diese  Werthe  das  Verschwinden  der  andern 
beiden  Delerniiiiantcn  des  Systems  nicht  bewirken.  Wir  haben 
also  von  (/  -|-  m -f-  «)*,  der  Ordnung  des  Systems  der  beiden 
entwickelten  Gleichungen,  die  eben  vorher  bestimmte  Ordnung  des 
Systems  der  letzten  Gleichungen  (mn  nl  -j-  /m)  abzuziehen  und 
erhalten  in  dem  Rest  (P-\-m^-\-ti‘-\-tnn-\-nl-\-ltn)  die  Ordnung 
des  Systems  der  Determinanten. 

Wir  können  dasselbe  als  Resultat  der  Elimination  von  zwei 
Parametern  A,  zwischen  den  vier  Gleichungen 

= u"'  -f-  A v"  + p tv"  = 0 

anschen  und  sic  drückt  diejenige  Cnrve  aus,  welche  allen  den- 
jenigen Flächen  zugleich  angehürt,  die  durch  Elimination  der 
Parameter  zwischen  den  verschiedenen  Gruppen  von  dreien  dieser 
Gleichungen  ausgedrückt  werden;  diese  Flächen  sind  die  Erzeug- 
nisse von  je  drei  projectivischen  Gebilden  zweiter  Stufe  (Netze, 
Bündel},  die  Curve  ist  das  Erzeugniss  von  vier  solchen  Gebilden. 

408.  Für  den  allgemeinen  Fall  von  (i  -j-  2)  Gleichungen  mit 
I linear  in  ihnen  auftretenden  Parametern  entsteht  in  gleicher 
Weise  ein  Determinantensystem 


IMo  + “o  1 ^1  + “o 

i,  -"^o  + «I  1 -*l  + "l 


, Ai  a„ 

, Ai  a^ 


= 0 


^0  "f”  "i— 1>  ^1  -f"  «i-l  p • • • -^1  <*i— ll! 


von  (i  -|-  1)  Reihen  und  i Zeilen.  Wenn  man  von  dem  System 
des  vorigen  Art.  mit  vier  Reihen  und  drei  Zeilen  zu  einem  sol- 
chen mit  fünf  Reihen  und  vier  Zeilen  übergeht  und  in  gleicher 
Weise  fortschreitet,  so  erkennt  man  die  Richtigkeit  einer  allge- 
meinen Regel,  die  wir  begründen,  indem  wir  zeigen,  dass  ihre 
Richtigkeit  für  (i  -f-  i)  Reihen  aus  der  für  t Reiben  folgt. 

Wir  nehmen  an,  dass  die  Elemente  des  obigen  Determinan- 
tcusystems  zugleicli  die  Ordnungszahlen  derselben  als  Functionen 


521 


der  Variabelii  ausdrückeii,  sodass  die  Krilien  und  Zeilen  des 
Systems  in  den  Ordnungszalilcn  ihrer  Elemente  äquidilTerenl  sind 
und  wir  bezeichnen  durch  s,  und  die  Summe  aller  Ordnungen 
«Q  -f-  “i  • “>■— it  •'»‘1  ‘Ji®  Summe  aller  Producte  derselben  in 
Paaren  a„«,  «„Oj a,_äa,_) ; ebenso  durch  5,  und 
die  gleichgcbildeten  Summen  für  die  Ordnungszahlen  Dann 
ist  die  Ordnung  des  Systems,  z.  11.  die  Ordnung  der  Curve  aus 
I 2 projcctivischen  Systemen  P"  Stufe,  gleich 

^12  + (^1  + ®l)  *1  ^12- 

Denn  wenn  wir  die  durch  Unterdrückung  der  ersten,  respective 
der  zweiten  iteihe  gebildeten  Determinanten  betrachten,  so  sind 
sic  von  den  Ordnungen  S,  — 5,  — A^  und  bilden 

also  ein  System  von  der  Ordnung  (s,  + S,  — (.v,  + S,  — ^i). 

Aber  diese  beiden  Determinanten  verschwinden  für  alle  die- 
jenigen Wertbe,  welche  die  sämmlliihen  Determinanten  des  nie- 
drigem Systems  verscliwinden  machen,  das  durch  Unterdrückung 
beider  ersten  Ileihen  aus  dem  gegebenen  hervorgeht,  während 
für  dieselben  Wertbe  die  andern  Determinanten  des  gegehenen 
Systems  nicht  verschwinden.  Wir  müssen  also  von  dem  vorhin 
hezeichneten  Product  die  Ordnung  des  niedigeren  Systems  ah- 
ziehen,  um  die  Ordnung  dos  gegehenen  Systems  zu  erhalten. 

Jene  Ordnung  des  niedrigeren  Systems  aber  können  wir  be- 
rechnen, wenn  wir  die  Wahrheit  des  behaupteten  Gesetzes  vorans- 
setzen  Wir  denken  dazu  in  demselben  die  Zeilen  als  Ileihen  und 
die  Ileihen  als  Zeilen  geschrieben,  sodass  das  neue  S,  und 
mit  dem  alten  s, , respective  übereinstimmen  und  das  neue  Sj 
gleich  dem  allen  S^  — Aq  — A^  und  das  neue  S|j,  die  Summe 
der  Producte  A^A^  -f-  A^A^  gleich  ist 

^12  — (^0  + ^1  + + ^0^1  + 

Daher  ist  nach  der  vorausgesetzten  Hegel  die  Ordnung  des  nie- 
drigeren Systems 

~~  ^12  + (-^1  + -"^l)  + ^0-^1  + *1  (^1  ^0  ~ + *I2I 

und  die  Subtraction  dieser  Zahl  von  (s,-f-S, — A^]  («i-j-S,  — A^) 
giebt  wieder 

^12  + *1  (^1  + *l)  ~ *12  , 

Da  nun  unsere  Regel  für  den  Fall  von  zwei  Zeilen  und  drei 
Reihen  mit  Leichtigkeit  bewiesen  wird,  so  folgt  sie  für  die  Fälle 
von  drei,  vier,  etc.  Zeilen  und  vier,  fünf,  . . . Reihen  und  gilt 
allgemein. 
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In  (l<‘ii  Aiiwpmliingen  liabrii  wir  im  Allgemeinen  cntwcilcr 
oder  a„  gleich  Null.  Sinil  alle  Iteihcn  von  derselben  Ordnung, 
so  sind  die  tii  sämintlieli  gleich  Null  und  daher  auch  s,,  gleich 
INull,  die  Ordnung  <lcs  Systems  also  gleich  Sjj. 

409.  Wir  können  in  analoger  Weise  verfahren,  um  das  Ge- 
wicht des  im  letzten  Art.  hclrachtctcn  Determinantensystems  zu 
hestiinmen. 

Indem  wir  mit  dem  einfarhsten  Kalle  beginnen,  nehmen  wir 
an,  dass  das  System 

Im,»,«’ 

j'  II  , V,  w 

mit  einer  andern  Gleichung  oder  mit  mehreren  Gleichungen  ver- 
bunden werde,  um  die  Variahein  zu  eliminieren.  [Sun  enthält  das 
Itesultat  der  Elimination  zwischen  uv'  = uv  = 0,  uiv  = u'w—Q 
lind  irgend  welchen  andern  Gleichungen  diu  Resultante  von 
K = 0,  1/ = 0 und  diesen  andern  Gleichungen  als  einen  Factor. 
Wenn  wir  diesen  Factor  ausschliessen,  so  erhallen  wir  dasselbe 
Resultat,  als  wenn  wir  zwischen  uv'  = uv,  vm  = v'w  und  den 
übrigen  Gleichungen  eliminiert  und  dann  denjenigen  Factor  aus- 
geschieden  hätten,  der  durch  Elimination  zwischen  »=0,  r'=0 
und  den  übrigen  Gleichungen  erhalten  wird. 

Zur  Erläuterung  der  Methode  nehmen  wir  an,  dass  u,  u; 
V,  v;  tv,  m rcspcctive  eine  nicht  eliminierte  Grösse  in  den  Graden 
ä,p,  V enthalten  und  dass  wir  mit  den  Deternnnanten  des  ge- 
gebenen Systems  eine  andere  Gleichung  ij  = 0 von  der  Ordnung  r 
zu  verbinden  haben,  die  diese  nicht  eliminierte  Grösse  im  Grade 
p enthält.  Diese  Grösse  tritt  dann  in  die  Resultante  von  ß = 0. 
Mt'  — uv  — 0,  um  — um  = 0 im  Grade 

?(/  + »0  (/  + «)  -f  r .1  (/  -f-  ot)  (A  + v)  -f  {/  -f-  n)  (i  -f  f)  } 

ein.  Die  Resultante  von  Tl  = 0,  it  = 0,  u - 0 enlhfilt  aber 
dieselbe  Grösse  im  Grade 

p/''  + 2r/l 

und  wenn  man  diesen  Factor  von  der  vorigen  Resultante  trennt, 
so  erhält  man  als  Rest 

p (mit  -j-  nt  -f-  /m)  -j-  r ^ A(m  -(-  m)  -j-  (n  -f-  /)  -f-  •’  (/  -f-  »«)  } • 
Und  in  diesem  Ausdruck  ist  der  die  Grösse  p multi|ilicierciide 
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Factor  die  Ordnung  des  Systems  der  drei  Determinanten,  und  der 
die  Grösse  r multiplicicrcndc  dagegen  das  Gewicht. 


410.  Nachdem  wir  so  das  Gewicht  eines  Systems  von  zwei 
/eilen  und  drei  Reihen  gerimden  haben,  können  wir  wie  in 
Art.  408.  Schritt  für  Schritt  zu  dem  Gewicht  eines  Systems  von 
i /eilen  und  i -f~  ^ Reihen  gelangen. 

Behalten  wir  für  die  Ordnungszahlen  die  Bezeichnung  des 
Art.  10.  und  setzen  wir  fest,  dass  die  Gewichte  der  Elemente, 
d.  Ii.  diu  Grade,  in  denen  sic  die  nicht  zu  eliminierende  Variable 
enthalten,  durch  dieselben  mit  dem  Strich  bezcichneten  Symbole, 
also  .4®'  -j-  Og,  Ay  -)-  etc.  -j-  o,',  etc.  dargestellt  werde, 
so  wird  die  Formel  für  das  Gewicht  aus  derjenigen  für  die  Ord- 
nungszahl abgeleitet,  indem  man  an  ihr  die  Operation  vollzieht 


, ^ t (I  , , t H , , a , 

+ "^1  + "(I  ATT  + AA  + 


d o„ 


da. 


d.  h.  das  Gewicht  ist  durcli  den  Ausdruck  bezeichnet 


^ ) + *1  -j-  2 .£  {a„«„ ) -(-  ^ (oo'O’li 

oder  den  gleichbedeutenden 

(^1  + *i)  + */)  + ^ Ko'o’)  — 

welcher  das  Ergebniss  des  Vollzugs  der  Operation  X'  -’-y-  -|-  . . 

an  dem  Ausdruck  Su  -1-  (A’,  -f-  s,)  s,  — s,j  ist. 

411.  Wir  nnlersuchen  zuerst  Ordnung  und  Gewicht  des 
Systems  von  Bedingungen,  unter  welchen  die  beiden 
Gleichungen 


“o<"'  + «if'"“'  -f  etc.  = 0, 

Oj'r  -(-  a^'t''~^  -|-  öj't""*  etc.  = 0 

zwei  gerne inschaftlicbc  Wurzeln  besitzen. 

Damit  diess  der  Fall  sei,  müssen  offenbar  zwei  Bedingungen 
erfüllt  sein,  und  wenn  i ein  Parameter  ist,  a„,  a,,  etc.  aber  Func- 
tionen der  Coordinaten  bezeichnen,  so  bestimmen  diese  Be- 
dingungen eine  Curve  im  Raume. 

ln  der  Thal  aber  erhalten  wir  nicht  zwei  Bedingungen,  son- 
dern ein  System  von  solchen,  von  denen  keine  zwei  hinreichen, 
um  jene  Curve  zu  bestimmen.  Diese  Bedingungen  sind  nach  dem 
Art.  45.  der  „Vorlesungen"  die  Determinanten  des  Systems 


Digitized  by  Googic 


524 


“01 

«1  > 

flj  t • • 

0 , 

a„. 

«1  . • • 

0 , 

0 , 

n„,  . . 

/ 

"o- 

a,  , 

0 , 

a„'. 

a,'.  . . 

in  w'elclii'in  die  erste  Linin  («  — l)fadi,  d 
nicderliull  ist.  die  also  (m  -f"  n — 2) 
(m  n — 1)  Verlicalreitien  hat. 


e zweite  (m — Ijfacli 
Ilorizoiitalreilien  mul 


Pas  Problem  ist  somit  ein  spccieller  Fall  des  im  Art.  408. 
betrachteten. 


Wir  setzen  die  Grade  der  eingefülirten  Functionen  als  äqui- 
dilTerent  voraus,  d.  Ii.  wenn  die  Grade  von  o„,  a„'  respcctive 
gleich  A und  ^ sind,  so  sollen  die  Grade  von  a,,  u,'  gleich 
il  -f"  f*  "i"  'be  von  (»2>  “2"  gleich  l-j-2a  , p-|-2a  sein.  etc. 

lim  die  Ordnung  des  Systems  zu  rinden,  benutzen  wir  die 
Formel  des  Art.  408.  in  einer  zweckmässigen  Modifleation.  Die 
Grösse  S,^  -|-  s,(s,  S,)  — s,2  ist  auch  + + 

wenn  die  Summe  der  Quadrate  der  dort  mit  at  bezcichnelen 
Grössen  ausdrückt. 


Um  sie  auf  iinsern  Fall  anzuwenden,  können  wir  die 
etc.  des  Art.  408.  als  0,  a,  2a,  etc.  und  diu  a„,  a,,  o.,,  etc. 
als  H,  4 — «,  A — 2o,  etc.  nehmen. 


Dann  ist  S^  die  Summe  von  (m  -j-  ” — 2)  Gliedern  der 
Iteihe  o,  2«,  3«,  etc.,  d.  h.  Tür  m n = h 


c (A-l)(A-2); 
S,  = 1:2 “• 


Ebenso  ist  5,2  die  Summe  der  Producle  derselben  Grössen 
zu  zweien,  d.  h. 

, (A--  l)(A--2)(A  -3)(3*-4)  2 

“ “1.  2. “3. 4 " • 


Ferner  ist  s,  die  Summe  von  (n  — 1)  Gliedern  der  Reihe 
A,  A — a,  A — 2a,  etc.  und  von  (m  — 1)  Gliedern  der  Reihe 
fl,  fl  — a,  fl  — 2o,  etc.,  also 

= l)f(  — ^o{(n  - 1)(«  — 2)  + (m  — l)(m  — 2)J  . 
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Endticli  $2  Summe  der  Quadrate  derselben  Grössen  in 
Paaren,  also 

s.^  = (n  — — l)f** — (” — 2) — (■*“(”•  — !)('” — 2) 

, 2 /(«  — j)  («  — 2)  (»  — 3)  (m  — 1)  — 2)  {m  — 3) 

I r:2.3  1 ;2. 3 

Durch  Vereinigung  dieser  Glieder  erhält  man  die  Ordnung 
des  fraglichen  Systems 

= J n (n  — 1)  il*  ^ m (»I  — 1)  (c*  -|-  (»»  — 1)  ("  — 1) 

.J  n [n  — 1)  {2m  — 1)  Aa  -(-  J m {m  — 1)  (2;i  — 1)  jia 
-f  \ mn  (m  — 1)  {«  — 1)  a\ 

Eine  Anwendung  dieser  Regel  enthält  bereits  Art.  21G. 

Wenn  die  Resultante  der  Gleichungen 
0^,1"'  -(-  «1  -j-  etc.  — ü,  flg'r  + rt,'/"“*  etc.  = 0 

eine  Fläche  bestimmt,  so  ist  die  hier  betrachtete  Curve  eine 
Doppelcurvc  in  derselben. 

Wenn  alle  die  Funclionen  n„,  a, , etc.  vom  ersten  Grade 
sind , so  ist  die  erzeugte  Fläche  eine  Regelfläche  und  indem  man 
1 und  0 = 0 in  die  vorige  Formel  einsetzt,  erhält 
man  die  Ordnung  der  Doppelcurve 

= ^ (m  -f-  ” — 1)  ("*  H"  ” — 2). 

Selzen  wir  beide  betrachteten  Gleichungen  als  von  demselben 
Grade  w = ri  voraus,  so  können  wir  A -j-  p =;u,  Ap  = y setzen 
und  die  nämliche  Formel  giebt  für  die  Ordnung  der  Doppelcurve 
die  Formel 


i n («  —!)(/>  + na)  { p + (n  — 1)  o}.  — («  — 1)  q. 


412.  Wenn  die  Grade,  in  welchen  die  nicht  eliminierten 
Veränderlichen  in  die  Elemente  eintreten,  mit  den  gleichen  aber 
mit  Strich  hehartelen  Buchstaben  bezeichnet  werden,  welche  ihre 
Grade  in  den  eliminierten  Variabein  ausdrückten,  so  wird  die 
Formel  für  das  Gewicht  aus  der  vorigen  durch  Vollzug  der 
Operation 


, d , d 

p h o — 

dp  ‘ da 


erhalten,  das  Gewicht  ist  daher 


n {n  — 1)  A A’  -(-  OT  (m  — 1)  p p’  -|-  (;«  — ■ 1)  (;i  — 1)  (ilp'  -f-  A'p) 
i n[n  — l)(2»i — l)(Ao'-|-A'a)-f- ^ m (/«  — l)(2n—  1)  (pa'-(-p'o) 
-|-  mii{m  — 1)  (n  — 1)  oo'. 
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413.  Das  nächste  System,  weiclies  «ir  disciiliiTeii  wollen, 
ist  (la.sjeiiige,  welches  durch  die  Itedingungen  gehildet  wird, 
unter  «lenen  die  drei  0 1 e i c h u n g e n 

-(“  *’**'•  ~ ”1"  -f“  ~ 

+ «,'■/"->  + etc.  ■=  0 

einen  geineinschartlichen  l''actor  hesilzen. 

Das  System  kann  diiiTh  die  drei  (Weichungeii  re|iräsenliert 
werden,  welche  man  durch  die  Eliminaliun  von  I zwischen  den 
Paaren  der  gegehenen  Gleichungen  erhält,  und  ist  zwei  Be- 
ilingungen  äijuivalent.  Die  ürdnung  des  Systems  kann  gerundeii 
werden , indem  inan  aus  den  Gleichungen  die  Variahein  eliminiert, 
welche  implirile  in  «/g,  n,,  Oj  enthalten  sind,  wobei  die  Ordnung 
der  resiilliercnden  Gleirhung  in  / die  Ordnung  des  Systems  be- 
stimmt. 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Ordnungen  von  Og,  a„',  in 
X,  y,  z gleich  A,  p,  v unil  die  von  a"  rcspective  gleich 

il  — 1,  fl  — 1,  V — 1,  etc.  sind  und  denken  wir  den  recijiroken 
Werth  von  t als  eine  vierte  Veränderliche,  so  sind  diese  Gleichungen 
von  den  Ordnungen  k,n,v  und  bilden  ein  System  von  der  Ord- 
nung Xfiv.  Aber  das  System  der  Werthe  ar  = 0,  y = 0,  z = 0 
ist  ein  vielfacher  Punkt  in  den  drei  Gleichungen  von  den  Ord- 
nungen i — I,  fl  — m,  V — ti  respective  und  die  Ordnung  wird 
daher  um  (A  — /)  (fi  — m)  (v  — n)  rcduciert.  Sic  ist 

/fiv  -|-  mei  -j-  «Afi  — A»i«  — fin/  — i'/m  imn. 

Wenn  die  Ordnungen  von  n,,  n,',  a.j,  «,/,  etc.  gleich  A 
fl  -|-  o,  A -)-  2a,  fl  -)-  2a,  etc.  sind,  so  wird  die  Ordnung  des 
Systems 

luv  -|-  mvX  -|-  «Afi  -)-  n(m«A  -j-  w/fi  -)-  Imv)  a'‘lmn 

Sein  Gewicht  eriebt  sich  durch  die  Operation  A'  y-  -f-  etc. 
und  ist 

= / (fl  e'  fi'v)  m (v  A’  -j-  e’A)  -j-  n (A  fi'  -j-  A’fi)  -j-mri  [a  A’  -j-  a’  Aj 
, -|-  «/(«fl  -[-  a'fi)  lm(av'  a’v)  — 2ltnnaa', 

414.  Es  ist  ein  spccieller  Eall  der  vorhergehenden  Aufgabe, 
das  Gewicht  und  die  Ordnung  des  Systems  von  Be- 
dingungen zu  finden,  welches  erfüllt  sein  muss,  damit 
eine  Gleichung 

«„/"  -|-  -|-  etc.  *=  0 
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drei  gleiche  Wurzeln  habe.  Uenn  diese  Ücdingiingeii  uerdeii 
geruuden,  indem  inan  aiisdrnckt,  dass  die  drei  z« eilen  Difl'erenlial- 
gleicliiiiigen  einen  genieinscliariliclien  Factor  besitzen.  Man  hat 
dalier  in  die  vorigen  Ausdrücke  die  Substitutionen 
II  — 2 für  /,  m und  ii;  ü « für  n und  A -j-  2o  für  v 
zu  inarlien  und  lindet  die  Ordnung  des  Systems 

— 3 (;i  — 2)  A (A  -j-  ;i«)  -(-  « (;i  — 1)  («  — 2j  a- 
uiid  in  derselben  Weise  sein  Gewicht 

= fi(«  — 2)  AA'  -f-  3n(«  — 2)  («‘A-f-oA'}  — 2ri  (n — 1)  («  — 2)ua. 

Um  ferner  Ürdnung  und  Gewicht  des  Systems  von  Be- 
dingungen zu  rinden,  für  welches  dieselbe  Gleichung  zwei  ver- 
.schiedeiie  Paare  gleicher  Wurzeln  hat,  bilden  wir  zuerst  nach 
Art.  411.  die  Ausdrücke  für  Ordnung  und  Gewicht  des  Systems 
von  Bedingungen,  für  welches  die  zwei  ersten  Uiffereiiliale 
rtjl"  ‘ etc.  = 0,  etc.  = 0 

zwei  gemeinschaftliche  Facturen  besitzen,  und  subtrahieren  nach- 
her respective  Ordnung  und  Gewicht  des  im  ersten  Theil  dieses 
Artikels  belrachtetcn  Systems.  Das  Krgebniss  ist,  dass  die  Ordnung 
= 2 (»I  — 2)  (n  — 3)  A (A  -j-  n«)  -j-  ^ n [ti  — 1)  (n  — 2)  (n  — 3)a^ 
und  das  Gewicht 

= 4 (n  ^ — 2)  («  — 3)  AA'  -|-  2n  (n  — 2)  (n  — 3)  (a'A  -{-  «A') 

-f-  H («  — 1)  («  — 2)  {n  — 3)  aa 

ist. 

41f).  Man  sagt  von  zwei  Systemen  algebraischer  Formen, 
dass  sie  sich  durchschneiden , wenn  sie  einen  ,,1‘unkl"  oder 
,, mehrere  Punkte“  gemein  haben,  d.  h.  wenn  beide  durch  dieselben 
Gruppen  von  Wcrlhcn  der  Veränderlichen  befriedigt  werden.  Man 
sagt  ferner,  eine  „Flüche"  enthalte  eine  ,,Gurve",  wenn  jede 
NVerthegruppe,  welche  die  (A  — 1)  Gleichungen  der  Curve  be- 
friedigt. auch  den  (A  — 2)  Gleichungen  der  Fläche  genügt.  In  dem 
Falle  von  vier  Variabein  constituieren  also  drei  Gleichungen 
U=0,  F=0,  W = 0 eine  Curve,  und  die  beiden  Gleichungen 
{/  ==  0,  V — 0 eine  Fläche,  welche  offenbar  jene  Curve  enthält. 

Nun  haben  A algebraische  Formen  mit  A Variabein  im  All- 
gemeinen so  viel  Punkte  mit  einander  gemein,  als  das  Product 
ihrer  Ordnungszahlen  besagt.  Sie  können  aber  unendlich  viele 
Punkte  gemein  habeti,  die  eine  Curve  in  dem  Sinne  bilden,  in 
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wi'lcliciii  wir  frfihiT  dieses  VVorl  erklärt  liaben,  und  sie  werden 
in  der  Hegel  ausser  dieser  Ciirve  noch  eine  etidliche  Zahl  von 
Punkten  gemein  haheii,  die  zu  hestimmen  jetzt  unsere  Aufgabe 
ist.  Nehmen  wir  zur  Fixierung  der  Ideen  den  Kall  von  vier  un- 
abhängigen Variabelu,  und  denken  wir  vier  Gleichungen 
U ^ A u + ß v-i-  C w = 0. 

V = Ä u B'  V (f  tv  = 0, 

Ä'u  -f-  B"  V C'm  = 0, 

Z = A"'u  -f-  Ä " p -f-  C "w  = 0. 

Wir  nehmen  an.  V,  V,  W,  Z seien  von  den  Graden  l,  m,  n,  p; 
u,  V,  w von  den  Graden  A,  p,  v;  A,  B,  C\  X,  B\  etr.  also  seien 
Funetioneii  von  den  Graden  / — A,  / — p,  I — v;  m — A m — p,  etc. 
Nun  sind  oflenhar  alle  diese  Gleichungen  durch  jede  Gruppe  von 
Werlhen  befriedigt,  welche  n = 0,  r = 0,  m — 0 erffdlen,  und 
da  diese  Gleichungen  nicht  hinreichen,  um  Punkte  zu  bestimmen, 
so  werden  diese  und  also  jene  durch  unendlich  viele  Wertlie- 
gruppen  befriedigt,  d.  h.  die  algebraischen  Formen  ü,  V,  ff,  Z 
haben  eine  Curve  u,  v,  w gemein. 

Ueberdiess  aber  werden  U,  V,  ff,  Z für  eine  Zahl  von 
Werthegruppen  der  Variabein  verschwinden,  welche  nicht  zugleich 
M,  V,  tv  gleich  Null  machen;  die  Anzahl  dieser  Gruppen  ist  zu 
bestimmen,  d.  h.  cs  ist  unsere  Aufgabe,  nachzuweisen  wie  viele 
der  Imttp...  Uiirchsclmiltspunkte  eines  Systems  algebraischer 
Formen  von  einer  ihnen  allen  gemeinsamen  Curve  absorbiert  wer- 
den, oder  in  wie  viel  Punkten  ausser  jener  Curve  jene  sich 
durchschneideti.  (Vergl.  Art.  9G.) 

416.  Wir  betrachten  zuerst  die  durch  (A  — 1)  der  ge- 
gebenen Fonnen  bestimmte  Curve,  also  in  dem  gewählten  Bei- 
spiel die  Cinve  U,  V.  ff.  Die  Curve  u,  v,  w ist  olfenbar  ein 
Theil  derselben,  aber  es  giebt  unendlich  viele  I'iinkte,  welche 
U = 0,  F = 0,  ff  = 0 befriedigen,  ohne  zugleich  « = 0, 
V = 0,  w = 0 zu  erfüllen.  Die  Curve  U,  V,  ff  wird  also  eine 
zusammengesetzte  complexe  Curve  sein,  aus  u.  v,  /v  und  einer 
complementären  Curve  bestehend.  Nun  ist  die  Ordnung  einer  zu- 
sammengesetzten Curve  immer  gleich  der  Summe  der  Ordnungen 
ihrer  Componenten.  Denn  nach  der  Deliuition  der  Ordnung  der 
zusammengesetzten  Curve  U V ff  ist  sic  die  Zahl  der  Punkte,  die 
man  erhält,  indem  man  zu  dem  System  U ==  0,  f = 0,  Jf  = 0 
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eine  Gleichung  ersten  Grades  hinzurügl,  also  ist  sie  im  gegen- 
wärtigen Falle  /mn;  und  da  von  diesen  hnn  Punkten  Xfiv  in  der 
Curve  uv>v  liegen,  so  müssen  von  ihnen  {Imn  — Xfiv)  in  der 
rnmplementären  Curve  enthalten  sein. 

Heide  Ciirvcn  schneiden  sich  in  Punkten,  deren  Anzahl  i 
leicht  erhallen  werden  kann.  Denn  die  Punkte,  welche  gleich- 
zeitig 

A u-\- B v-\-C  n>  = 0,  A'u-\-  B'v-{-C'n'  = 0,  Ai'u-\-B"v-\-(f'm=0 

machen,  ohne  doch  zu  » = 0,  r = 0,  w = 0 zu  gehören, 
müssen  die  Determinante 


i A , B , C 

\Ä  , li  , 

Ä',  5",  C 


= 0 


machen,  welche  vom  Grade  (/  -)-  m -{-  n)  — (A  -f-  ft  -(-  v)  ist; 
und  der  Durchschnitt  dieser  neuen  Form  mit  der  Curve  xivw 
gieht  diejenigen  Punkte,  in  welchen  diese  Letztere  die  comple- 
mentäre  l^urve  schneidet.  Wir  haben  daher 


» ==  i fl  e (i  -}-  w 71  — A — fl  — v). 

417.  Um  nun  die  Zahl  der  den  Formen  ÜVIf’Z  gemein- 
samen Punkte  zu  finden,  haben  wir  die  Punkte  zu  helrachten, 
welche  die  C.urve  U V VV  mit  Z gemein  hat,  und  zu  bestim- 
men, wie  viele  von  ihnen  nicht  auf  uvw  liegen.  Da  aber  uvw 
selbst  ein  Theil  der  Curve  UVW  ist,  so  sind  die  fraglichen 
Punkte  offenbar  unter  den  p[lmn  — Aftv)  Punkten,  in  welchen 
die  complementäre  Curve  die  Form  Z schneidet,  und  zwar  sind 
es  diejenigen  unter  ihnen,  welche  . nicht  Durchschnitte  der  com- 
picmenlären  Curve  mit  der  Curve  uvw  sind,  also  an  Zahl 
p{lmn  — X/ivj  — I oder 

imnp  — ^ ft  V (/  -|-  m -(-  7t  -}-  p)  -[-  ift  e (i  -|-  fl  -|-  v). 

Wir  wollen  dieses  Resultat  dahin  aussprechen,  dass  wenn  A For- 
men von  den  Ordnungen  /,  m,  n,  p,  etc.  eine  Curve  von  der 
Ordnung  a gemein  haben,  die  Zahl  der  ihnen  ausserhalb  dieser 
Curve  noch  gemeinsamen  Punkte  um  o {/  -f-  m -f-  ti  -[-  cic.)  — ß 
kleiner  ist  als  das  Product  ihrer  Ordnungszahlen,  für  ß als  eine 
nur  von  der  Natur  der  Curve  ,und  nicht  von  den  Ordnungen  der 
gegebenen  Formen  abhängige  Constanle.  Wir  wollen  diese  Con- 
stante  den  Rang  der  Curve  nennen.  Für  die  Curve,  in  wel- 

Salmon,  anal.  Geom.  d.  Räumet.  II.  2-  Aoil.  34 


i 

( 
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tlicr  sich  u ■=  0,  p = 0,  n>=0  schneiden,  war  die  Ordnung 
Ifiv  und  der  Rang  i/te  (i  -j"  f*  4"  *')• 

Wir  sahen  im  letzten  Art.,  dass  heim  Zerfallen  der  Durch- 
scKniltscnrve  U V Jf  in  zwei  compiementäre  Curven  von  den  Ord- 
nungen a,  a und  den  Kangzahien  ß,  ß"  die  Zahl  der  Üurch- 
sehnitsspunkle  beider  Curven  gleich  «(/  -f-  m -f"  ”)  — ß und  also 
aus  gieirhen  ftriinden  auch  gleich  a[l  -4-  m -|-  «)  — ß'  ist.  Somit 
sind  die  Ordutings-  und  die  Rangzahien  von  zwei  compicmentären 
Curven  durch  die  Gieichungen  verbunden 

B -[-«’==  0««  , ß ß ■ (b  B ) (/  -|-  »I  -}-  «). 

418.  Wir  bctrac, Illen  ferner  den  Pall,  wo  die  Formen  zwei 
oder  mehrere  verschiedene  Curven  uviv,  uvm,  etc.  gemein  haben. 
Besteht  z.  B.  der  Durchschnitt  von  U F ff’  aus  den  zwei  Curven 
II  »M>,  u'v'rv'  und  aus  einer  compicmentären  Curve  a",  so  ist  zu- 
erst die  Ordnung  von  b"  gleich  Imn  — X/iv  — X'fi’u.  Sodann 
sahen  wir,  dass  uvw  den  übrig  bleibenden  Durchschnitt  von 
U V fF  in  Punkten  schneidet,  deren  Zahl  ist 

Apv  (/  -j-  «I  -f-  « — A — fl  — »’)■ 

Wenn  dann  i von  diesen  Punkten  in  uvm  liegen,  d.  h.  wenn 
uvw,  üv'w  sich  in  > Punkten  durchsclmeiden,  so  enthält  die 
compiementäre  Curve  b"  davon 

A fl  V m « — A — ft  — v)  — I, 

Ebenso  schneidet  b"  die  Curve  uvw'  in 

l'n'v  {/  -|-  »I  4"  ” — — F — *’  ) ' — ’ 

Punkten.  Wie  vorher  ist  desshaib  die  Zahl  von  Punkten  in  keiuer 
dieser  Curven,  in  welchen  b"  eine  andere  Form  Z durchschneidel 
(Itiifi  — Afiv — X'fLv')p  — Afiv(/  TO  ” — A — fl  — v) 

— A'fiV'(t  -(-  m -["  n — A'  — ft'  — v)  2 i 

oder 

Imup  — (Afte  + A'ftV)  (/  -f-  m -f  « -f  p)  -f  Afte  (A  + ft  -f  v) 
-}-  A'ftV' (A'  + ft'  -4-  v]  -f  2i. 

Die  Verminderung  der  Zahl  Imnp  daher,  welche  die  zusammen- 
gesetzte Curve  hervorbringt,  ist  gleich  der  Summe  der  Vermin- 
derungen, welche  die  componiereuden  Curven  erzeugen,  vermin- 
dert um  die  doppelte  Zahl  ihrer  Durchsclinittspunkte. 

Dasselbe  bleibt  wahr  für  gemeinsame  Curven  in  beliebiger 
Anzahl;  wir  können  sagen,  dass  die  Ordnung  einer  zusaui- 
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ineiigeselzlen  Curve  gleich  der  Summe  der  Ordnungen 
ihrer  Cumpunenten,  ihr  Rang  aber  gleich  der  Summe 
der  Rangzahlen  ihrer  Componenten  vermehrt  um  das 
Doppelte  der  Zahl  der  Punkte  ist,  welche  diese  Curven 
paarweis  gemein  haben. 

419.  Wir  geben  als  ein  Beispiel  der  Anwendung  dieser 
Orundsälze  die  Behandlung  des  Problems  der  Bestimmung  der 
Zahl  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  fünf 
gegebene  Punkte  gehen  und  vier  gegebene  Ebenen  be- 
rühren. Für  S—0,  T=0,  y==0,  r=0.  als  fünf  durch 

die  fünf  Punkte  gehende  Flächen  zw  eiten  Grades  ist  jede  andere  Fläche 
des  Systems  durch  aS-\-ßT-\-yU-\-6  V-\-i  ff' = 0 ausdrückbar 
und  die  Bedingung,  dass  eine  derselben  eine  Ebene  berühre,  ist 
das  Verschwinden  einer  cubischen  Function  der  fünf  Grössen 
<r,  ß,  y,  <5,  £.  Wir  erhalten  vier  solche  Gleichungen  und  haben 
zu  bestimmen,  wie  viele  Werthegruppen  gefunden  werden  können, 
welche  sie  gleichzeitig  befriedigen.  Wenn  die  besagten  vier 
Gleicbungeii  keine  gemeinsamen  Curven  hätten,  so  wäre  3^  oder  81 
die  Anzahl  ihrer  gemeinsamen  Punkte.  Man  erkennt  aber  in  fol- 
gender W'eise  das  Vorhandensein  gemeinsamer  Curven. 

Die  Bedingung,  unter  der  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch 
eine  Ebene  berührt  wird,  verschwindet  identisch,  wenn  sie  in 
zwei  Ebenen  degeneriert  ist.  Nehmen  wir  also  für  S und  T zwei 
Paare  von  Ebenen  durch  die  fünf  Punkte,  sowie  S = (123) (145), 
T=  (123)  (245),  so  wird  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Fläche 
aS-^-ßT-|-yU-^-Sf''-^-e  ff' = 0 eine  beliebige  Ebene  berührt, 
durch  die  Voraussetzungen  y = 0,  d = 0,  r = 0 befriedigt. 
Diese  „Curve“  also,  welche  von  der  ersten  Ordnung  ist,  ist  allen 
vier  Formen  gemeinsam;  und  wenn  wir  sie  als  Linie  (123)  (45) 
bezeichnen . so  erkennen  wir  aus  den  gleichen  Gründen,  dass  für 
neun  andere  Gerade  (124)  (35),  etc.  das  Nämliche  stattflndel.  Mit 
S als  dem  Ebenenpaar  (123) (145),  7'=(123)(245)  und  P=(145)(234) 
erkennen  wir  ferner,  dass  die  Linien  (123)  (45)  und  (145)  (2,3) 
einander  durchsebneiden,  weil  sic  als  durch  y=0,  d=0,  £=0; 
/3  = 0,  d = 0,  £ = 0 respective  characterisiert,  ilurch  die  ge- 
meinsamen Werthe  aus  ^ = 0,  y = 0,  d = 0,  £ = 0 gleich- 
zeitig befriedigt  sind. 

Ebenso  wird  (123)  (45)  durch  (245)  (1.3)  und  (.345)  (12)  ge- 

34* 
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schniUen;  so  dass  die  zehn  Geraden  rünl'zehti  DurrliscliniUspuiikle 
mit  einander  machen.  Der  Rang  einer  einfachen  Ciirvc  ersten 
Grades  wird  aus  der  Formel  -f"  + *')  f*’""  A=;i=»'=l 

gleich  drei  gefunden  und  der  Hang  des  ganzen  Systems  ist  daher 
zehnmal  drei  vermehrt  um  zweimal  fünfzehn , also  sechszig.  Die 
Zahl  der  einzelnen  Punkte,  welche  allen  vier  Formen  zugleich  an- 
gehüren , ist  somit 

81  — 10  (3  + 3 + 3 + 3)  + 60  = 21. 

420.  Wir  hallen  in  Art.  408.  gesehen,  wie  die  Ordnung 
des  Systems  von  Deterininanlen  aus  einer  Elementengruppe  zu 
bestimmen  ist,  in  der  die  Zaiilen  der  Reihen  und  Columnen  um 
Eins  verschieden  sind. 

Wenn  diess  System  eine  Curvc  dar.stellt,  so  soll  jetzt  gezeigt 
werden,  welches  der  Rang  dieser  Curve  ist. 

Wir  beginnen  mit  dem  einfachen  Falle 


1 * 

^ * 

w 

1 r 

f 

■ 

V , 

w 

und  Anden,  dass  der  Durchschnitt  von  uv  — uv=0,  uw — utv=Q 
eine  zusammengesetzte  Curve  ist,  die  aus  der  Curve  uu  und  der- 
jenigen Gurre  besteht,  welche  uns  beschäftigt.  Und  wenn  wir 
Ordnung  und  Rang  von  ttu  kennen,  so  Anden  wir  daraus  die 
Ordnung  und  den  Rang  der  andern  Curve.  Aus  diesen  können 
wir  in  gleicher  Art  Ordnung  und  Rang  der  Curvc  bestimmen, 
welche  durch  ein  System  mit  vier  Reihen  und  drei  Zeilen  darge- 
stellt wird  und  so  Schritt  für  Schritt  weiter  gehend  schliesslich 
durch  Induction  zu  einer  allgemeinen  Regel  gelangen;  mit  s,.^. 
5,,  S,2  als  den  in  ArL  deAnierten  Grössen  und  für  5,23,  $123,  als 
die  Summen  der  Producte  aller  TeCnen  von  den  Grössen  A^, 
respective  U),  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  den  Rang 

(s,’  5,2  -|-  S,S,  -1-  5,2)  (S|  -f-  2S|)  +^l)  + ^123  + ^123- 

Denn  wir  haben  in  Art.  417.  gesehen,  dass  die  Rangzahlen  von 
zwei  complementären  Curven,  welche  zusammen  den  Durchschnitt 
zweier  Formen  von  den  Ordnungen  p,  v bilden,  durch  die 
Gleichung  ß — jS”  = {«  — o')  {p  -|-  v)  verbunden  sind.  Und  wir 
wissen  aus  Art.  408.,  dass  der  Durchschnitt  zweier  Formen  von 
den  Ordnungen  s,  S,  — A^,  s,  S,  — A^  aus  einer  Curve 
von  der  Ordnung  a = (s,^  — *,2  + 'iS,  -|- S|j)  und  aus  der 
Curve  niederer  Ordnung  cr'=S,* — S,2-f-s,S,-|-5,, — 5/{si+S,)-j-s,.2' 
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besteht,  wobei  wir  s,' ==  ^„ -f- , s,j' = gesetzt  haben. 
Um  nun  durch  die  Fürnicl  dieses  Art.  den  Hang  des  nie- 
drigeren Systems  zu  bestimmen,  müssen  wir  für  das  neue  S,,, 
das  alte  «,23  und  für  das  neue  s,,3  den  Ausdruck 

^125  *1  ®I2  "f"  (*1  ^ *12  ) ‘^1  (*1  ^ 2i,  S,j  ) 

schreiben;  wir  erhalten  nach  einer  kleinen  Heduction 

(^l’  + *l^l  +*12)  (2‘‘>|  + *|)  5,2(35,  -}-  2s,)  -|-  5,23  -|-  S,j3 

— *1  (5i  + S|)  (3  5,  -|-  s,)  -[-  2s,  (5,2  — s,j)  s,  *(S,  -f-  s,) 

+ 2S|2'(5,  -f-  s,)  — s,'s,2'. 

Wenn  wir  zu  diesem  Werth  von  ^ die  Grösse  (a — a')(jt-f-v)  d.h. 
{s,’ - 5, ^ -h  2(5,2  - s,2) -f  S,'(5,  + s,)  - s,2'}  {2 5, 2s,  - s,'} 

addieren , so  erhalten  wir  den  vorher  gegebenen  Ausdruck  für  ß ; 
d.  h.  die  Richtigkeit  der  Formel  folgt  für  k aus  der  für  {k  — 1) 
Reihen.  Da  sie  aber  in  dem  Falle  von  drei  Reihen  leicht  direct 
bestätigt  wird,  so  ist  sie  allgemein  wahr. 

Für  die  durch  zwei  projectivische  Ebenenhüschel  und  ein  zu 
ihnen  projectivisches  Flächenbüschel  zweiten  Grades  erzeugte  Ciirve 
ist  wegen 

s,  ' *12  — *i2S  **— ‘ 5,  4,  5,2  ” 5,  5,23  2 

die  Ordnung  5 und  der  Rang  12. 

421.  Wir  wollen  hiernach  weiter  eine  Matrix  von  der  Form 


J 

-4|o> 

420  > 

^31)1 

440- 

■4oi* 

4ii. 

Aji , 

4si  • 

4,1. 

-4.3, 

4fl2  ’ 

4,2, 

4j2, 

4j2, 

4,2, 

4s2 

■4o3i 

4i3. 

A^j, 

■^33  • 

443. 

4s3 

betrachten,  in  welcher  die  Anzahl  der  Horizontalreihen  von  der 
der  Verticalreilien  um  zwei  übertroffen  wird;  wir  wollen  unter- 
suchen, wie  viele  Punkte  allen  den  durch  die  Determinanten  des 
Systems  bestimmten  Flächen  gemeinschaftlich  sind,  d.  h.  welches 
die  Ordnung  des  Systems  ist. 

Irgend  drei  Flächen 

(■^00 -^31 -^42 -^53)  “ (-^10 -^31 '^42-^53)  “ (■^20-^31-442^63)  ® 

haben  die  Curvc 

I -4jq,  Aj^,  ^32 , >^33 

I 4^0’  -441  • -442’  -443 

I 433.  A^^,  A^j 
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gemein,  und  wenn  /,  m,  n die  Ordnungen  der  Flächen,  «und  ß 
die  Ordnung  und  das  Gewicht  dieser  (iurvc  sind,  so  durch- 
schneiden  sich  diese  Flächen  in  einer  Anzahl  von  nicht  zu  dieser 
Curve  gehörigen  Punkten,  welche  durch 

Imn  — o (;  -j-  »I  -j-  n)  -j-  I* 

ausgedrückt  ist. 

Wir  haben  alter  unter  Anwendung  der  vorigen  Bczeichnungs- 
weise  des  Art.  408.  die  Substitutionen 

l ‘ ~ 5|  Sj  " ^2*  Ctl  * — Sj  ■^0* 

n = S,  -f-  s,  — — Jf', 

so  dass,  wenn  wir  schreiben 

A^-^- A2=S^  , A^  ^}~*|23  ■ 

wir  für  Imn  zu  setzen  haben 
(S,  + S,)»-2S,'(S,+S,)’  + + 

und  für  / -j-  m ” ebenso  3S,  -j-  3*i  — 2s/. 

Die  Ordnung  und  der  Rang  der  Curve  werden  nach  den 
Art.  408.,  420.  gefunden,  indem  man  für  S,,  S^^,  5,23  die  s^,  s^^,  Sjjj 
setzt  und  für  s,,  s,2,  s,,)  die  Ausdrücke  einführt 
S,  s, , S,2  S^s^  -f"  *1  *12  > 

^123  *1  ^12  “1"  (*1  * *12)  ^1  (*1  * ^*1  *12  "f"  *123)- 

Wir  erhalten  so  — wie  vorher  — die  Werthe 

O = S/  — S|2  + S,  S,  + s,2  — s/(S,  -f-  *1)  + *12’» 

^=={S,’  + S,S,4-*12){2Si4-Si)  5,2(35,  + 2s,)  + 5,23  + *123 

- S,'(5,  + s,)  (35,  -f  s,)  + 2s,'(5,2  - s,2)  + s,'*(5,  + s,) 

-)-  2s,2  (5,  -}■  *1)  *1  *12  *123  ■ 

Addieren  wir  dann  zu  dem  Werthe  von  ß den  für  lmn—a(/-f-m-f-n) 
vorher  gewonnenen  Ausdruck,  so  finden  wir  den  fraglichen  W'erth 
der  Ordnung  des  Systems 

5|23  4-  »i5,2  + (s,2  — S„)  5,  + S,*  — 2s,S,2  + S,23. 

Wenn  die  Elemente  der  verschiedenen  Ilorizontalreihen  die- 
selben Grade  haben,  d.  h.  wenn  a„,  a,,  etc.  sämuitlicb  gleich 
Null  sind,  so  ist  die  Anzahl  der  durch  das  System  dargestellten 
Punkte  gleich  5,23. 

Die  Correspondenz  dieses  Resultates  mit  dem  des  Art.  408. 
wird  deutlicher  hervorgehoben,  indem  man  die  symmetrischen 
Functionen  der  a*  einfübrt 

V+“o“i+“i’+elc.=S2,  V+“o’“i+“o“i’4-"i’  + ctc.=S3,  etc. 
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Denn  dann  wird  das  Rosnltat  des  Al  l.  408.  zu  S,j  -|-  s,  S,  -f- 
und  das  Ergebniss  dieses  Art.  ist  -(-  Sji’,2  + -f-  *3- 

Man  ist  damit  zu  dem  Inductionssclilussc  gufülirt,  dass  die 
Ordnung  eines  Systems,  in  w e 1 c li e m die  Z a li I der 
Reihen  die  der  Zeilen  nm  drei  überschreitet,  durch 
■^i?3z  + *1^123 bestimmt  sein  werde;  etc. 
Wir  haben  die  Itechnung  nirlit  über  den  Fall  dieses  Art.  hinaus 
wirklich  ausgeführt,  aber  die  folgenden  Art.  werden  zeigen,  wie 
das  hier  angewendete  Verfahren  auf  die  höheren  Fälle  ausgedehnt 
werden  kann. 

Das  Gewicht  des  Systems  kann  in  jedem  Falle  ans  der  Ord- 
nung desselben  nach  der  früher  entwickelten  Regel  abgeleitet 
werden. 

422.  Man  beweist,  das  die  durch  eine  symmetrische 
Determinante  dargestellte  Fläche  immer  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Doppelpunkten  besitzt. 

Sind  die  Summe,  die  Summe  der  Producte  zu  zweien  und 
die  Summe  der  Producte  zu  dreien  von  den  Graden  der  Leit- 
glieder Oii,  «32’  °33’  ‘1^''  betrachteten  Determinante  durch 

5, , 5,2,  5j,3  repräsentiert,  so  ist  die  Zahl  solcher  Doppelpunkte 
= J (S,  S,2  5,23). 

Nun  gilt  nach  Art.  19.  der  „Vorlesungen"  die  identische 
Gleichung 

®ll®22  ®12^‘  " ®11>22  • 

wenn  D,,  die  Minordeterminantc  bezeichnet,  welche  durch  Unter- 
drückung der  Horizontal-  und  der  Verticalreihe  des  ElemeiiLs  a,, 
aus  der  gegebenen  Determinante  entsteht,  D die  Determinante 
selbst  und  D,|,j2  die  zweite  Minordeterminantc  ist,  welche  der 
Unterdrückung  der  Reihen  von  a,,,  entspricht.  Es  ist  olfen- 
bar,  dass  die  durch 

D„D22  - (D,2)=  = 0 

repräsentierte  Fläche  die  Durchschnittspunktc  von 
• D„=0,  D22=0,  D,2  = 0 

zu  Doppelpunkten  hat,  und  da  die  Grade  dieser  Gleichungen  re- 
spective 

|S,  — ^0.  S, S,  — + 

sind,  so  ist  die  Zahl  der  Doppelpunkte  das  Product  dieser  drei 
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Zahlen.  Sind  die  Summe  und  die  Summe  der  Producic  zu  zweien 
von  den  Elementen  mit  Ausschluss  von  und  durch  s,"  durch 
bezeichnet,  so  ist  das  Product 

(S  - A,)  (S,  -A^){S^-i  (^0  + ^i)  } 

durch 

i + (-'r’  — *12”)  S,  + sp  — s, 

entwickelt  dargestellt.  Diess  ist  die  Zaiil  der  Doppelpunkte  des 
zusammengesetzten  Systems 

D|,,jj . D = 0, 

also  eine  Zahl,  die  aus  der  Zahl  der  Doppelpunkte  in  D,,, ,2=0, 
der  Zahl  der  Doppelpunkte  in  D = 0 und  einer  Zahl  von  Punkten 
der  Curve  D,,.2j.D  = 0 zusammengesetzt  sein  kann.  Wenn 
wir  aber  in  der  Determinantenroatrix  die  ersten  beiden  Horizon- 
talrcihen  unterdrücken,  so  besitzen  die  durch  die  Determinanten 
des  übrigbleibendcn  Systems  bestimmten  Flächen,  unter  denen 
B,,,22==0  sich  flndet,  eine  Anzahl  gemeinschaftlicher  Punkte, 
welche  mittelst  der  Formel  des  letzten  Artikels  berechnet  werden 
kann,  indem  man 

i (-^2  *i"  -^o)*  i (^2  + ■^i)< 
i (-^3  “H  -^o)’  i (-^s  “H  -^i)’  *-‘**'- 
für  die  Grade  der  Horizontalreihen  nimmt.  Das  Ergebniss  ist 

\ {^123  "}■  ^12  “1"  (*1  * *12  ) ^1  “I“  (*l  * S,j  -f-  S,23  ) J . 

Diese  Punkte  aber,  deren  Anzahl  so  eben  bestimmt  worden 
ist,  sind  Punkte,  in  welchen  die  Flächen 

D„  = 0,  Ü22  = 0,  D,2  = 0 

sich  berühren  und  sie  zählen  daher  als  je  vier  unter  den  Durch- 
schnitten dieser  Flächen  (vgl  Art.  274.).  Indem  man  aber  das 
vierfache  der  eben  gefundenen  Zahl  von  der  Gesammtzahl  der 
Schnittpunkte  subtrahiert,  erhält  man 

i (*1  *12  *123  "l"  ^1^12  ^123)' 

und  erkennt  daraus,  dass,  wenn  die  Anzahl  der  Doppelpunkte 
der  Fläche,  welche  die  symmetrische  Determinante  be- 
stimmt, gleich  i ist,  die  Anzahl  der  Doppel- 

punkte der  Fläche  D = 0 durch  ^ (SjSj2  — 5,23)  dargestellt 
wird.  Da  aber  jenes  in  dem  einfachsten  Falle  leicht  bewährt 
werden  kann,  so  gilt  das  Letztere,  d.  h.  der  Satz  dieses  Artikels 
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allgemein.  In  Arl.  272,  ist  eine  Anwendung  von  diesem  Salze 
berührt.'®^) 

423.  Nach  der  Formel  des  Arl.  421.  können  wir  die  Ord- 
nung des  Systems  von  Bedingungen  bestimmen,  unter 
welchen  die  Gleicliungen 

00^"  + etc.  = 0,  n„'r"  -|-  etc.  = 0 

drei  gemeinscbaftlicbe  Wurzeln  haben  können. 

Geometrisrh  interpretiert  bestimmen  diese  Bedingungen  drei- 
fache Punkte  in  der  durcli  die  Resultante  beider  Gleichungen 
dargestellten  Fläche.  Sie  werden  durch  ein  System  von  Deter- 
minanten gegeben,  deren  Matrix  ganz  wie  im  Art.  411.  gebildet 
ist,  nämlich  so,  da.ss  die  Reihe  Og,  a^,  in  (n  — 2)facher,  die 
Reihe  a^,  a^,  a/  in  {m  — 2)facher  Wiederholung  erscheint  und 
die  Matrix  (m  -|-  ;i  — 2)  V'erlicalreihen,  aber  [m  n — 4)  Hori- 
zonlalreihen  enthält,  ln  Folge  dessen  ist  die  Ordnung  des  Systems 
nach  der  Formel  des  letzten  Art.  zu  berechnen  und  wird  gefunden 

_ n (n  — 1)  (n  — 2)  , m (m  — 1)  (m  — 2) 

1.2.3  r.  2.3 

+ i (n  — 1)  («  — 2)  (m  — 2)  AV  + i (m  — 1)  (m  — 2)(n—2)Xfi^ 
-{-  ^ (m  — 1)  n(ri  — 1)  (n  — 2)  "l"  4 (”  — 1)  m(m  — 1)  (m  — 2}/i-a 

-f-  4 (>» — 2)  (n — 2)  |m(n  — 1)  + «('»  — 1)}  X/iu 
-)-  .^4  n (n  — 1)  (n  — 2)  m (m  — 2)  -j-  4 ” — I)  (“  — 2)|  o*A. 

-f-  |4  — 1)  ("'  — 2)  n(n  — 2)  -|-  4’"{'”  — !)('"  — ^)}  “V 

4 »n  (w  — ^)  ("*  — 2)  ;i  (n  — 1)  (»  — 2)  o®. 

ln  dem  Falle,  wo  die  Fläche  eine  Regelfläche  ist,  d.  h.  für 
A = ja  = l,  0 = 0 erhallen  wir  als  die  Zahl  der  dreifachen  - 
Punkte 

4 (m  + — 2)  (m -f-  n — 3)  (m -f- « — 4). 

(Vergl.  Art  210.) 

Die  Ordnung  der  durch  die  Doppelcurve  des  Arl.  411.  er- 
zeugten Abwickelungsfläche,  der  Rang  des  Systems,  ist  in  dersel- 
ben Weise  nach  der  Formel  des  Art.  421.  zu  berechnen;  jedoch 
muss  die  so  gefundene  Zahl  um  das  Vierfache  der  eben  gefun- 
denen Zahl  der  dreifachen  Punkte,  welche  auch  dreifache  Punkte 
dieser  Curve  sind,  vermindert  werden. 
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So  isl  in  «Ii'in  Fall  der  IlcgeinStlic  der  Hang  diT  Doppdeurve 

= 2 (m  + « - ti)  (m  + fl  — 3). 

Das  (irwiclit  des  allgemeinen  Systems  >vjid  narli  dem- 
selben Vcrfalircii  wie  vorher  gerunden  wie  folgt 

^ fl  (n  — 1)  (n  — 2)  A’A’  -f-  I m (m  — 1)  (m  — 2) 

+(n— l)(n  — 2)(m— 2)(ipi’-|-^iVH"("'— 2'(n — 2)lA,up’-f-ip*i') 
-f-(m — l)n[n — 1)'« — 2)(AF«-|-iil^n’)-|-[” — l){m — 2l(ft/f'a-f-^it^a'} 
-f-  i (m  — 2)  (fl  — 2)  I 2mn  — m — ;i  | (üfi-'«  -f-  i'fta  Ifia) 
-|-  n(ii — 1)  (n  — 2)m(w — 2)  -f-  ^n(ri  — 1)(« — 2)^{a-i.' 2 aaX) 

m (m  — l)[m  — 2)n(n  — 2)  -f-  — l)(m — 2)^{a^(i  -\-2aafi) 

-f-  ^ m{m  — 1)  (m  — 2)  n(n  — 1)  (w  — 2) 

Eine  Anwendung  der  Formel  auf  die  Theorie  der  Hegel- 
fläclien  ist  schon  in  Art.  219.  gegeben. 

424.  Wir  untersuchen  ferner,  wie  viele  Dnrctischnitls- 
punkte  eines  Formensystems  durcii  eine  denselben  ge- 
meinsame ,, Fläche“  absorbiert  werden. 

Dabei  verstehen  wir  unter  Ordnung  und  Hang  einer  Fläche 
die  Ordnung  und  den  Rang  der  Curve,  welche  als  Schnitt  der 
Fläche  mit  einer  Form  ersten  Grades  entsteht.  In  dem  Falle 
von  fünf  unabhängigen  Variabein  bildet  z.  ß.  ein  System  von  drei 
Gleichungen  eine  Fläche  und  wenn  A,  p,  v ihre  Ordnungen  be- 
zeichnen, .so  ist  die  Ordnung  der  Fläche  Xftv  und  ihr  Rang 
ip  V (A p -f- v)  — als  Ordnung  und  Rang  derjenigen  Gurve, 
die  durch  Ilinzufügnng  einer  linearen  Gleichung  zu  den  gegebenen 
entsteht. 

Wenn  nun  (A  — 1)  Formen  eine  Fläche  gemein  bähen,  deren 
Ordnung  a und  deren  Rang  ß ist,  so  haben  sic  im  Allgemeinen 
ausserdem  eine  complemcntäre  Curve  gemein,  deren  Ordnung 
leicht  gefunden  wird.  Denn  wenn  wir  mit  den  gegebenen  Formen 
eine  andere  des  ersten  Grades  verbinden,  so  dass  wir  ein  System 
von  A Formen  haben,  so  enthalten  dieselben  eine  gemeinsame 
Curve  und  schneiden  sich  daher  überdiess  nach  Art.  417.  in 
/mnp  — «(/  -f-  m -|-  n -(-  p)  -j-  ^ Punkten;  und  diese  sind  die 
Punkte,  welche  die  lineare  Form  mit  der  complemeiitärcn  Cnrve 
gemein  bat  und  ihre  Zahl  ist  somit  die  Ordnung  dieser  Curve. 

425.  Nehmen  wir  zur  Fixierung  der  Vorstellungen  A = 5 
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und  untcrsiiclieii  die  Zahl  der  Punklc,  in  denen  die  Fläche  und  die 
cunipleincntärc  Curvc  einander  durchschneiden.  Seien  ü,  V,  ff',  V 
rcspeclive  von  den  Fornaen 

-f- 5t> -|- Cw  = 0,  ^'u S'p (/ni  = 0 , 

A"u  -)-  B”v  -|-  (f’w  = 0,  A"'u  -|-  S -f-  C"'w  — 0; 
dann  genügen  die  zu  V,  V,  ff',  Y gemeinsamen  Punkte , welche 
u = 0,  v = 0,  m = 0 nicht  erfüllen,  dem  System 


A,  Ai,  A",  Ä" 

B,  B',  B",  Bf" 

c,  a,  C,  C" 


0. 


Da  aber  A,  B,  Ä etc.  von  den  Ordnungen  /— i,  f — p,m — A,  etc. 
sind,  so  ergieht  sich  nach  Art.  408.  für  die  Ordnung  des  Deter- 
minantensystems der  Ausdruck  — s,  S,  Sj  für  S^  und 
als  Summe  und  Summe  der  Prodiicte  in  Paaren  von  l,  m,  n,  p, 
für  j,  = A -f-  f*  +*'  und  Sj  = A*  -|-  -|-  v’  -|-  Af»  -(-  vA. 

Wenn  wir  nun  diess  mit  zwei  Bedingungen  ä<|iiivalente  Sysleui 
mit  den  (A  — 2)  Bedingungen  combinicren,  welche  die  Fläche 
liefern , so  bestimmen  wir  die  der  Fläche  und  der  complementärcn 
(lurve  gemeinsamen  Punkte.  Und  ihre  Zahl  ist  somit  die  mit 
Xpv  multiplicierte  Ordnung  des  Determinanlensystems.  AVenu  wir 
also  für  die  Ordnung  Xpv  und  den  Bang  A ft  v (A  -f-  p 
Fläche  die  Zeichen  a,  ß und  für  die  neue  Charakteristik 

Afiv  (A^  -f  -|-  V*  + Aft  + ftv  -f  vA) 

die  wir  die  C lasse  der  Fläche  nennen  können,  das  Zeichen  y 
anw enden,  so  finden  wir 

» =.  « S,j  — (3  S,  -f  y. 

426.  Fügen  wir  dann  eine  weitere  Form  Z hinzu,  welche 
die  gegebene  Fläche  auch  enthält,  und  fordern  die  Bestimmung 
der  Zahl  derjenigen  Punkte,  die  ausserhalb  der  Fläche  liegen  und 
allen  A Formen  gemeinschaftlich  sind,  so  sind  dieselben  offenbar 
die  Durchschnittspunkle  von  Z mit  der  complementären  Curve, 
jedoch  mit  Ausschluss  derjenigen,  in  welchen  die  complementäre 
Curve  die  Fläche  trilTt.  Sind  daher  l,  m,  n,  p,  q die  Ordnungen 
der  Formen,  so  ist  die  gesuchte  Zahl  der  Rest,  welcher  bleibt, 
wenn  man  von 

q i^lmnp  — a(f  -f-  »•  + n +P) 
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die  Zahl 

aflm  -j-  Ifi  ”"i  "I“  “t“  "‘P  “I"  ”p)  — ^ “t*  ”<  ■{"  " “I"  P)  "h )’ 

abziulil;  also 

Imnp  — o S|2  -|-  (3  S,  — y. 

Diess  ist  die  verlangte  Formel. 

427.  Wir  betrachten  weiter  den  Fall,  wo  ein  System  von 
Formen  nicht  nur  eine  Fläche  von  den  Charakteristiken  «,  ß,  y, 
sondern  auch  eine  Gurre  von  den  Charakteristiken  n',  ß'  gemein 
h.iben,  welche  die  Fläche  in  i I’unkten  schneidet. 

Wir  betrachten  wieder  zuerst  (Ar — 1)  Formen,  deren  Durch- 
schnitt ans  der  Fläche  und  einer  complementärcn  Curve  von  der 
Ordnung 

Imnp  — or(/  -)-  m p)  ^ 

zusammengesetzt  ist.  Wenn  die  complementäre  Curve  selbst  aus 
einer  Curve  «'  und  einer  andern  Curve  von  der  Ordnung  a"  zu- 
sammengesetzt ist,  so  haben  wir  olTenbar 

a"  — Imnp  — « (/  -|-  m -j-  « -[-  p)  -f-  /S  — 

Wir  erhalten  somit  die  Anzahl  der  gesuchten  Punkte,  indem 
wir  von  den  a''q  Durchschnitlspunkten  der  Curve  «"  mit  der 
letzten  des  gegebenen  Systems  von  Ar  Formen  die  Zahl  (d  -(-  6') 
subtrahieren,  für  d als  Zahl  der  Punkte,  in  welchen  die  Curve  «" 
die  Fläche  («,  ß,  y]  schneidet,  und  d'  als  die  Zahl  derjenigen,  in 
welchen  sie  die  Curve  schneidet.  Und  weil  wir  nach  Art.  425. 
die  Zahl  der  Punkte  kennen,  wo  die  Fläche  durch  die  ganze  zu 
ihr  complementäre  Curve  geschnitten  wird,  so  haben  wir 

d -f-  I = a{lm  In  -f"  — I®  (f  "f"  "I"  ” “f"  P)  “t"  y I 

und  wir  haben  ebenso  zur  Bestimmung  von  d'  nach  der  Zahl  der 
Punkte,  in  denen  die  Curve  a von  der  ganzen  zu  ihr  romple- 
mentären  Curve  geschnitten  wird  (Art.  416.) 

d'  -}-  2 1 = tt'  (I  -(-  OT  -)-  n p)  — ß'. 

Durch  Substitution  der  daraus  abgeleiteten  Werthe  für  d und  d' 
in  den  Ausdruck  a'g  — d — d'  erhalten  wir 

Imnpq  — «S|2  + jSS,  — y — a'S,  /S'  -|-  3i; 
d.  h.  die  durch  Curve  und  Fläche  zusammen  her- 
vorgebrachte Verminderung  der  Zahl  Imnpq  ist  gleich 
der  Summe  ihrer  Einzelwirkungen  oder  Vermin- 


Diqi',  byViOOgIc 


— Ml  — 

Jerungen,  verringert  nm  das  Dreifache  der  Zaiil  ihrer 
gemeinsamen  Punkte. 

428.  Man  kann  diess  Ergeltniss  durch  die  Annahme  verifi- 
cicren,  dass  eine  der  Formen  Z selbst  zusammengesetzt  sei,  also 
durch  Z'^'  darstellbar,  wobei  Z’  die  gemeinsame  Fläche  und  Z" 
die  gemeinsame  Curve  enthalte  und  die  Ordnungen  von  Z',  7" 
gleich  q , q"  sein.  Dann  haben  die  Formen  U , V,  1'.  Z!  nach 
Art.  426.  gemeinschaftliche  Punkte  ausser  der  gemeinsamen  Fläche 
in  der  Anzahl 

/««/)(/  — «|9'(/-f-m-j-etc. )-}-/'« — V- 

Aber  unter  ihnen  sind  die  aq'  Punkte  gezählt,  in  welchen  die 
gemeinschaftliche  Curve  Z schneidet,  vermindert  jedoch  um  die 
Zahl  I der  Punkte,  welche  der  Curve  und  der  Fläche  gemein- 
.schaftlich  sind.  Um  dann  die  Zahl  der  Pnnkte  V , F,  }V,  Y,  Z 
zu  finden,  welche  weder  in  der  Cnrve  noch  in  der  Fläche  liegen, 
nüssen  wir  von  der  zuletzt  geschriebenen  Zahl  die  Zahl  aq  — i 
nhziehen.  Betrachten  wir  nun  die  Durchschnitte  von  {/,  V,  W, 
Y,  Z';  diese  Formen  bilden  ein  System,  welches  zwei  sich  in 
I Punkten  schneidende  Ciirven  gemein  hat,  nämlich  die  gegebene 
Curve  a’  und  die  Durchschnittscurve  von  Z"  mit  der  gemein- 
schaftlichen. Fläche,  deren  Ordnung  a q''  und  deren  Bang 
aq"{X-j-fi-\-v-{-q"}  isL  Die  Zahl  der  Punkte  von  U,  V,  W,  1',  Z', 
welche  weder  in  der  Curve  noch  in  der  Fläche  liegen,  ist  daher 
lmnpq"—{tt-\-aq'][l-^m-\-n+p-^q"]-\-^-\-aq"(i.-^tt-\-v-]-q')-\-2i. 
Durch  Addition  und  Einfiihrung  von  q für  q'  -|-  q"  erhalten  wir 
wie  vorher 

Imnpq  — oS,j  -|-  jSS,  — y — a' S^  + (S"  -f-  3». 

429.  Wir  nehmen  ferner  an,  dass  die  Formen  des  Systems 
zwei  Flächen  mit  einander  gemein  haben,  welche  i Durchschnitts- 
punktc  besitzen  — ein  Fall,  dessen  Methode  unverändert  anf  mehr 
als  zwei  Flächen  übertragbar  ist. 

Wür  denken  die  letzte  Form  zusammengesetzt  aus  Z,  welche 
die  erste  Fläche,  und  Z\  welche  die  zweite  Fläche  enthalte. 
Dann  sind  den  Formen  U,  V,  W,  Y,  Z die  Fläche  kpv  und  die 
Curve  k’p'v'q’  gemein,  welche  i gemeinschaftliche  Punkte  haben, 
und  sic  durchschneiden  sich  daher  in  Punkten  ausserhalb  beider 
an  Zahl 
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/ m H p y'— A ft  »>  I -f- 'T  4*i>l  2'+ ^ ® Ic.  I + jS(/+m +n +P+ }') 

— y—  l'n’v’g'il  + m + n 4-  p + y7-f-lVVV(A'+  ft'+i''+?')4-3i. 

In  derselben  Weise  erhält  man  die  Zahl  der  mit  Z"  gemeinsamen 
l’nnkle 

lmripi”—Xfivg"{l  + m + n -f  p -f  9 '')  + ^ f»  >' y"(^  + ?*+''  + 2") 

— Ape  |{/-|- w»-|-”+p) 2”4"^'" "I“ }"l“^ (^4""*"I"””!”P'^“2  )4“3i; 

lind  somit  durch  Addition  • 

/ m II  p (9' 4-  9")  — (A  p e 4-  A’pV)  { {/  4-  iii  4-  « 4-  p)(7'4-2") +/  '«4"  «'IC- } 

4-  + ß)  (/  4-  »»  + « + P + 2'  4-  2")  — y — C)i  — /; 

(I.  h.  die  vereinte  Wirkung  beider  Flächen  ist  gleich 
der  Summe  ihrer  Finr.elwirkungen  vermindert  um  die 
seclisraclie  Anzahl  ihrer  gemeinsrhariliclien  Punkte. 

Del  nur  vier  Variahein  müssen  zwei  Flächen  immer  gemein- 
same Schnittpunkte  haben. 

430.  Nehmen  w ir  endlich  an . dass  die  beiden  Flächen  eine 
gemeinsame  Cnrve  von  der  Ordnung  o"  und  dem  Itang  ß"  haben. 
Wir  flnden  nach  dem  Vorgänge  des  letzten  Art.,  dass  das  System 
Uytyrz"  die  Fläche  Ape  und  die  Kurve  A'p'i'?  gemeinsam  hat. 
Und  da  die  Ciirve  zusammengesetzt  ist  aus  der  Kurve  a",  ß"  und 
einer  complemcntären  Kurve,  die  nach  Art.  418.  die  Ordnung 
A'p'e'9  — u"  und  den  Hang 

ß"  -f  (A'p'e'9'  — 2o")  (A'  4-  p'  4-  e'  4-  9') 
hat,  und  «"ß"  in 

n"(A'  -f  p'  4-  4-  2')  — ß" 

Punkten  schneidet,  so  ist  die  Zahl  der  Durchschnitte 

/ mnpq — Apt|(/4-«i4-”+P)2’4'/'”4-  «l<'-}4"l*(^+'''+''4-P+2’)— ^ 
— [Ap  vq—a  ){/4->n4-n4"P4“2’)4"^”'4~(^V’’V^2«")(A'-f-p'-f-/-|-9') 

4-  3«"(A'  4-  p'  4-  + 2')  — 3/3". 

F.henso  ist  die  Zahl  der  Durchschnitte  für  UVJf'l'Z" 

/mnp9"— A'p'e'|^;+OT+n+p)9"4-fm4-etc.J.4-/J'(/4-m4-n4-p4-2  ’)— / 
(ApV9  — ß ,,  j — 2a")(A4-p4">'4"2* ) 

+ 3«"(A  4-  p 4-  e 4-  9")  _ 3/3". 
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Wir  criialten  also  diirdi  Addition 

Im np (7-f  q")  — v + 4>V') ^(/ -}- m + w + p)(?'+  q")  + /m  + elC. } 

+ iß  + ß'  + ^ “")  + "'  + ” + p + 9'  + 9")  — r — r 
+ + f*  4-  1/  + 4'  + f*'  + r')  — 4 ß"; 

d.  Ii.  die  beiden  Fläclien  bilden  eine  zusammenge- 
setzte Fläcbe,  deren  Ordnung  die  Summe  ihrer  Ord- 
nungen, deren  Hang  die  Summe  der  Hangzablen  von 
jenen  vermehrt  um  das  Doppelte  der  Ordnungszahl 
ihrer  gemeinsamen  Onrve,  und  deren  Classe  die 
Summe  ihrer  Olassen  ist,  vermehrt  um  das  Vierfache 
der  Rang  zahl  der  gemeinsamen  Curve  und  vermin- 
dert um 

«"4+f*+*'+  ^'  + f*'  + O- 

Wir  müssen  einige  andere  Fälle  hier  unberührt  lassen,  welche 
zur  Vervollständigung  der  Sache  zu  untersuchen  nären;  insbe- 
sondere den  Fall,  wo  die  Flächen  sich  in  Dunklen  oder  längs 
einer  Curve  berühren.  Die  erörterten  Fälle  reichen  hin,  um  die 
Ordnung  eines  Systems  von  Determinanten  zu  heslimmen,  in  deren 
■Matrix  die  Zahl  der  Reihen  diejenige  der  Zeilen  um  drei  über- 
steigt. Wenn  wir  vier  Determinanten  des  Systems  auswälilen, 
so  haben  dieselben  eine  Fläche  gemein,  und  indem  wir  die  drei 
Characterisliken  dieser  Fläche  bestimmen  und  die  Formel  des  Art. 
425.  anwenden,  erhallen  wir  die  Ordnung  des  Systems. 

431.  Wir  kommen  endlich  zu  dem  Problem  von  der  Re- 
stimmung  der  Ordnung  des  Systems  der  Redingungen, 
unter  welchen  drei  ternäre  Formen  zwei  gemeinscliaft- 
liche  Punkte  haben. 

Seien  die  drei  Gleichungen  von  den  Graden  l,  m,  n und 
multiplicieren  wir  die  erste  mit  allen  Gliedern  yx^+^~*. 

etc.  einer  Gleichung  vom  Grade  (m  -j"  ” — 3)*  zweite  ebenso 
mit  allen  Gliedern  einer  Gleichung  vom  Grade  (n  + f — 3)  und 
die  dritte  mit  denen  einer  Gleichung  vom  Grade  (f  4-  m — 3). 
So  erhalten  wir  in  Allem 

i(m-f  n— l){m4-n-2)4-i(n+/-  l)(n4-l-2)4-i(/+m— 1)  (/4-m-2) 
Gleichungen  vom  Grade  (/  -(-  /n  -|-  n — 3),  aus  denen  wir  die 
^ m 4-  « — 1)  (f  4"  " — 2)  Glieder  ar'+"‘+"“^,  etc.  zu 

eliminieren  haben.  Diese  Gleichungen  sind  aber  nicht  unabhängig 
von  einander,  sondern  durch 
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^ _ 1)  (,  _ 2)  + i (m  _ 1)  (m  _ 2)  + J ("  - 1)  - 2) 

Uelalionen  verbunden. 

Die  Sulitraction  der  Zahl  der  llelalionen  zeigt  die  Zahl  der 
unabhängigen  Gleichungen  um  Eins  kleiner  als  die  Zahl  der  zu 
eliminierenden  Grö.«sen  iitid  »ir  erhalten  also  eine  Matrix,  in 
welcher  die  Zahl  der  lleilien  um  Eins  grösser  ist  als  die  der 
Zeilen,  wie  im  Falle  des  Art.  408. 

Wenn  aber  Gleichungen  gegeben  sind,  welche  durch  Hela- 
tionen  verbunden  sind,  so  muss  man  (vergl.  die  „Vorlesungen“ 
Art.  54.)  die  aus  einer  hinreichenden  Anzahl  der  Gleichungen  gc- 
hildeten  Determinanten  durch  Ausscheidung  von  Factoren  redu- 
cieren,  welche  seihst  aus  den  Goerndenten  der  Itclationen  ge- 
bildete Determinanten  sind. 

Wenn  wir  also  im  gegenwärtigen  Falle  eine  hinreichende 
Zahl  von  Gleichungen  nehmen  und  nach  der  Regel  des  Art.  408. 
die  Ordnung  bestimmen,  so  haben  wir  das  erhaltene  Resultat  um 
eine  Zahl  zu  vermindern,  die  wir  nun  bestimmen  wollen. 

432.  Wir  beginnen  mit  dem  einraclisten  Fall,  in  welchem 
wir  k Gleichungen  mit  ebenso  vielen  Variahein  haben,  die  durch 
eine  einfache  Relation  verbunden  sind.  Wir  schreiben  zur  Fixie- 
rung der  Vorstellungen  das  System  mit  drei  Reihen 


womit  wir  andeuten,  dass  die  eingeschlossenen  Grössen  durch 
die  Relationen 

r«"=o,  Aö+AV-f rt"=o,  Ac-f AV-i-rc''=o 

verbunden  sind.  Wir  nehmen  auch  an,  dass  Aa,  A'a',  A"a"  von 
derselben  Ordnung  sind,  so  dass  die  Ordnungen  A-)-n=A'-|-n'=A''-)-a'' 
sind. 

Selzen  wir  nun  zuerst  voraus,  dass  die  beiden  ersten 
Gleichungen  von  der  einfachsten  Form  sinil  und  dass  A''c= — 1 
sei;  dann  ist  die  wahre  Ordnung  die  aus  den  ersten  zwei  Gleichungen 
bestimmte  d.  h.  sie  ist,  wenn  wir  die  Ordnungen  in  der  Art  des 
Art.  408.  bezeichnen 

S,j  + + «,)  -f  -f-  a„a^. 
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Mil  Unterdrückung  der  ersten  Zeile  wird  die  aus  der  zweiten  und 
dritten  aUgeleilete  Ordnung 

+ ^l(“l  + “2)  + "1*  + "2’  + “l"2' 
und  dieser  Ausdruck  muss,  um  die  wahre  Ordnungszahl  zu  geben, 
um  (cfj  — üg)  (S,  + «0  "f"  “i  + "2)  '’erringert  werden,  d.  h.  um 
das  Product  aus  der  Ordnung  von  i in  die  Ordnung  der  Deter- 
minante, welche  man  aus  den  drei  Gleichungen  erhält. 

Die  allgemeine  Regel,  zu  welcher  diess  hinrührt,  lautet: 
Man  unterdrücke  eine  der  Zeilen  und  hestimme  die  Ordnung  des 
iibrig  bleibenden  Systems  nach  der  Regel  des  Art.  408.:  sub- 
trahiere aber  von  der  so  bestimmten  Zahl  das  Product  aus  der 
Ordnung  der  aus  allen  Gleichungen  bestimmten  Determinante  in 
die  Ordnung  desjenigen  Elements  der  Reihe  der  Relationen,  wel- 
ches zur  unterdrückten  Zeile  gehört. 

Man  bestätigt  leiebt,  dass  das  nämliche  Resultat  erhalten  wird, 
welche  Zeile  man  auch  unterdrückt;  so  ist 

^12  + ^l("«  + "1)  + "u"  + "1^  + "o“l  “ ^"(^1  +"ü  + “l  + "2^ 
= ^12  + + “2)  + “l*  + "2‘+"l"2  — ^(^1 +“u+."l  + "2) 

weil  k — i"  = a.,  — Oq  ist. 

Unser  Resultat  kann  in  einer  symmetrischen  Form  geschrieben 
werden  mit  dem  Zeichen  A für  den  gemeinsamen  Werth  von 
A -f-  "f"  "i>  4“  “2>  nämlich 

^12  + ^i("o  + "1  + "2)  + "1*  + "1^  + "2’  + + “2“« 

+ "(i"i  — ^(^1  + «0  + “1  + "2) 

oder 

-4-  S,«,  -f  — A{S^  -f-  S(). 

433.  lin  allgemeinen  Falle,  wo  irgend  eine  Anzahl  von 
Relatioiis-Verticalreilicn  vorhanden  ist,  fülirl  ein  analoges  Verfahren 
zudem  folgenden  Resultat:  Für  A,  A',  A",  etc.;  etc.;  v,v,v", 

etc.  als  die  Elemente  der  Relations-Columiien  müssen  wir  haben 

A-j- Og  = A'-(- a/,  etc.;  fi -[-«„  = ja'-f- f»,',  etc.;  = 

setzen  wir  respective  gleich  A,  B,  C,  und  seien  S,',  S,,'  die  Summe 
und  die  Summe  der  Producte  in  Paaren  für  die  Grössen  A,  B,  C, 
SO  ist  die  Ordnung  des  Systems 

S„  -f-  S,.*|  4-  *1’  ^12  “ + *1)  + ®12- 

Man  kann  das  Ergebniss  in  einer  Weise  aussprechen,  die  in  den 
Stand  setzt,  die  Antworten  auf  einige  andere  Fragen  zu  erkennen, 

Saltnon,  aual.  Gc»om.  d.  naumet,  II.  ?.  Aufl.  35 
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die  liini^ichllicli  der  Ordnung  der  Sysleiiic  soldier  Gleicimiigea 
gestellt  werden  können.  In  dem  betrachteten  Falle  ist  die  Ge- 
sammtzahl  iler  Heilten,  die  der  Relalion  inbegrilTen,  um  eins 
grösser  als  die  der  Zeilen  uiiil  tlie  Ordnung  des  Systems  ist  die 
durch  die  Hegel  des  Art.  408.  heslimmte,  .sobald  wir  den  Ord- 
nungszahltu der  Helalions-Heiheu  das  negative  Zeichen  gehen. 

Kheiiso  re|)räseiitiert  das  System,  falls  die  Zahl  der  Heilten, 
die  der  Helalioneit  iithegriffeit , der  Zahl  der  Zeilen  gleich  ist, 
nach  Gaylcy’s  Salz  eitie  IteU  rntiiiaitle,  dereit  Ordnung  als  Ordnung 
des  ganzen  als  Ileterminaitte  helrachlelen  Systems  erjtalten  wird, 
wenn  man  nur  die  Orditmtgszahleit  der  Helations-Columnen  ne- 
gativ nintint. 

Und  so  wird  ohne  Zweifel  die  Ordnung  des  Systems  nach  der 
in  gleicher  Weise  modificierteii  Hegel  des  Art.  421.  gcfuitdcn,  wenn 
die  Gcsnmmtzahl  der  Heilten  die  iler  Zeilen  um  zwei  üherschreitel. 

434.  Wir  wenden  die  gefundene  Regel  auf  das  Problem  des 
Art.  431.  au,  indem  wir  voran.sselzen,  dass  in  den  drei  ternären 
Formen  die  Coefficieitteti  iler  höchsten  Potenzen  von  x,  nämlich 
x',  x”*,  X*  von  den  Ordnuitgeii  |u,  v respective:  die  voit 
x‘~^y,  x'"~*i  von  den  Ordnurigen  A ä -{-  n„'  etc.  seien, 

so  dass  die  Ordnungen  der  Coefficienten  ntit  jedem  iteucn  Factor  y 
um  n„  und  mit  jedem  neuen  Factor  z um  a^'  wachsen.  Daun 
hesteheii  die  Elemente  der  ersten  Coluntitc  erstens  aus 

^ (m  -f-  « — 1)  (m  -)-  7)  — 2) 

Klementeit  von  den  Ordiiuitgeit 

i;  A — Oj,  A — A — 2ao,  A — a„  — a^',  A — 2a„';  etc. 
zweitens  aus  J (ti  + / — 1)  (n  + I — 2)  Elementen  von  den  Ord- 
nungen (i,  ft  — «01  P — “o't  drittens  aus 

i (f  + — 1)  (f  + — 2) 

analogen  Elementen  in  v.  Diese  sind  für  die  Zahlen  «g,  «|,  a^,  etc. 
des  Art.  408.  zu  nehiuett,  iitdess  die  Zahlen  A^,  etc.  des- 
selben 0,  «g.  «0^  2«„,  «g  -|-  Og',  2 «g',  etc.  slnd,  in  allem 

(f  -f-  tn  71  1)  (/  -J-  771  -f-  ” 2) 

solche  Glieder,  Etidlich  iindet  man  die  Zahlen  A,  li,  C des  letz- 
ten Art.  als  bestehend  aus  ^ [l  — 1)  [l  — 2)  Gliedern  ft 
ft  1'  — Og,  fl  -j-  V — Og'  zusammen  mit  [m  — 1)  (tti  — 2)  und 

^ (ti  — 1)  (n  — 2j  entsprechenden  Gliedern  in  e A.  A -|-  ft 
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respertive.  Zur  Berechnung  kann  man  der  Formel  des  lelzlen 
Art.  zweckmässig  die  Form  geben 

i {(s>  + -^1  - s,y  - (s,  + s;  -s,)} 

für  Sj  als  Summe  der  Quadrate  von  a^,  a,,  Oj,  etc. 

Fs  ist  auch  förderlich,  zu  bemerken,  dass  für 
qp(A)  = AI*  + + Cl^-\-  Dl  + E 

die  Gleichheit  besteht 

9 (f  + »I  + «H-  9>  (/,!  + «P  (m)  -f  gj{>i)  — {/  -f-  m) — qj  (m +«)  — (n  -f  /) 

= \2  j4lmn{l  jii  ti)  G Blmn  E. 
ln  diesem  Wege  ist  das  Resultat  gefunden  worden,  dass  die  Ord- 
nung des  Systems  ausgedrückt  sei  durch 

I mn  (mu  — 1)  (nf  — 1)  "h  i f”*  (f™  — I)  v’ 

-f  { (nf  - 1)  {Im  - I)  - i (/  _ 1)  (/  _ 2)  } pe 
I {Im  — 1)  {mn  — 1)  — J {m  — 1)  (m  — 2j  J vi 
+ { {mn  — 1)  {nl  — 1)  — ^ (n  — 1)  (n  — 2)  } 4p 
+ { f'««  — f + I — i {’”  + ")  } ("o  + "o') 

-f  «/,u  I _ OT  -f  1 — ^ (n  H-  f)  } (a„  + O 

/m  e I /mn  — n -f-  1 — ^ (/  + m)  } (n„  -f-  a^'] 

-j-  I Imn  {Imn  — / — m — n -j-  2)  (a,,®  a„'’) 

-j-  Imn  (2/mn  — l — m — n -|-  1)  n„a„'. 

Ist  in  jeder  der  drei  Gleichungen  die  Ordnung  aller  Glieder  die- 
selbe, nämlich  gleich  4,  p.  v respcctive,  so  haben  wir  nur  Og  und 
cfg'  gleich  Null  zu  machen. 

Sind  dann  noch  4,  p,  v gleich  Eins  und  l = m = n,  so  Lst 
die  fragliche  Ordnung 

I n (n  — 1)  (n*  -f  n — 1). 

435.  Wenn  die  betrachteten  Curven  die  drei  Polarcurven  der 
Fundamentalpunkte  f/,  =0,  U2  = 0,  Pj  = 0 einer  Curve  P=0 
sind,  so  können  wir  durch  die  vorige  Formel  die  Ordnungen  B 
und  C der  Bedingungen  in  den  Coefficienten  bestimmen,  unter  wel- 
chen die  Curve  zwei  Doppelpunkte  oder  untee  welchen  sie  eine 
Spitze  hat;  denn  jene  Polarcurven  haben  dann  zwei  verschiedene 
oder  zwei  zusammenfallende  Punkte  gemein;  d.  h.  mit  (n  — 1) 
statt  n in  der  letzten  Formel  hat  man 

2{B+  q = 9(n  — 1)  (n  — 2)  (n*  - n — 1). 

35* 
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Han  bat  aber  auch  (vcrgl.  Bd.  1,  Art.  235.  Note) 

25  + 3C=3(n  - 1)5  {3{n  — 1)5  — 1}  - 3n(n  — )) 

= 3(n  — 1)  (n  - 2)  (3n*  — 3»  + 1): 
also 

C = 12(n  — 1)  (n  — 2),  5 = i («  —1)  (n—2)  (3«5_3n-  1), 
Formeln,  zu  welHieii  Cayley'®^)  auf  einem  andern  Wege  gelangt 
ist.  (Vergl.  Art.  208.,  Beisp.  2.)  Sie  geben  auch  die  Zahl  der 
Flächen  eines  Bündels  an,  die  mit  einer  Ebene  in  dojipelter  Be- 
rührung sind. 

Uamit  eine  algebraische  Fläche  Ordnung  U = 0 einen 
biplanaren  Doppelpunkt  habe,  muss  den  Bedingungen 


y.z. 

Un 

i 

t;,  = 5,  = 53  = 

= 54  = 

Vu, 

1/33. 

Vn 

= 0 

^13’ 

1/33, 

genügt  sein , ohne  dass 

X4  = 0 

ist.  Han  hat 

also 

von  der  Ord 

mingszahl  dieses  Systems  die  Ordnung  des  andern 
— üj  = U3  = 1/4  = «4  = 0 

zweifach  abzuziehen.  Angenommen  aber,  dass  in  der  Function  ü 
der  Coeflicient  von  ar,"  in  den  andern  Variabein  vom  Grade  1 sei 
und  dass  er  für  jeden  Factor  Xj,  X3,  X4  respeclive  um  a^,  a.^,  04 
wach.se,  so  erhält  man  für  jene  Ordnungszahl  mita,,  als  Summe, 
<>,,  als  Summe  der  Producte  in  Paaren  und  c,  als  syininelrische 
Function  zweiten  Grades  der 

3(„_l)+,_2j{Gl5  + .‘lAo,+ff,3}+(n-l)5(4l+6,l{3l+2«,+2a,) 
+ Ö,{(«-  l)^3l  + 2a,  + 2«,)  + 3(n  - 1)5{„  - 2)(41  + ö,)} 
+ 3(n  — l)‘‘(n  — 2)  0^; 

und  für  diese 

{«-l)5{6A5+3Aö,+ffijl+(n— l)3(a,+Oj)(4l+(Tj)+(n— l)*(öj— ff,j): 
also  für  die  gesuchte  Ordnungszahl 

30  {«  - 1 )5(n -2)15+ 1 5n(«-l)5(«--2)lff , +n(«  - l)5(n— 2)(3«+2)  (J,  j 

4-3«  (n  — 1)5(«  — 2)  (0.4  — ö,j). 


B.  Systeme  der  Fl&chen  und  Probleme  der  Beritbrnng  mit 
geraden  Linien  und  Ebenen. 

4.36.  Indem  wir  nun  zur  Fortsetzung  der  allgemeinen  Theorie 
der  Flächen  aus  Kap.  1.  übergehen,  entwickeln  wir  zunächst  für 
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algebraische  Flächen  üherhaii|tl  eine  Gruppe  vun  Salzen,  welche 
im  1.  Bd.  Art.  233.  für  Flächen  zweiten  Grades  gegeben  worden 
sind. 

Der  Ort  dcrjeni,gen  Punkte,  deren  Polarebenen  in 
Bezug  auT  vier  Flächen 

u = 0,  U'  = 0,  V"  = 0,  ü"'  = 0 
von  den  rcspectiven  Ordnungen  n,  n\  n",  n"  sich  in 
einem  Punkte  schneiden,  ist  eine  Fläche  von  der  Ord- 
nung {n n ti" n"  — 4).  Denn  die  Gleichung  dieses 
Ortes  wird  erhalten,  indem  man  die  Determinante  aus  den  ersten 
Diflerentialen  der  Flächen  d.  i.  ihre  Jacobi'sche  Determinante 
mit  Null  vergleicht,  oder  sie  ist 


p,  . 

Pj , 

p,' , 

p;. 

p,' 

K. 

p " 

v.;-. 

u’' 

vr. 

Pj'". 

U{'. 

v: 

Dieselbe  Fläche  ist  auch  der  Ort  aller  Doppelpunkte  in  den 
Flächen  des  Systems 

lU  + k'W  + l"0"  -f  = 0. 

Wenn  eine  Fläche  des  Systems  X'U'  -|-  X"D"  = 0 die 

Fläche  U"'  = 0 berrdirt,  so  ist  der  Berührungspunkt  ein  Punkt 
der  Jacobi’schen  Fläche  und  kann  also  nur  in  der  Gurve  von  der 
Ordnung  n"{n  -f-  n «"  -|-  n"  — 4)  liegen,  in  welcher  sie  jene 
Fläche  schneidet. 

Ehenso  können  n'n"\n  -|-  n -f-  n"  n'"  — 4)  Flächen  des 
Systems  iU7 -j- ^ = 0 gefunden  werden,  welche  die  Durch- 

schnittscurve  von  U'  = 0 mit  U'"  = 0 berühren ; denn  der  Be- 
rührungspunkt muss  einer  der  Punkte  sein,  in  denen  diese  Gurve 
die  Jacobi'sche  Fläche  berührt. 

Die  Berührungs-Invariante  eines  Systems  von  drei  Flä- 
chen U=0,  P' ==  0,  P"  = 0 oder  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher zwei  ihrer  nn'n"  Schnittpunkte  zusammenfallen,  enthält  die 
C.oefficientcn  der  ersten  im  Grade  nV'(2u  -f-  n'  n"  — 4)  und 
entsprechend  die  der  beiden  andern.  Denn  wenn  wir  in  dieselbe 
für  jeden  Coefflcienten  a von  P das  Binom  a + xa*  substituieren 
für  a*  als  den  entsprechenden  Coefflcienten  in  der  Gleichung  einer 
andern  Fläche  P*  = 0 von  derselben  Ordnung  mit  p = 0,  so 
ist  offenbar  der  Grad  des  Resultats  in  x identisch  mit  der  Anzahl 
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der  Flächen  des  Büschels  P -|-  x <7*  = 0,  welche  die  Durch- 
srhniUscurve  von  ü’  =0,  P"  = 0 berühren. 

Oder  wir  bemerken,  dass  zwei  der  fraglichen  Schnittpuiikle  zu- 
sammen fallen,  wenn  die  Durchschnillscurve  von  P=0,  P'=0  die 
Curve  P=0,  P"'=0  berührt,  sodass  ini  Berülirmigspunkt  dioTaiigen- 
lialebenen  der  drei  Flächen  eine  gerade  Linie  gemein  haben.  Bezeich- 
nen wir  daher  durch  £,■  die  Coordinaten  einer  beliebigen  Ebene,  so 
hat  dieselbe  mit  jenen  drei  Tangentialebenen  immereinen  Punkt  ge- 
mein, d.  h.  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  machen  diu 
Determinante  verschwinden,  welche  aus  den  als  erster  Zeile 
und  den  Differentialen  der  drei  Flächen  als  drei  übrigen  Zeilen 
gebildet  wird.  Und  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  den  drei 
Flächen  gemeinschaftlicher  Punkt  dieser  Gleichung  genügt,  wird 
erhalten,  indem  man  zwischen  dieser  Determinante  und  den 
Gleichungen  der  Flächen  P=0,  P'  = 0,  P"t=0  eliminiert. 
Die  Besultante  enthält  die  l,-  im  Grade  nnn"  und  die  Coefficien- 
ten  von  P im  Grade  nn"(n  -j-  -j-  n"  — 3)  -(-  nnn". 

Und  da  das  Elimentationsresultat  die  Bedingung,  unter  wel- 
cher die  Ebene  £,•  durch  einen  der  Schnittpunkte  von  0 — 0, 
0"  = 0,  0"  = 0 geht,  als  Factor  enthalten  muss,  welcher  aus- 
zuscheiden ist,  so  ist  der  Grad  dieses  Factors  in  den  l,-  und  in 
den  Coeflicienten  von  P,  nämlich  nnn"  und  n'n"  respertive  zu 
bestimmen  und  man  findet  durch  seine  Unterdrückung,  dass  die 
geforderte  Bedingung  die  Coeffleienten  von  P im  Grade 
n'n"{2n  -j-  n'  -f-  n"  — 4) 
enthält,  wie  vorher.  *''®) 

437.  Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen  in 
Bezug  auf  drei  Flächen  eine  gerade  Linie  gemein 
haben,  ist  in  Folge  des  Vorigen  die  durch  das  Dcterininanten- 
system 


U,  . 

u, , 

Ui 

u: 

= 0 

u". 

ü.". 

Ui" 

i 

bestimmte  Jacobi’sche  Curve. 

Nach  Art.  407.  ist  die  Ordnung  dieser  Curve  ausgedrückl  durch 
(n  - 1)»  -f  in'  - 1)*  -f-  in"  - 1)*  + (n'  - 1)  (n"  - 1) 

+ (n"  - 1)  (n  - 1)  («'  - 1): 
nach  Art.  420.  kann  ihr  Bang  bestimmt  werden. 
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Wenn  eine  fläche  des  Systems  i ü -j- A'ü' = 0 die  Flache, 
U"  = 0 heinhrt,  so  ist  der  Berühnings|ninkt  ein  Punkt  der 
Jacobi’sdien  (äirve  und  die  Anzaid  solclier  Flächen  ist  daher  der 
Zahl  der  Schnittpunkte  von  U"  = 0 mit  der  Jacohi'schcn  Ciirve 
gleich  oder  das  »"rache  ihrer  Ordnungszahl. 

Nach  der  Schlnssweise  des  letzten  Art.  folgern  «ir  daraus, 
dass  die  Bcridirungs-Invariante  von  zwei  Flächen  U = 0,  tT  = 0 
d.  h.  die  Bedingung,  unter  welcher  sic  sich  herfihren,  die  Coel- 
ficientcn  von  U im  Crade 

_ 1)2  ^ 2(„  - 1)  („'  - 1)  + a(»  - 1)’ } 

oder 

-f-  2>in  n*  — 8«  — 4«'  -f"  8) 

enthält. 

Dieselbe  Zahl  kann  zweckmässig  so  ausgedrnckl  werden;  für 
n als  die  Ordnung  von  D,  für  n*  und  ii*'  als  Ordnung  und  Classe 
von  V lind  a*  Ordnung  des  Tangentenkegels  aus  einem  Punkte 
ist  der  Grad,  in  welchem  diy  Coefficienten  von  U in  die  Be- 
rfihnings-Invariante  cingehen , 

n*'  + 2rt*(n  — 1)  + 3«*(n  — 1)'. 

438.  Wir  stellen  in  diesem  Art.  und  den  folgenden  eine 
Gruppe  von  Ergebnissen  zusammen,  die  sich  mit  Hilfe  des  Friihc- 
ren  leicht  begründen  lassen. 

Zuerst  über  einige  entwickclbarc  Flüchen. 

I.  Zwei  Flächen  0 = 0,  0 von  den  rcspectiven 

Ordnungen  n und  n*  durchschncidcn  sich  und  man  soll 
die  Anzahl  der  Tangenten  ihrer  Durchschnittsciirvc 
bestimmen,  welche  zugleich  Inflexionstangenten  der 
ersten  Fläche  sind. 

Die  luflexionstangenten  in  irgend  einem  Punkte  der  Fläche 
ü = 0 sind  die  geraden  Erzeugenden  der  quadratischen  l’olar- 
tläche  dieses  Punktes,  jede  durch  sie  gehende  Ebene  berührt  also 
diese  Letztere.  Wenn  wir  daher  die  Bedingung  bilden,  unter 
welcher  die  Tangentenebene  der  Fläche  F = 0 die  quadratische 
Polarfläche  in  Bezug  auf  U = 0 berührt,  welche  Bedingung  die 
zweiten  Diflerentiale  von  U im  Jritten  und  die  ersten  DilTerentiale 
von  y im  zweiten  Grade  enthält,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 
einer  Fläche  der  (3n  + 2n*  — 8)‘‘“  Ordnung,  welche  die  Durch- 
schnittscurve  in  den  gesuchten  Punkten  schneidet,  deren  Tangenten 


Digitized  by  Google 


— 552  — 

Iiinexionslangenten  von  ü — 0 siud.  Die  Zahl  dieser  Punkte  ist 
also 

= nn*(3«  -j-  2n*  — 8). 

II.  Man  soll  die  Ordnung  der  Fläche  bestiinnicii, 
welche  durch  die  Inriexionstangcnlen  der  Fläche  U=0 
in  den  Punkten  ihrer  Durchschnittscurve  mit  einer 
Fläche  F = 0 erzeugt  wird. 

Man  hat  die  x/  zwischen  den  Gleichungen 
cr  = 0,  F'  = 0,  .fü'  = 0, 

zu  eliminieren,  welche  in  ihnen  von  den  respectiven  Graden 
n.  «*,  n — 1,  n — 2;  und  die  in  den  x,-  von  den  Graden  0,  0, 
1 , 2 respective  sind.  Das  Itesullat  ist  daher  vom  Grade 
iin*  (3;i  — 4). 

III.  Man  soll  die  Ordnung  der  ahwickelharen  Fläche 
rinden,  welche  eine  Fläche  Ordnung  längs  der 
Schnitlcurve  mit  ihrer  Ilessc'schen  Detcrminanteii- 
riäc he  berührt. 

Die  Tangenteuebenen  der  Fläche  in  zwei  auf  einander  fol- 
genden Punkten  ihrer  parabolischen  Curve  durchschneiden  sich 
nach  Art.  10.  in  einer  Inflexionstangentc.  Da  nun  hier  «*s=4(n — 2) 
ist,  so  wird  die  Ordnung  der  durch  diese  Inflexionstangenten  er- 
zeugten Fläche  nach  II. 

= 4n  («  — 2)  (3n  — 4). 

Und  weil  die  beiden  Inflexionstangenten  in  den  Punkten  der  para- 
bolischen Curve  zusammeurallen,  so  decken  sich  auch  die  beiden 
Flächen,  die  je  eine  durch  eine  jede  von  ihnen  sonst  erzeugt 
werden;  d.  h.  die  eben  gefundene  Zahl  ist  durch  2 zu  dividieren, 
oder  die  fragliche  Ordnung  ist 

= 2)1  (n  — 2)  (3«  — 4). 

IV.  Die  Characteristiken  der  abwickelbaren  Fläche 
zu  finden,  welche  einer  Fläche  n‘°'  Ordnung  längs 
ihres  ebenen  Querschnitts  umgeschrieben  ist. 

Der  Schnitt  der  Abwickelungsfläche  mit  der  Ebene  des  Quer- 
schnitts ist  zusammmengesetzt  aus  dem  Schnitt  der  gegebenen 
Fläche,  d.  i.  einer  Curve  n‘“  Ordnung,  und  den  Tangenten  in 
seinen  3n  (n  — 2}  Inflexionspunkten.  Wir  Anden  daher  mit  den 
früheren  Bezeichnungen  die  Ausdrücke  für  Ordnung  und  Classe 
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respcclive  6n  (n  — 2)  und  n (n  — 1);  «odami  r — n (3«  — 5), 
0 = 0,  jS  = 2«  (5fi  — 11),  de. 

V.  Man  soll  die  Cliaractcristiken  der  abwickel- 
liaren  Fläche  bestimmen,  welche  einer  Fläche  n‘"  Ord- 
nung längs  ihres  Durchschnitts  mit  einer  Fläche  von 
der  Ordnung  n*  umgeschrieh  en  ist. 

Man  flndet  ihre  Classe  nri*  (n  — 1);  sodann 
0 = 0,  r = «n*  (3n -f- — 6), 
so  dass  die  übrigen  Singularitäten  nach  Art.  71.  sich  ergeben. 

439.  P'erner  über  einige  Curven.  I.  Man  soll  die  Cha- 
racteristik  der  zweien  Flächen  von  den  Ordnungen 
>1  und  n*  gemeinschartlicli  unigeschriebenen  abwickel- 
baren Fläche  unter  der  Voraussetzung  bestimmen, 
dass  keine  der  Flächen  vielTache  Linien  hat. 

Man  findet  die  Classe  = nn*  [n  — l)^(n*  — 1)*;  sodann 
0 = 0,  r = nn*  (n  — 1)  (n*  — 1)  (n  -f  n*  — 2). 

II.  Welches  sind  die  Charactcre  der  Durch- 
schnittscurve  zweier  abwickelbaren  Flächen? 

Die  Flächen  sind  von  den  rcspcctiven  Ordnungen  r und  /, 
und  da  jede  von  ihnen  eine  Doppel-  und  Hückkehrcurrc  von  den 
respectiven  Ordnungen  x und  m,  x’  und  m besitzt,  so  hat  die 
Durciiscluiittscurve  respective  (rar' -f- r'x) , {rm  r’m)  wirkliche 
Doppel-  und  Rückkehrpiinktc.  Der  aus  einem  beliebigen  [‘unkte 
des  R.'tumes  über  der.Curve  beschriebene  Kegel  hat  daher  ausser 
den  im  Art.  84.  betrachteten  noch  Doppel-  und  Rückkehrkanten, 
welche  aus  jenen  entspringen;  und  die  dort  gegebenen  Formeln 
müssen  darnach  modificierl  werden. 

Wir  haben  wie  dort  die  Ordnung  gleich  rr:  aber  die  Ord- 
nung der  Reciproken  dieses  Kegels  i.“t 

Q = rr  {r  r — 2)  — r (2x'  -f-  3«i')  — r ]^2x  -f-  3m) 
oder  nach  den  Formeln  des  Art.  69.  q = rn  -|-  r'n. 

In  derselben  Art  findet  man  die  Classe  v=or'-l-aV-f-3rr'. 

III.  Die  Bestimmung  der  Charactere  der  abwickel- 
baren Fläche,  welche  durch  eine  G erade  e rzc ugt  w ird, 
die  zwei  gegebene  Curven  stets  schneidet,  ist  die  der 
vorigen  nach  dem  Gesetze  der  Reciprocität  entsprechende  Aufgabe. 
Man  erhält  somit 

V = rr,  p = rm  -|-  r'm,  fi  — ßr  -f-  ß'r  -(-  3rr. 
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IV.  Für  die  nurrlidriiiguiigsciirrc  einer  kriimiiiea  niil  einer 
enlttifkelharcn  FISclie  limlel  man  niil  «*,  n*'  und  a*  als  Oid- 
nung,  (Hasse  und  Ordnuiig  des  Taiigentenkegels  der  ersteren  die 
Cliaraclere 

= Q = ra*  + ,in*,  t- ==  ««* -f  3ra*. 

V.  Pie  Peveloppalile,  welche  einer  (^urve  und  einer  Fläche 
gemeinsam  umschriehen  isl,  hal  die  Cliaraclere 

= ßn*'  -f-  p = ra*  mii*' , v = n*'r. 

440.  Die  in  Art.  390.  der  ,,Hüh.  Curven"  gegebene  Theorie 
der  Sysleme  lässt  sich  olTenhar  auf  algebraische  Flächen  über- 
tragen. 

Wenn  für  eine  Fläche  Ordnung  nicht  die  zur  Bestim- 
mung derselben  hinreichende  Zahl  von  Bedingungen  gegeben  ist, 
sondern  eine  Bedingung  weniger,  so  bilden  die  den  gegebenen 
Bedingungen  genügenden  Flächen  ein  System  von  den  Characlc- 
ristiken  |u,  v,  p für  fi  als  die  Anzahl  der  Flächen  des  Systems, 
welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  gehen,  v als  Anzahl  derer, 
welche  eine  gegebene  Khenc  und  p als  die  Zahl  derjenigen,  welche 
eine  gegebene  Gerade  berühren.  OfTenbar  bilden  die  ebenen 
Querschnitte  der  Flächen  eines  solchen  Systems  ein  Curvensyslcin 
von  den  Characleristiken  fi,  p und  die  Tangeiitenkegel  derselben 
aus  einem  Punkte  ein  Kegelsystem  von  den  Characteristiken  p,  i>. 

Mehrere  der  folgenden  Sätze  cnls|ircchen  den  für  Curven 
liewie.scnen  genau. 

I.  Per  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug 
auf  die  Flächen  des  Systems  isl  eineCurve  von  doppel- 
ter Krümmung  von  der  Ordnung 

Der  Ort  isl  eine  Curve,  weil  die  Ebene  selbst  von  ihm  nur 
in  der  endlichen  Zahl  von  v.  Punkten  geschnitten  werden  kann. 

Für  Flächen  zweiter  Ordnung  und  die  unendlich  ferne  Ebene 
finden  wir  den  Ort  der  Cenlra  des  Systems.  (Vergl.  Bd.  1, 
Art.  132.,  134.) 

II.  Die  Enveloppe  der  Polarebenen  eines  festen 
Punktes  in  Bezug  auf  alle  Flächen  des  Systems  isl  eine 
enlwickelbarc  Fläche  von  der  Classe  fi. 

III.  Der  Ort  der  Pole  der  Ebenen  eines  Büschels 
in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Systems  isl  eine  Fläche 
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von  der  Ordnung  p.  Denn  es  liegen  q und  nur  q Punkte  des 
Ortes  in  der  gedarhlcn  geraden  Linie. 

Wenn  wir  als  Polarcurve  einer  Oeraden  in  Bezug 
auf  eine  Fläche  die  den  ersten  Polaren  aller  Punkte  derselhen 
gemeinschaftliche  Curve  bezeichnen,  so  ist  es  ein  anderer  Aus- 
druck des  Vorigen,  wenn  wir  sagen:  Die  Polarcurven  einer 
festen  Geraden  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Systems 
liegen  in  einer  Fläche  von  der  Ordnung  q. 

IV.  Reciprok:  Die  Polarebenen  aller  Punkte  einer 
Geraden  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Systems  um- 
hüllen eine  Fläche  Classe. 

V.  Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  von  einem 
festen  Punkte  an  die  Flächen  des  Systems  gehenden 
Tangenten  ist  eine  Fläche  von  der  Ordnung  (fi -f- p). 
die  den  festen  Punkt  zum  ftfachen  Punkt  hat. 

Wir  können  das  dem  Salz  entsprechende  Problem  auch  so 
aussprechen:  Man  soll  den  Ort  eines  Punktes  linden,  für  den  die. 
entsprechende  Tangentenebene  einer  durch  ihn  gehenden  Fläche 
des  Systems  durch  einen  festen  Punkt  geht. 

Wir  können  so  den  Ort  der  Punkte  bestimmen , in  denen 
eine  gegebene  Ebene  durch  Flächen  des  Systems  orthogonal  dureh- 
schnitten  wird;  denn  dieser  Ort  ist  die  Curve,  in  weicher  die 
Ortsfläche  fi  -j-  p,  welche  der  Richtung  der  Normalen  der  Ebene 
entspricht,  die  Ebene  schneidet. 

VI.  Der  Ort  der  Berührungspunkte  der  Ebenen 
eines  Büschels  mit  den  Flächen  des  Systems  ist  eine 
Curve  von  der  Ordnung  v -j-  p,  welche  die  feste  Gerade 
desselben  in  p Punkten  schneidet.  Sie  ist  olTenbar  auch 
der  Ort  der  Punkte,  für  welche  zugehöi  ige  Tangentenebenen  von 
Flächen  des  Systems,  die  sie  enthalten,  durch  eine  feste  Gerade 
gehen. 

VII.  Der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polarebcnc  in 
Bezug  auf  eine  gegebene  Fläche  von  der  Ordnung  n 
mit  der  Tangentialebene  einer  der  durch  ihn  gehenden 
Flächen  des  Systems  sich  auf  einer  festen  Geraden 
schneiden,  ist  eine  Fläche  von  der  Ordnung  «ft -j- p 
Denn  er  schneidet  diese  Gerade  ofTcnbar  in  den  p Punkten, 
in  denen  sie  Flächen  des  Systems  berührt,  und  in  den  n Punkten, 
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in  diMieii  siu  iliu  feste  Fläche  sclineidel  und  diese  Letzleni  sind 
für  den  Ort  vielfache  Punkte  vom  6rade  ft.  '■ 

VIII.  Wenn  in  dem  vorigen  Falle  die  Durchschnitts- 
linie  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen  muss,  so  ist  der 
Ort  eine  Ciirve  von  der  Ordnung  n [n  — 1)  ft  -|-  np  -j-  v. 
Henn  die  v Punkte,  in  denen  diese  Ebene  Flächen  des  Systems 
berührt,  gehören  dem  Orte  an;  ebenso  die  Punkte,  in  denen  der 
Ouer.sehnitt  der  festen  Fläche  mit  der  Ebene  durch  die  Ouer- 
sehnitte  von  Flächen  des  Systems  berührt  wird  — Punkte,  deren 
Anzahl  fin(n  — 1)  + "P  isE 

Der  hier  betrachtete  Orl  schneidet  die  feste  Fläche  in 
ti  |/i(n  — 1)  fl  -|-  ”P  + *'}  Punkten,  die  entweder  die  eben  er- 
wähnten ft«(n  — 1)  + np  Punkte  oder  Berührungspunkte  der 
festen  Fläche  mit  Flächen  des  Systems  sein  müssen.  Durch  Sub- 
traction  der  letztem  Zahl  von  der  Totalzahl  finden  wir 

IX.  dass  die  Zahl  derjenigen  Flächen  des  Systems,  welche 
eine  feste  Fläche  berühren,  gleich 

ftn  («  — 1)''  -|-  Qft  {n  — 1)  + rn 
ist;  oder  allgemeiner  für  ti  als  Classe  der  Fläche  und  a als  Ord- 
nung des  Taugentenkcgels  derselben  aus  einem  Punkte  gleich 
, fl  h'  p a vn. 

AVir  können  dadurch  die  Zahl  der  Flächen  des  Büschels 
kU+  V = 0 bestimmen,  welche  eine  gegebene  Fläche  berühren; 
demi  für  n*  als  ihre  Ordnungszahl  bilden  sic  ein  System  von  den 
C.haractcristiken  fi  = l,  v=3(n* — 1)^  p = 2(n* — 1);  ist  also  n 
die  Ordnung  der  zu  berührenden  Fläche,  so  ist  die  fragliche  Zahl 
(wie  schon  in  Art.  437.  gefunden) 

„ |(„  _ 1)5  _j_  2{n  - 1)  («•  - 1)  -f  3(/i*  - 1)’}. 

441.  Zu  dem  Schlussergebniss  des  Vorigen  führt  auch  fol- 
gende Betrachtung. 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Systeme  von  Punkten 
enthalten  sind,  die  in  einer  (a,a)  Correspondenz  stehen, 
so  dass  jedem  Punkte  des  ersten  or'  Punkte  des  zweiten 
und  jedem  Punkte  des  zweiten  cc  Punkte  des  ersten 
entsprechen,  und  wenn  eine  gerade  Linie  ß Paare  ent- 
sprechender Punkte  enthält,  so  ist  die  Zahl  der  Punkte, 
in  welchen  entsprechende  Punkte  beider  Systeme  sich 
vereinigen,  « -}-  o' 
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Seien  *,  y,  x,  y',  die  Coordinalen  enlsprechcmler  Punkte, 
durrh  zwei  algebraische  Relationen  verbunden,  die  in  den  erstem 
von  den  Graden  fi,  v und  in  den  zweiten  von  den  Graden  y!,  v 
respective  sind;  so  erhalten  wir  für  gegebene  x',  y offenbar  yv 
Werllie  von  x,  y und  ebenso  für  gegebene  x,  y die  Zahl  y'v 
Werlhe  von  x',  y,  so  dass  a = fiv,  a' — fi'v  ist.  Eliminieren 
wir  die  x,  y zwischen  diesen  beiden  Gleichungen  und  der  Gleichung 
der  geraden  Linie  «a: -{■ ’i!/ + ? “ 0,  so  entsteht  ein  Resultat 
vom  Grade  (ftv'  -f-  f‘  »')  in  x',  y,  welches  zeigt,  dass  den  Punkten 
der  Geraden  die  Punkte  einer  Curve  von  der  Ordnung  fiv  fiv 
entsprechen,  welche  jene  in  ebenso  vielen  Punkten  ß schneidet. 
Setzen  wir  aber  x',  y respective  gleich  x,  y,  so.  erhalten  wir 
(fl  f*’)  (v  + v')  Werlhe  von  x und  y,  d.  h.  eine  mit  or  jS 

gleiche  Anzahl. 

442.  Dieser  Satz  ist  von  Zeuthen’®^)  auf  den  Raum  über- 
tragen wie  folgt;  Wenn  zwischen  zwei  Punkträumen  («,  «’) 
Gorrespondenz  in  der  Weise  statlfindet,  dass  den  Ge- 
raden des  ersten  und  zweiten  Raumes  Curven  von  den 
Ordnungen  ß'  respective  ß entsprechen,  so  giehl  es 
(a-\-a  -\-ß-\- ß')  Punkte,  in  denen  entsprechende  Punkte 
vereinigt  sind. 

Denn  nach  unserm  Satze  des  vorigen  Art.  sind  die  Ortscur- 
ven  von  entsprechenden  Punkten  P',  deren  Verbindungslinien 
durch  einen  festen  Punkt  0 gehen , von  den  respectiven  Ord- 
nungen a ß ß'  und  a ß'  ß.  Retrachlet  man  dann  in 
einem  Ebencnbüschel  diejenigen  Ebenen  als  correspondierend,  die 
nach  entsprechenden  Punkten  P,  P'  auf  einem  Strahl  aus  0 gehen, 
so  findet  man  a a 2 {ß  ß'}  mal  Zusammenfällen  entsprech- 
ender Ebenen;  aber  die  durch  0 gehende  P^bene  des  Büschels 
repräsentiert  ß ß'  Coincidenzen,  vyeil  sie  so  viel  Paare  ent- 
sprechender Punkte  auf  Strahlen  durch  0 enthält;  etc. 

Man  bat  z.  B.  für  Punkte,  die  in  Bezug  auf  zwei  algebraische 
P'lächen  von  den  Ordnungen  n,  n*  dieselbe  Polarebene  haben 
a=(„_l)®,  o'=(„«— 1)3.  ,3=(„— 1)(„*_1)3,  /3'=.(„*_l)(n-l)3; 
sodass  es 

(«  - 1)’  -f  (n*  — 1)®  + («■—  1)  («*  - 1)  {/i  -f  «*  — 2} 
oder 

{ („_  1)3  -(-(„•  -1)3  }(„  + „•_  2) 
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Punkte  giebt,  die  in  Bezug  auf  beide  Flächen  die.<;elbe  Polar- 
Fbene  haben. 

Man  bestimmt  olTenbar  nach  diesem  Gesetz  auch  die  Zahl  der 
sieh  selbst  entspreclienden  Elemente  in  zwei  in  einander  liegen- 
ileii  durch  biralionale  Transrorinalion  verbundenen  Käuinen. 

443.  Wir  gehen  dazu  weiter,  die  Natur  des  Ortes  der 
l'unkle  zu  unlersucheii,  deren  Pnlarebenen  in  Bezug  atiT  Flächen 
des  Systems  mit  ihren  l'ularebenen  in  Bezug  auf  eine  feste  Fläche 
zusammenrallen.  W'ir  untersuchen,  wie  viele  Punkte  dieses  Ortes 
in  einer  gegehenen  Ehcne  liegen.  Seien  P und  P'  zwei  Punkte 
der  Ebene,  so  dass  die  Polarebene  von  P in  Bezug  auf  die  feste 
Fläche  mit  der  Polarebcne  von  A'  in  Bezug  auf  Flächen  des 
Systems  zusammenfällt.  Ist  dann  P also  auch  seine  Polarebene 
in  Bezug  auf  die  feste  F'läche  gegeben,  so  bilden  die  Pole  dieser 
Ebene  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Systems  eine  Curve  der  Ord- 
nung V (I.),  die  die  angenommene  Ebene  in  den  v entsprechen- 
den Punkten  P”  schneiden  wird.  Ist  aber  P’  gegeben,  so  bilden 
seine  Polarebenen  in  Bezug  auf  die  Flächen  des  Systems  nach  (II.) 
eine  entwickelbare  Fläche  von  der  Classe  p;  und  da  die  Polar- 
ebenen der  Punkte  der  gegehenen  Ebene  in  Bezug  auf  die  feste 
Fläche  eine  Fläche  von  der  Classe  (n  — 1)’  bilden  — denn  nach 
Art.  263.  umhfillt  eine  Ebene,  in  deren  Gleichung  zwei  Para- 
meter im  Grade  (n — 1)  Vorkommen,  eine  F'läche  von  dieser 
Classe  — so  giebt  es  als  gemeinschaftliche  Tangentialebenen  bei- 
der p(n  — 1)*  Ebenen,  welche  die  entsprechenden  Punkte  P und 
damit  deren  Zahl  bestimmen. 

Beschreibt  endlich  P eine  Gerade,  so  umhüllen  seine  Polar- 
ebenen in  Bezug  auf  die  feste  F'läche  eine  entwickelhare  Fläche 
von  der  Classe  (n  — 1)  und  die  Polai  ebenen  mit  Bezug  auf  die 
Flächen  des  Systems  umhüllen  nach  (III.)  eine  F'läche  von  (ler 
(ilasse  e.  Es  giebt  daher  p(n  — 1)  Ebenen,  deren  Pole  in  jeder 
Voraussetzung  in  der  angenommenen  Geraden  liegen  und  die  Zahl 
der  Punkte  der  Fibene,  in  welchen  corres|tondierende  Paare  sich 
vereinigen,  ist  also  nach  Art.  441.  p(»i  — 1)®  -}-  p (n  — 1) 

Der  Ort  der  Punkte,  deren  Polarebenen  in  Bezug 
auf  Flächen  des  Systems  und  in  Bezug  auf  eine  feste 
Fläche  sich  decken,  . ist  somit  eine  Curve  von  der 
vorher  angegebenen  Ordnung;  sie  schneidet  die  feste 
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Kläclie  in  den  Punkten,  in  denen  sie  von  Fläciien  des 
Systems  berülirt  wird. 

444.  X.  Der  Ort  eines  Punktes,  für  welchen  dftr 
nach  einem  festen  Punkte  jochende  Strahl  und  die  Tan- 
gential ehe  ne  einer  der  durch  ihn  gehenden  Flächen 
des  Systems  in  ihm  die  Ebene  einer  festen  algebrai- 
schen C n r V e Ordnung  in  einem  Punkt  u n<l  einer 
Geraden  sehneiden,  welche  in  Bezug  auf  diese  Pol 
und  Polare  sind,  ist  eine  Gurve  von  der  Ordnung 
fin(n  — 1)  -|-  p n -j-  V. 

Man  bildet  <len Beweis  leicht  analog  dem  von  VIII.  im  Art.  440. 

Ist  die  feste  Gurve  der  imaginäre  Kngelkreis  iin  Unendlichen, 
so  enlspringt  der  Satz:  Der  Ort  der  Fiisspiinkte  der  Nor- 
malen von  einem  festen  Punkte  auf  die  Flächen  des 
Systems  ist  eine  Gurve  von  der  Ordnung  2(fi  -f-  p)  -|-  v. 

In  Bezug  auf  ein  System  ebener  Gurven  von  den  Characte- 
ristiken  /u  und  v ist  der  Ort  eines  Punktes,  dessen  Polare  in 
Bezug  auf  eine  feste  Gurve  von  der  Ordnung  n mit  der  Tangente 
einer  durch  ihn  gehenden  Gurve  des  Systems  in  ihm  ein  gegebenes 
Segment  harmonisch  theilt,  eine  Gurve  von  der  Ordnung  -f-e. 
Zu  den  Punkten  dieses  Ortes  in  der  Linie  des  Segments  gehören 
offenbar  ilie  e Berührungspunkte  derselben  mit  Gurven  des  Systems. 
Und  durch  dieselbe  Schlussweise  wie  in  anderen  Fällen  findet  man 
n Punkte  der  Geraden,  deren  Polaren  in  Bezug  auf  die  feste  Gurve 
mit  ihnen  selbst  das  Segment  harmonisch  theilen,  und  da  die- 
selben für  jede  der  durch  sie  gehenden  n Gurven  Punkte  des 
Ortes  sind,  so  ist  die  Ordnung  desselben  eben  nji  -[-  v. 

Denkt  man  das  Segment  der  imaginären  Kreispunkte  im  Un- 
endlichen, so  erkennt  man,  dass  es  ri  (nfi -j- v)  Gurven  des 
Systems  giebt,  welche  eine  gegebene  Gurve  orthogo- 
nal diirchschneiden. 

In  gleicher  Weise  fand  de  Jonquieres  XL,  dass  der  Ort 
eines  Punktes,  dessen  Polarebene  in  Bezug  auf  eine  feste  Fläche 
„tüT  Ordnung  und  dessen  Tangentialebene  für  eine  der  durch  ihn 
gehenden  Flächen  des  Systems  die  Ebene  eines  festen  Kegel- 
schnitts in  zwei  in  Bezug  auf  ihn  conjugierten  Geraden  schneiden, 
eine  Fläche  von  der  Ordnung  n,a  p ist.  In  derselben  Art 
specialisiert,  dass  eine  Fläche  dieser  Ordnung  aus  der 
festen  Fläche  n“'  Ordnung  die  Punkte  herausschneidet, 
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in  denen  sie  von  Flächen  des  Systems  j»,  v,  q ortho- 
gonal geschnitten  wird. 

445.  Wenn  man  von  zwei  festen  Punkten  P,  P'  Tangenten 
an  ein  System  (f*,  v)  ebener  Curven  Classe  zieht,  so  ist  der 
Ort  der  Durchschniltspunktc  der  correspondierenden  Tangenten 
aus  P mit  denen  aus  P'  eine  turve  von  der  Ordnung  v(2n — 1). 
Denn  wenn  wir  irgend  eine  die  Linie  PP'  berührende  Curve  be- 
trachten, so  isf  der  Berührungspunkt  ein  Punkt  des  Ortes  und 
(n  — 1)  andere  Punkte  desselben  fallen  in  jeden  der  Punkte  P,  P' 
und  da  cs  v solrlie  Curven  gieht,  so  ist  jeder  der  Punkte  P,  P' 
ein  vielfacher  Punkt  vom  Grade  («  — l)v  und  die  Gerade  PP' 
schneidet  den  Ort  in  v(2«  — 1)  Punkten.  Sind  P,  P'  die  Kreis- 
punkte im  Unendlichen,  so  erkannt  man  den  Ort  der  Brenn- 
punkte der  Curven  des  Systems  als  eine  Curve  von  der 
Ordnung  v(2n — 1). 

Wenn  wir  in  gleiclicr  Art  den  Ort  der  Durchschnitte  der 
Tangenteukegel  untersuchen,  die  von  den  festen  Punkten  P,  P' 
an  Flächen  eines  Systems  gelien.  so  ist  aus  dem  Gesagten  evident, 
dass  jede  durch  die  Gerade  PP'  gehende  Fbcne  diesen  Ort  in 
einer  Curve  p(2n — !)•*'■  Orduuug  schneidet;  und  da  die  Linie 
PP'  im  Orte  vielfach  vom  Grade  p ist,  da  sie  in  jedem  Falle  einer 
sie  berührenden  F'lächc  des  Systems  den  fraglichen  Kegeln  ge- 
mciiisciiartlich  ist,  so  ist  der  Ort  eine  Fläche  von  der  Ordnung  2nq. 
Sn  ist  z.  B.  die  Ortscurve  der  Brennpunkte  der  einer  festen  Ebene 
parallelen  Schnitte  eines  Systems  von  Flächen  zweiten  Grades  4p. 

44G.  Chasles  hat  den  Salz  gegeben,  dass  in  einem  System 
von  Kegelschnitten  von  den  Characterisliken  p und  v an  Zahl 
2v  — fl  und  2 fl  — V Kegelschnitte  vorkominen,  welche  in  Linien 
respeclive  Punkte-Paare  degeneriert  sind.  Es  folgt  daraus  un- 
mittelbar, wie  Cremona  bemerkt  hat,  dass  in  einem  System  von 
Flächen  zweiter  Ordnung  von  den  (diaracterisliken  fi,  p,  p solche 
in  den  .Vnzahlen  o,  a'  respective  Vorkommen,  welche  in  Kegel 
und  ebene  Curven  degeneriert  sind,  wenn  a und  c'  nach  den  aus 
der  Betrachtung  eines  beliebigen  ebenen  Ouerschnitts  respeclive 
des  Taugentenkegel-Systems  aus  einem  Punkte  entspringenden 
Formeln  a =2fi  — p,  a — 2v  — p bestimmt  sind. 

Und  es  tritt  als  die  der  Geometrie  der  Geraden  entsprechende 
Degeuerationsfnrm  die  begrenzte  Gerade  hinzu,  deren  Vorkommen 
im  System  durch  die  Zahl  r = 2p  — fi  — v bestimmt  wird. 
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Diese  Sülze  sind  aber  olTcnbar  Modificalioncn  unterworfen, 
insofern  es  Vorkommen  kann , dass  eine  Fläche  des  Systems  in 
ein  Ebenenpaar  oder  in  ein  Punklepaar  degeneriert. 

So  z.  B.  in  dem  einfachen  Falle  des  durch  sechs  Punkte  und 
zwei  Tangentialebenen  besliiiimten  Systems;  die  zehn  Ehenen- 
paare  durch  die  sechs  Punkte  sind  Flächen  des  Systems,  da  ein 
Ebenenpaar  als  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  zu  hetrachten  ist,  die 
jede  Ebene  berührt.  Aus  diesem  Grunde  erlaubt  das  Problem 
eine  Fläche  zweiter  Ordnung  durch  sechs  Punkte  und  drei  Ebenen 
zu  bestimmen,  nicht  27  sondern  nur  17  Lösungen,  von  den 
Ebenenpaaren  abgesehen. 

Die  algebraische  Methode  hat  in  Art.  419.  zur  heispielsweisen 
Lösung  eines  ähnlichen  Problems  geführt  und  die  übrigen  können 
analog  behandelt  werden. 

Die  Methode  der  Characteri.stikeii  vermag  solche  Probleme 
auch  mit  Leichtigkeit  zu  behandeln,  wie  Cbasles,  Zeuthen  und 
Schubert"*®)  nachgewiesen  haben:  .sie  bestimmt  dazu  im  vorlie- 
genden Falle  die  Characteristiken  der  45  Elementarsysteme,  in 
denen  die  Bedingungen  lediglich  durch  das  Enthalten  von  Punkten, 
und  das  Berühren  mit  Geraden  und  Ebetien  gebildet  werden  und 
geht  von  dem  bisher  stets  bcobarhteten  Umstand  aus,  dass  die  Anzahl 
der  Flächen  eines  Systems  (p,  r,  p),  die  einer  beliebigen  neuen 
Bedingung  Z genügen  sollen,  sich  in  der  Form  ap  -(-  /Jv  -f-  ZP 
ausdrückeii  lässt,  in  welcher  c,  ß,  y ganze  Zahlen  sind , die  nur 
von  Z abhängen  und  daher  Parameter  dieser  BeiUugung 
heissen  können.  Es  sind  z.  B.  nach  Art.  440.  die  Parameter  der 
Berührung  mit  einer  Fläche  n'®'  Ordnung  u — n{n  — 1)®,  ß=v, 
y = n{n  — 1).  Wir  verweisen  auf  die  entsprechende  Entwickelung 
in  den  Art.  392.  f.  der  ,,Höh.  Curven." 

447.  Wir  wenden  uns  zur  Weiterführung  der  in  Art.  13. 
aufgestellten  Probleme  über  die  Berührung  einer  allge- 
meinen algebraischen  Fläche  mit  geraden  Linien,  die 
Ordnung  der  Curven  insbesondere  betrcifend,  die  von  den  Be- 
rührungspunkten derjenigen  Tangenten  gebildet  werden,  welche  drei 
Bedingungen  erfüllen. 

Diejenigen  Fälle,  welche  wir  betrachten  werden,  sind  folgende: 

A)  Die  Curve  der  Berührungspunkte  der  Geraden 
zu  finden,  welche  die  Fläche  in  vier  auf  einan- 
der folgenden  Punkten  schneiden. 

SalmoD,  anal.  Goom.  <1.  Rauniea.  II.  2.  Aull. 
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Wenn  eine  (Jcrinle  die  Fläche  in  einem  Punkte  ilreipnnklig,  d.li. 
als  Inflexionsinngente,  in  einem  andern  abereinracli  herührl,  sogill  cs: 
U)  die  Ciirve  der  Punkte  zu  bestimmen,  in  welchen 
sie  Inriexionstangentc  und 

C)  die  Curve  der  Punkte,  in  welchen  sie  einfache 
Tangente  ist. 

Dazu  tritt 

D)  die  Curve  der  Punkte,  in  welchen  die  Fläche 
Tangenten  besitzt,  welclie  sie  ausserdem  nocli 
in  zwei  andern  Punkten  einfach  herüliren. 

Mit  ihnen  sind  zugleich  die  Fragen  nach  dem  Cradc  der 
Itegelfläclicii  aufgeworfen,  a)  welche  durch  die  Ceraden  in 
A),  b)  welche  durch  die  Geraden  in  H)  und  (i),  und  c)  welclie 
durch  die  Geraden  in  D)  erzeugt  werden. 

Wir  beginnen  die  üntersurhnng  mit  dem  Problem  A)  der 
vier|jimktigen  Tangenten.  Wenn  eine  gerade  l.inie  die  Fläche  in 
vier  auf  einander  folgenden  Punkten  schneiden  soll,  so  müssen 
im  Berührungspnnkt  gleichzeitig  die  vier  Helationen  erfüllt  sein 
ü'n=0,  zff/'  = 0,  J‘^U'  = 0,  zf^{/'  = 0. 

Die  Tangente  desselben  muss  den  durch  die  drei  letzten 
Gleichnngen  bestimmten  Flächen  gemeinschaftlich  sein.  Man  kann 
die  Bedingung,  unter  welcher  die.ss  möglich  ist,  durch  dieselbe 
Methode  anfstellen,  welche  in  der  Theorie  der  algebraischen  ebenen 
Curven  zur  Bestimmung  der  Innexionspnnkte  und  der  Berührungs- 
punkte der  Doppeltangenten  führt. 

Wenn  die  Gleichungen  von  drei  Flächen  U,  V,  W die  Ver- 
änderlichen x^,  Xj,  x^,  Xf  in  den  rcspectiven  Graden  il,  i',  k" 
und  die  anderen  x^',  x^,  x^,  x^  in  den  Geraden  p,  p',  p"  ent- 
halten und  die  kk'k"  Dnrchschnittspnnkte  dieser  Flächen  sämmt- 
lich  mit  dem  Punkte  (x,'.  x^,  x^,  x/)  zusammenfallcn , so  ist 
die  Bedingung  II  = 0,  welche  erfüllt  sein  muss,  damit  sie  eine 
gerade  Linie  gemeinschaftlich  enthalten,  nach  Art.  218.  vom  Grade 
l'k"n  -f-  A"lp'  -f-ll'p"  — kk'k"  in  X,',  Xj’,  Xj',  x/ 
nach  Ausscheidung  desjenigen  Factors,  welcher  das  Ilindnrchgchen 
der  willkürlichen  Ebene  durch  den  Punkt  x,'  bedingt. 

ln  unserem  Falle  also,  wo  den  Ausdrücken  der  Polynome 
•4Ü',  entsprechend 

A = l,  l'==2,  1'=33;  p = w — 1,  p'=n  — 2,  p"=«  — 3 
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isl,  ergiebt  sich  für  ilcii  (Irail  von  TI  die  Zahl 
11«  — 24, 

d.  h.  die  Bcrührungspnnkle  der  Cicraden,  welche  die 
r lache  in  vier  auf  einander  folgenden  P link  len  schnei- 
den. oder  wie  inan  sic  nennen  mag,  der  Doppel-In- 
flex  ionstangenten,  liegen  in  dein  Diirchschnill  der 
1‘lächc  mit  einer  derivierlen  Fläche  S von  der  Ord- 
nung (lln  — 24). 2“»)  (Vergl.  oben  Art.  297.) 

Der  Durehscbnill  der  Fläche  S = 0 mit  der  gegebenen 
Fläche  V = 0 ist  eine  Curve  von  der  Ordnung  «(11  « — 24),  die 
man  als  die  Inflexionsknotencurve  bezeichnen  darf,  weil  in 
jedem  Punkte  derselben  die  Fläche  U =■  0 von  ihrer  Tangential- 
ebene in  einer  Ciirve  gesrbnilten  wird,  die  in  ihm,  dem  Bernh- 
rimgspnnkte,  einen  Inflexionsknoten  hat,  will  sagen  einen  Dop- 
pelpunkt, der  für  den  einen  seiner  Aeste  zugleich  Innexionspnnkt 
ist  (vergl.  ..Ilöli.  Cnrven"  Art.  247.),  und  dessen  zu  diesem  Ast 
gehörige  Tangente  die  vierpnnklig  berührende  Tangente  der  Fläche 
isl.  (Art.  941.) 

448.  Die  Ausführung  der  bezeichiieten  Elimination 
kaün  erreicht  werden,  indem  wir  die  Coordinaten  der  beiden 
Punkte  bestimmen,  in  denen  die  willkürliche  Ebene,  die  Tangen- 
tenebene JV'  = 0 und  die  ipiadratisrbe  Polarfläche  J'’V’  = 0 
sich  schneiden;  diese  Coordinaten  nach  einander  in  substi- 

tuieren und  das  Product  der  Siibstitiilioiisresultate  bilden.  Wir 
werden  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  mit  a:,,  ar,.  a-^,  .r^, 
.die  laufenden  Coordinaten  mit  yx<>J2tyi,yx  bezeichnen  und  den 
schon  gebrauchten  Uiflereuliulsyinbolen  die  damit  versländlichen 
f^ij,  etc.,  die  l.elztern  für  die  dritten  Diflerentiale,  hinzu- 

fügen. Durch  jede  der  Durchschnitlslinien  von  J ü'  = 0 und 
/P  V'  — 0 können  wir  eine  Ebene  legen,  d.  i.  bei  entsprecbeii- 
der  Besliinmiing  von  , t^,  I4  kann  mau  in  unendlich  vielen 
Arten  eine  identisch  erfüllte  Cleichiing  bilden,  wie  folgt 

V + ('1  + tpj2  + hvz  + Uyi)  ^ V' 

={Piyi+P2yi+P3y3+PiPi)  (?iyi+?2yj+9.vy:i+9iJ'i)---  a). 

Wir  setzen  voraus,  dass  diese  Transformation  vollzogen  sei, 
haben  aber  nicht  nöthig,  die  wirklichen  Werthe  der  t zu  bestim- 
men, da  sich  findet,  dass  diese  Grössen  aus  dem  Ergebniss  ver- 
schwinden. 

36* 
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Ist  die  ^villk^lrli('lle  Kbciie  durch 

+ ‘^4^4  = 0 

dargeslellt , so  sind  oireiibar  die  Coordiiialen  der  Durchschiiilts- 
puiikte  der  willkürlichen  Khene,  der  Tangentenebene 

+ ^2?/2  + ^ 

und  der  Fläche  J'^V'  = 0 durch  die  vier  Deterininanten  der 
Systeme 


'’l  • 

c.  . 

C3  , 

<•4  j!  1 

<■1  . 

C‘t  , 

C3 , C4 

L\. 

f/3. 

l',  !■'.  I 

y,. 

U,.  V, 

Pi  • 

Pj  . 

P-.i  . 

Pi 

'/i  • 

Ol  . 

0 -3  . Oi 

hcstimint.  Wir  haben  nun  diese  Coordiiialen  .in  die  Form  J'-'U' 
einzusetzen,  welche  wir  in  der  symbolischen  Gestalt  (oiyi+...)^ 

schreiben  können,  wenn  die  a^,  a^,  etc.  die  Symbole  ^ , etc. 

bezeichnen,  so  dass  wir  nach  der  Fintwickelung  für  irgend  ein 
Glied  «1  «2”3yiy2y:i  Product  ^2^3 • *'•  substituie- 

ren haben. 

Es  ergiebt  sich  daraus,  dass  das  Resiillal  der  Substitution 
der  Coordinalen  des  ersten  Punktes  in  J'^U’  als  die  dritte  Potenz 
der  symbolischen  Determinante  2'a,C2  i/jPj  dargeslellt  werden  kann, 
wenn  nach  der  Potenzierung  für  die  Potenzen  der  a in  der  eben 
angeführten  Weise  drille  Dillerentialquotienten  eingesetzt  werden, 
nämlich 

(fV 

für  01(11:0, „ das  Diilerenlial  l\km  = — , — , — • 

> dxi  axj,  da.',,, 

In  derselben  W'eise  bezeichnen  wir  das  Kcsultat  der  Substi- 
tution der  Coordinaten  des  zw  eiten  Schniltpunkles  durch  (ir&jCjf/jjj)*, 
wo  l^^  ein  in  derselben  Weise  wie  a^  gebrauchtes  Symbol  ist.*) 
Dann  kann  die  fragliche  Resultante  in  der  Form 


•)  Wir  benutzeu  tur  die  Symbole  — , etc.  in  beiden  Dctermiiinnten 
' ax 

verschiedene  Zeichen,  nm  das  scheinbare  Auftreten  sechster  Potenzen 
von  fl,  d.  h.  sechster  DitTercntiale,  zu  vermeiden.  Die  hier  pebrauehle 
Methode  ist  wesentlich  mit  C av  I cy ’s  „KcchnungmUIIyperdclern)inanten‘* 
(vorgl.  „Vorlesungen“,  p.  J63 — 192  „Höh.  Curven“  p.  4GO)  identisch. 
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gesclirinlirn  wfrilen.  Man  kann  iliess  Ergclniiss  in  inelir  syiimic- 
Irisdier  Gestalt  sciireilicn 

(2’a,  e,  {/,/>,)»  (i'6,  c,  V,  y,)’  + [Xb,  c,  p,]^  [Xa,  c,  = 0; 

denn  da  die  Grössen  a und  p iiaeli  der  KiUwickeliing  diireli  Dif- 
ferentiale ersetzt  werden,  so  ist  es  gleicligüllig,  oh  das  iirs()rftng- 
lieh  *^ebraurlile  Zeichen  « oder  b war  und  die  linke  Seite  des 
letzten  symmetrischen  Ausdrucks  ist  somit  nichts  Anderes  als  flas 
Doppelte  der  linken  Seite  des  Vorigen. 

Wir  liahen  die  Entwickelung  zu  bilden  und  sie  von  den  noch 
unbekannten  Grössen  p und  q mittelst  der  Gleichung  A)  zu  be- 
freien. 

449.  Wir  setzen 

/’=  (Zfl,  Cj  Ü3/>,)  (Zi,c,  (/jcy,),  G = (Xb^c^l\p^)  {Xa^c^V.^q^), 
so  dass  die  Itesultante  durch 

f-3  -j-  G3  = 0 oder  [F  -f  G)3  _ 3 FG  (Z’  + C)  = 0 
dargeslellt  wird,  und  untersuchen  nun  getrennt  (F-l-ß)  und  FG, 
um  die  p und  q zu  entfernen.  Da  die  Fartoren  von  F und  G 
in  Bezug  auf  die  p und  q linear  sind,  so  wurde  die  Trennung 
dieser  Grössen  in  denselben  ihnen  die  Form 
F = [m^p^^\-m^p^-\-m,^p^  + m^p^)[n^  7,  -j-  «;  y,  -f  «37.,  -f  n^q^), 
= {"iPi  + ”2/'z+  "3P3+  + "h'h  + "'3V3  + '«lyj) 

gehen,  in  welcher  die  Goeflicienten  m und  « ans  den  Wcrthen 
von  F und  G zu  entnehmen  sind,  so  dass  z.  B. 

X 0 1 C3  G3 , n I — ö|  C3  Ö3 

ist.  Daraus  folgt,  dass  der  Coefflcient  von  einem  Gliedc  m,ny  in 
der  Entwickelung  von  (F’ -{- G)  gleich  Piqj Pjqt  ist,  so  dass 
wir  schreiben  können 

F G = XX,/ti>ij  [ptqj  + />,7,), 
wo  die  Summe  sich  üher  alle  W'erthe  erstreckt,  welche  den  Goef- 
flcienten  1 bis  4 entspringen. 

Aus  der  V'crgleichung  der  Goeflicienten  in  der  Gleichung  A) 
folgt  aber 

Pi<h  + Pili  = 2 G7  + (h  Uj  + tjüi), 
also  F G = 2XXmitij  Vq  -|-  XXmjiij  (t,-  Vj  -)-  tj  Ui). 

Wenn  man  aber  für  jedes  Glied  von  der  Form  {ptqj-}- Pjqi) 
den  Ausdruck  (h  G,  + Gj)  substituiert,  so  ist  das  Resultat  offen- 
bar dasselbe,  als  wenn  in  F und  G die  Grössen  p und  7 mit 
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l und  0 vertausdil  werden.  lUirch  die  Verlaiischuiig  der  q inil 
den  V verscliwiudcn  aber  die  Deterininantcii  .i'n,  Cj  U^q^,  ^b^c^U^q^, 
weil  sie  dadurch  zwei  identische  Reihen  enthalten;  cs  verschwindet 
somit  in  {F G)  die  letzte  Reihe  der  Glieder  und  inan  erhält 

i (>’ 

was  in  Erinnerung  der  Werihe  von  m,-  und  rij  in  der  Relermi- 
nantenrorin 


V„- 

J/,2. 

«i. 

C,. 

Ux 

t/j,. 

V-u, 

Cj, 

U, 

U„. 

032  ’ 

«3- 

<•3- 

^^3 

Un- 

u„, 

"4* 

c„ 

Vi 

6,  . 

62  , 

h,  , 

b,  , 

0 , 

0 , 

0 

C)  . 

Cj  , 

‘■3  • 

«■i  . 

0 , 

0 , 

0 

ü,  . 

u,. 

U,  , 

V,  . 

0 , 

0 , 

0 

geschrieben  werden  kann,  ilenn  da  diese  Determinante  ein  Element 
aus  jeder  der  letzten  drei  Horizontal-  und  Verticalreihen  enthält, 
so  ist  sie  vom  ersten  Grade  in  etc.  und  der  Coerflcieiit  irgend 
eines  Gliedes  {/,4  ist 

— ^£a.,c^Uf  2:biC.,U^-j^  £bjCjU^^  oder  — 

In  der  eben  geschriebenen  Determinante  ist  die  Matrix  der 
liesse'schen  Detcrininante  mit  den  vcrticalcn  und  horizontalen 
Elemcntenreihen  der  a,  c,  U;  b,  c,  U verbunden,  man  kann 
sagen  gesäumt.  Da  wir  solche  Determinanten  noch  oft  benutzen 
werden,  so  scheint  es  zweckmässig,  eine  Abkürzung  für  sie  ein- 
zuführen, und  wir  wollen  durch  solche  das  eben  gewonnene  Re- 
sultat in  der  Form  darstellen 


450.  In  gleicher  Art  kann  die  Grösse  FG  transformiert  wer- 
den. Sie  ist  das  l’rodiict  von 

{m^p^  + + m,/),  -f  m^p,)  {m^q^  -f  m^q^  -j-  m^q^  -f  m^q^) 

und 

("iPi  + "i/'j  + "3P3  + ’UPi)  (”i9i  + "27i  + "a?3  + 

Wenn  man  das  erste  dieser  I’roducte  entwickelt  und  für 
jedes  (PiJj  + P2?i)  seinen  aus  der  Gleichung  A)  abgeleiteten 
Werth  einsetzt,  so  ergiebt  sich  wie  vorher,  dass  die  Glieder 
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säminllicli  vergehn indeii,  >«clchu  I cnllialteii,  so  dass  das  Resiillal 
duri'li  oder  wie  voihcr  diii'cli 


(: 


c » 


U 

ü 


) 


dargestelll  ist,  d.  Ii.  diirdi  eine  Delerniinaiite,  weltlie  aus  der 
II  esse 'sehen  durch  IlinzurCigung  der  nämlichen  hori<!ontalen  und 
verliealeu  Klemcntenreiheu  hervorgeht.  Ilie  Transformation  des 
zweiten  Products  gielit  ein  ganz  analoges  Hcsultat  und  wir  finden 
so,  dass  die  Gleichung 

(/’4-G)3  — 3/'’C:(/’+G)t=0  mler  (A’+C)  {(A'+G)''  — .3A’C  } = 0 
in 


Ml: 


c,  U\(b.  c,  i/\> 
uJ  \rt,  c,  üJ\b.  e,  u)l 


= 0 


übergeht.  Es  bleibt  übrig,  diesen  symbolischen  Ausdruck  so 
uinzuformen,  dass  er  die  c in  einem  dem  Ganzen  gemeinsamen 
Factor  (cjo:,  -f-  CjXj  -|-  Cja:3  -f-  enthält.  Wir  werden  dabei 

abkürzend  an  Stelle  der  Aggregate 

{a^x^  + + rtjXj  + rtjXj).  (6,x,  + ...),  (c,x,  + . . 

die  Buchstaben  a,  b,  c verwenden. 

451.  Iler  Anblick  der  durch 


bezeichneten  Determinante  des  Art.  449.  zeigt,  dass  nach  den 
Euler 'sehen  Relationen 


Vi,x,  + + £/,.,Xj  = {«  — 1)  Ul,  etc. 

eine  Reduction  derselben  dadurch  möglich  i.st,  dass  man  die  er- 
sten vier  Reihen  respective  mit  .r, , Xj,  x,,  x,  multipliciert  und 
die  Summen  der  Producte  von  den  entsprechenden  mit  (n  — 1) 
mulliplicierten  Elen)enten  der  letzten  Reihe  ubzieht;  man  erhält 
dadurch 


Vu. 

P14. 

0|, 

c,. 

Oj 

^13  • 

Uu- 

«2, 

Ci, 

0 

Vn- 

1/32 , 

V33, 

«3. 

^3> 

0 

Uf2i 

Vi3> 

Vu’ 

"4- 

0 

l'i  , 

63  , 

*3  . 

*4  . 

0 , 

0 , 

— b 

Ci  . 

Cj  , 

C3  - 

C4  , 

0 , 

ü , 

— c 

10  . 

0 . 

0 , 

0 , 

— a , 

— c , 

0 
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\velciius  durch  tliciUveise  Eiilwickclimg  gichl 

1)'^ ! 0 - G)  - G)  + 0 


wenn  nämlich  die  Detcrminnntc  hozeirhuet,  welche  durch 

Verbindung  der  älalrix  der  llcssc'scheii  Deterniinanle  mit  einer 
Verlicalrcihe  der  o und  einer  llurizontaircihc  der  b entstellt,  etc. 
In  der  näniliclien  Weise  erhalten  wir 


/a,  c, 
\rt,  c. 

- («— G 

.)  + «^ 

01 

ß,  c, 
\b,  c. 

3 

(n  — G 

D + 

Oi 

Zur  Vereinfachung  dieser  Ausdrücke  behufs  der  Substitutionen 
hei  den  a setzen  wir  d,  = ebi  — bCi,  etc.,  so  dass  also 
d = d,a;,  -f-  + djXj  + d^x^ 

wird,  und  erhalten  dann 

0=^' (:)--(:)+-(:)■ 

e)='C)-‘(:)- (:)=«(;) -‘0^ 

somit  aber 

c,  

\b,c,u)  (;i  — l)»Vd/’ 

so  dass  die  am  Ende  des  Art.  450.  gegebene  Gleichung  der  Fläche 
sich  in  die  Form 


überführt. 

452.  Auf  Grund  dieser  Form  können  wir  zur  Entwickelung 
schreiten  und  für  jedes  Glied  (t^a^a^,  etc.  derselben  den  ent- 
sprechenden Differontialquotienten  substituieren.  Dann  ist  zuerst 
offenbar,  dass  , 
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a’  = « (h  — 1)  {«  — 2)  U = 0,  n'^a^  = {n  — 1)  (n  — 2)  F,,  slt. 
ist,  also  a*  = ("  — 1)  ("  — ’ 

Aber  liier  ist  die  letzte  Determinante  wie  in  vielen  ähnlichen 
Fällen  dadurch  rediuierbar,  dass  man  die  Prodiictc  der  Elemente 
der  vier  ersten  Keilien  mit  a-, , a-j,  a-j,  a-,  von  denen  der  fünften 
Hcihe  subtrahiert ; so  erhalten  wir 


(")  = — (n  — 2)  // c. 


Ferner  ist  nach  dem  Art.  161.  der  „VorlesnnKen" 


l )=  TTf—  "»■«». 

\fl/  (i  Umm 


SU  dass  wir  haben 


<1  (")  = - («  -‘2)S  f f f/,„.  = - 4 («  - 2)  //. 

\(t/  (t  ü„t„ 

Endlich  ist  o (f)  Q zu  berechnen.  Bezeichnen  wii 


zu  berechnen.  Bezeichnen  wir  mit 


II, „n  die  durch  Unterdrückung  der  Horizontal-  unil  Verticalreihc 
des  Elements  U,„n  aus  der  Hcsse’schen  Determinante  entsjirin- 
gende  Ninordetermiiiantc,  so  erkennt  man  leicht,  dass 


(n  m]  ^ff„ipJI„q 


ist,  wenn  in  der  Summe  die  Zahlen  »i,  n,  p,  q alle  möglichen 
Werthe  von  1 bis  4 empfangen.  Aber  nach  dem  Art.  19.  der 
„Vorlesungen“  ist 


Hmp^nq  ■ 


JJ  U u 

^*mn^pq  ...  I 


so  dass  durch  Substitution  dieses  Werthes  und  in  Erinnerung, 
dass  .£//,„* ü,„«  = 4/7  ist, 

“00 — c-»)'0 

erhalten  wird.  Indem  man  die  so  gewonnenen  Substitutionen 
vollzieht,  erJiält  man 
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IikIuiii  man  tlie  liedcutuiig  der  Symbulu  d^ , etc.  helrarlilet, 
sieht  man,  dass  d oder  </, x,  -f-  djXj  -f-  d|X,  idenliscli 

versclinindel;  wenn  man  also  in  die  zn  reduricrende  CIcicluing 
die  eben  erhaltenen  Werthe  cinsetzt,  so  wird  sie  durch  c’  theil- 
har  lind  kommt  dadurch  auf  die  Form  ' 


453.  Um  diese  Form  weiter  zu  vereinfachen,  setzen  wir  für 
d seinen  Werth  ein,  wodurch  sic  wird 


(:)-‘Or-K:)be)-‘(:)i 

' 0 - C)  -t 


fliess  ist  aber  genau  die  nämliche  Form,  welche  im  letzten 
Artikel  reduciert  worden  ist,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass 
b an  Stelle  von  a und  a an  Stelle  von  d steht.  Wir  können  da- 
her auf  Urund  desselben  Verfahrens  schreiben 


während  der  noch  übrige  Theil  der  Gleichung 


- ^ 0 1'’  C)(!) + ^ I"  - 2) C)  - (:)i 

wird.  In  beiden  Ausdrücken  können  endlich  die  letzten  Glieder 
mit  Hilfe  des  Art.  452.  auf 

12  (;,  - 2)2  //*c  Q 


Di 
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Sublrahicrcii  wir  (iaiiii,  so  vrlialten  nir  iiarli 


rcdiicierl  «cnleii. 

IlivisioM  (liircli  c 
l’reitv  Biulresullul  in  dur  svinbolisclien  Koriii 


’ das  von  allen  der  Frage  rrcnulen  Facloren  he- 


454.  Es  hlciht  fihrig  nacliziiweisen,  wie  dasselbe  in  der  ge- 
vvöbidicben  Bezeichnungsweise  dargeslelll  werden  kann.  Bazu 
(ransrorinieren  wir  es  durch  die  bekannte  Identität  (vergl.  „Vor- 
lesungen“, Art.  19.) 


und  erhalten 


liier  drückt  nun 


die  früher  ini  Art.  297.  mit 


hezeichnete  Covariante  aus;  denn  wenn  dieselbe  Bedeu- 
tung behält  wie  vorher,  so  kann  die  Entwickelung  des  syniholischen 
Ansdrucks  durch  dargestellt  werden,  wo 

jeder  der  Indices  alle  die  Werthe  von  1 bis  4 zu  erhalten  hat. 
Nun  ist  der  l)ifrerentiah|iiotient  von  H in  Bezug  auf 

''"-£11  U 

rf  Xf 

so  dass 


e = £I/r, 


d H d H 

dXr  dx. 


ist,  d.  h.  in  abweichender  Bezeichnung  dasselbe,  was  a.  a.  0. 
durch  0 bezeichnet  ward. 

Die  Covariante  S ist  daher  auf  die  Form  6 — 4//d>  redu- 
ciert,  in  welcher 

= (*)  (“’  ft)  = U,r. 

ist,  wenn  wir  mit  Up^^ri  eine  zweite  Minordetcrniinante  bezeich- 
nen, die  aus  der  Matrix  der  Hesse'schen  Determinante  durch 
Unterdrückung  von  zwei  Columnen  hervorgehl. 

In  ihr  ist  0 vom  Grade  (lln  — 24)  und  <t>  vom  Grade 
5 (n  — 2)  -f  2(n  — .3)  = 7«  - 16. 
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Kfir  die  Oberlläclien  dritter  Ordnung  rediicierl  sich  <P  auf 
d*  H 

die  einrachc  Form  , wie  vorher  erwähnt  ist. 

dx„,dxn 

Wir  fügen  die  Itemerkuiig  von  Cayley  hinzu,  dass  die 
Gleicliung  der  Fläche  S ganz  in  dersclhen  Weise  die  Transfor- 
mation der  im  Art.  186.  gegebenen  allgemeinen  Gleichung  ist, 
welche  für  jeden  Punkt  einer  Uegellläche  erfüllt  ist , wie  die 
Gleichung  der  llesse'schen  Determiuantcnfläche  als  Transforma- 
tion der  niflerentinigleichung  der  develo|)|iaheln  Flächen  rt  — s- 
im  Art.  194.  nachgewiesen  worden  ist.  Die  geometrische  Er- 
klärung ist  olTenbar. 

455.  L’m  die  Punkte  einer  Fläche  zu  finden,  in  denen  sie 
von  einer  geraden  Linie  fünfpunktig  berührt  werden  kann,  ist 
die  Bedingung  zu  bilden,  unter  welcher  der  Dnrchschnittspunkt 
von  J ü'  — 0,  /PD'  = 0 mit  einer  beliebigen  Ebene  auch 
/i*U’  = 0 sowie  /l^U’  = 0 befriedigt. 

Clebscli  hat  auf  dieselbe  symbolische  Methode  der 

Elimination  angewandt,  die  im  Vorhergehenden  für  J^U'  Erfolg 
hatte.  Es  ist  ihm  gelungen,  den  E'aetor  c°  auszuscheiden;  aber 
in  dem  von  ihm  gefundenen  Endresultat  bleibt  c im  zweiten 
Grade  enthalten  und  da  dasselbe  vom  Grade  (14><  — 30)  in  den 
Variabein  ist,  so  kann  nur  geschlossen  werden,  dass  durch  die 
Punkte  dieser  Art  unendlich  viele  Flächen  von  der  Ordnung 
14  n — 30  gelegt  werden  können,  l'nd  inan  darf. sagen,  dass  die 
Zahl  solcher  Punkte  n(lln  — 24)  (14n  — 30)  nicht  überschreiten 
könne. 

456.  Die  Oberfläche  S = 0 berührt  die  Hesse'sche 
Deterininantenfläche  H — 0 längs  einer  Gnrve. 

Für  den  Schnitt  mit  //  = 0 reduciert  sich  die  Gleichung 
von  S auf  © = 0 und  man  hat  zu  zeigen,  dass  diese  Fläche  die 
Fläche  ff  = 0 berührt. 

Nun  wird  0 gebildet,  indem  man  die  Matrix  der  Hesse’- 
schen  Determinante  mit  horizontalen  und  verticalen  Elementen- 
reihen  aus  den  Differentialen  der  Hcssc’schen  Determinante  er- 
weitert, d.  h.  ® = 0 ist  dem  symbolischen  Ausdruck 


Digitized  by  Goog  e 


57:5 


fiquivalcnl.  Da  nun  nach  einer  mehrfach  benulzten  identisclien 
Cleichung 

' 0 0 -er 

ist,  für  ein  ^^illk^lrliches  c,  so  berfilirl  0 = 0 die  Fläche  H — 0 
längs  ihres  DnrchscliniUs  mit  der  Fläche  (7;/  — lö)*“'  Ordnung 

C)="- 

Somit  berührt  die  Fläche,  S = 0 die  Fläche  II  = 0 und 
durch  die  Derührnngsciirvc  gehen  unendlich  viele  Flächen  der 
Ordnung  [7«  — 15). 

457.  Die  Srhnitt|)mikte  dieser  Ciirve  mit  der  Fläche  l/=0 
sind  benierkens«erlh.  Sie  sind  zuerst  die  Punkte  der  Cnrve 
S = 0.  ü = 0. 

in  denen  beide  Haupt-  oder  Inllexionstangenten  zusainmenfallen, 
da  diese  Kigenschaft  allen  Schnittpunkten  von  7/  = 0,  V = 0 
zukommt. 

Sie  sind  aber  zugleich  die  einzigen  Punkte,  in  welchen  die 
parabolische  Curve  //  = 0,  V—0  eine  Ciirve  der  Haupllan- 
genten  berüliren  kann.  Für  solche  Punkte  sind  nämlich  die 
Oleichnngcn 

£Ui(l.ii  = 0.  ^Undxidxt  =0,  ZA-.dj/ =.  0, 
die  Gleichungen  der  liaupttangenten,  zugleich  mit 

(in  = -j-  1/^(1  -f-  Il^dx,^  II^dx^ 

zu  erfüllen , so  dass  durch  die  Elimination  der  dx  die  Bedingung 


1 Vn. 

Vn. 

11 

V^> 

A,  1 

ffji  1 

Vr:- 

f/j3  , 

ff}l  . 

7/3. 

V,. 

h 

1 

^31. 

f/,;. 

^'33- 

f^3.. 

7/3. 

U3. 

l'i 

^43  • 

Vu’ 

V,. 

^4 

= 0 

//, . 

7/3  . 

773, 

77,  . 

0 . 

0 . 

0 

u,  . 

U,  . 

Ü3  . 

l\  . 

0 . 

0 . 

0 

*1  , 

k.,  , 

A-3  . 

k,  . 

0 , 

0 . 

0 

sich  ergieht,  die  mit  Hilfe  von 

(«  — 1)  üi  = UilX^  UfiXj  -|-  Ujjx^  -|-  U,tx^ 

reducieren  kann,  so  dass  sie  wegen  // = 0 

4 
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0=6  (A-,x,  Ä-jXj  + /.3X3  + Ar^xJ’ 

liefert.  Die  SdiuiU|iunktc  von 

/r=0,  f/  = ü,  6 = 0 

sind  also  die  einzigen  l’nnkle  dieser  Art.  Man  lial  also  den  Salz: 
Die  Curve  der  parabolischen  oder  Wendepunkte  iler 
Fläche  heriilirt  die  Curve  der  Be r ü lir un gsp  11  n kle  vicr- 
punktiger  Tangenten  ühcrall,  wo  sic  ihr  hcgcgnel  und 
zwar  in  2n  (n  — 2)(lln  — 24)  vcrsehieilenen  1‘niiklen; 
iiäinlirh  in  der  Ilälfle  der  Zahl  der  Sclinillpnuklc  von 
ü = 0,  6 = 0,  ,9  = 0. 

Durch  diese  Punkte  lassen  sich  unzählig  viele 
Flächen  der  Ordnung  (7n — 15)  legen,  welche  die 
r.iirve  der  Wendepunkte  noch  in 

4 „ (n  — 2)  (7 « - 15)  — 2«  («  _ 2)  (1 1 n - 24)  = 6«  (;i—  2)’ 
und  die  Curve  der  vierpunkligen  Berührungen  noch  in 

« (7  « — 15)  (1 1 u — 24)  — 2n  in  — 2)  (11  n - 24) 

= n (5«  — 11)  (11», — 24) 

andern  Punkten  schneiden.  In  diesen  Punktsystemen  wird 
jede  der  beiden  Curveii  durch  andere  Curven  berührt,  welche 
sie  ausserdem  nicht  mehr  schneiden,  nämlich  die  Curve  der 
Wendepunkte  durch  den  Schnitt  von  U = 0 und  der  Oherlläche 

{”  — 2)‘‘^'’  Ordnung  = 0 und  die  Curve  der  vierpunktigeii 

Bei  ührnngeii  durch  den  Schnitt  von  V = 0 mit  der  Fläche 

(10»,  — 22)*"'  Ordnung  ^ = 0.  Daraus  folgt  sodann,  da  jede 

etwa  in  der  Fläche  U = 0 gelegene  Gerade  zugleich  der  Fläche 
S = 0 angehürt  und  mit  der  Fläche  //  = 0 Punkte  in  der  Zahl 
4(»,  — 2)  gemein  hat,  der  Satz:  Wenn  eine  Fläche  eine  gerade 
Linie  enthält,  so  ist  diese  eine  2(»,  — 2) fache  Tangente 
der  parabolischen  Curve.  (Vergl.  Art.  28.) 

Und  eine  Oberfläche  »,'"  Ordnung  kann  im  Allge- 
meinen nicht  mehr  als  »,  (11»,  — 24)  Gerade  enthalten, 
da  die  Zahl  der  Berührungspunkte  mit  der  parabolischen  Curve 
nicht  2»,  (»I  — 2)  (11  n — 24)  übersteigen  kann. 

bür  die  bläche  dritter  Ordnung  ist  S von  der  Ordnung  neun. 
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die  Curvc  der  vierpunkligen  Bcrülirungen  zerfälll  in  Gerade  und 
die  Zaid  derselben  ist  sieben  und  zwanzig.  Sie  bcrülireii  die 
[laraboliscbe  Ctirve  in  2n  (n  — 2)  (ll/i  — 24)  = 54  Punkten,  den 
Asyn)ptoteu|iunklen  nacli  Steiner’s  lienennnng  oder  den 
Doppelpunkten  der  in  jener  Geraden  gelegenen  Involutionssystenie. 
(Art.  28.3.) 

458.  Die  Gleirbung  der  Fläcbe,  wcicbe  durch  die  vier- 
punkt igen  oder  Do ppe li n rie\ ions t a nge n t e n erzeugt  wird, 
erbält  man  diireli  die  Elimination  der  xt  zwiseben  den  Gleirhungen 

ü'  = 0.  JU'^0,  J-U'  = 0,  J^U'  = 0\ 
die  ltc.sultante  ist  nach  der  gewöhnlichen  Kegel  vom  Grade 
n {n  — 2)  (n  — .3)  -|-  2«  («  — 1)  (n  — .3)  -|-  .3  n (ri  — 1)  (;i  — 2) 
= Gn»  — 22n*  -f  18h. 

Nun  characterisiert  diess  Ergebniss  ollenbar  den  Ort  der 
Punkte,  deren  erste,  zweite  und  dritte  Polarllärben  sieb  in  der 
Fläche  selbst  durrhsrhneiden,  und  enthält  somit  die  Fläche  U 
selbst  mebrrarb,  da  für  jeden  Punkt  der  letztem  die  drei  ersten 
Polaren  sich  in  sechs  in  ihr  gelegenen  Punkten  durrhsrhneiden. 

Die  Eliininationsresiiitante  ist  daher  von  der  Form  und 
der  Factor  M ist  vom  (irade 

2h  (h  — 3)  (3h  — 2). 

Die  betrachtete  Fläche  ist  eine  Regelfläche  und  ihre  Ordnung 
daher  gleich  der  Zahl  von  Erzeugenden,  welche  eine  willkürlich 
angenommene  Gerade  durchsrhneiden.  Man  kann  also  durch 
eine  gegebene  Gerade  im  Allgemeinen  2;i(n — 3)(3;i  — 21 
gerade  Linien  legen,  welche  eine  gegebene  Fläcbe 
H*"  Ordnung  vierj)unktig  berühren. 

459.  Wir  können  in  analoger  Weise  das  Problem  B)  von  der 
Aursuebung  derjenigen  Tangenten  untersuchen,  welche  in 
einem  Punkte  dreipunktig  und  zugleich  in  einem  an- 
dern einfach  berühren. 

Für  den  Berührungspunkt  einer  Inflexionstangcnte  gelten  die 
drei  Gleichungen  ü'  — 0,  Jlf  — 0,  = 0;  und  wenn  die- 

selbe die  Fläche  fernerhin  berühren  soll , so  muss  ausserdem 
jy' = 0 sein,  wenn  JE'  die  Discriminante  der  Gleichung  vom 
(h  — 3)*'“  Grade  in  H ; ft  bezeichnet,  welche  nach  dem  Verschwin- 
den der  drei  ersten  Glieder  von  der  Fundamentalgleichung  des 
Art.  13.  übrig  bleibt.  Für  W'  sind  also 
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A"  = (n  -f-  3)  (h  — 4),  ft"  = (n  — 3)  {«  — 4), 
und  da  wie  im  letzten  Artikel 

A = 1 , ft  = « — 1 ; A'  = 2 , ft'  = n — 2 
sind , so  erhalten  wir  den  Grad  von  Fl 

2 in  — 3)  ()i  — 4)  -f-  [n  — 2)  (n  -f-  3)  («  — 4) 

+ 2 \n  - 1)  {«  + 3)  (,,  _ 4)  - 2 („  + 3)  («  - 4); 
die  Ordnunj,'  der  Fläche,  welche  durch  die  Funkte  ß] 
geht,  ist  somit 

-=  («  — 4)  (3n^  + 5«  — 24). 

Die  Gleichung  der  Fläche,  welche  durch  die  Linien  b)  erzeugt 
wird,  die  .tn  der  einen  Stelle  Innexionslaiigenteii  und  üherdiess 
an  einer  zweiten  einfache  Tangenten  sind,  wird  gebildet,  indem 
man  die  x/  zwischen  den  vier  Gleichungen 

= JU'  = 0,  J^U'  = 0,  fr  = o 
eliminiert;  und  aus  dem,  was  eben  fiher  den  Grad  der  Veränder- 
lichen in  jeder  dieser  Gleichungen  gesagt  worden  ist,  ergieht  sich 
der  Grad  der  Hesultante 

= « (n  — 2)  (;i  — 3)  {n  — 4)  -(-  2;i  (»i  — 1)  (n  — 3)  (n  — 4) 
+ " ("  — 1)  («  — 2)  (n  4-  3)  (n  — 4} 

= n («  — 4)  («3  -j_  3„2  _ 20«  -f  18). 

Man  erkennt  aber  wie  im  letzten  Artikel,  dass  diese  Resul- 
tante die  Form  U in  der  Potenz  2 («  -|-  3)  («  — 4)  als  h'artor 
enthalten  muss,  mul  erhält  nach  Ausscheidung  desselben  die  Ord- 
nung der  Fläche  b] 

= Ti  {n  — 3)  {«  — 4)  (n®  -f-  6«  — 4). 

460.  Damit  eine  'rangentc  im  Punkte  x/  an  einer 
andern  Stelle  eine  Inrlexionstangente  werde,  ist  nüthig. 
dass  JU'=0  sei  — eine  Gleichung,  für  welche  A=l,  fi—n  — 1 
ist  — und  dass  üherdiess  das  System  der  zwei  Bedingungen  er- 
füllt sei,  welchen  genügt  sein  muss,  damit  die  Gleichung  (n  — 2)'*" 
Grades  in  A : fc,  die  nach  dem  Verschwinden  der  zwei  ersten 
Glieder  aus  der  Fundamentalgleichung  hervorgeht,  drei  gleiche 
Wurzeln  habe.  Wenn  dann  A',  ft';  A",  ft"  die  Grade  bezeichnen, 
in  welchen  diese  zwei  Bedingungsgleichungen  die  Variahein  ent- 
halten, .so  wird  die  Ordnung  der  durch  die  Punkte  C)  gehenden 
Fläche  (Vergl.  Art.  218.) 

= A’ft"  A"ft'  -f-  («  — 2)  A'A". 
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Nach  An.  41.^.,  414.  siml  aber 
X'l''=[n  —4)  («*-(- n 4-6),  ^V’4"^'V  = (”  — 2)  (n  —4)  (n-f-6). 

Die  Ordnung  der  Fläche  C isl  tlahcr 

= (n  — 2)  (n  — 4)  («2  4-  2;i  + 12). 

4(J1.  Der  Ort  der  Bcr n h r u n gspn n k le  der  dreifachen 
Tangenten  ^vird  in  derselben  Art  iintersncbl,  indem  nir  nur 
statt  der  Bedingungen  für  die  Bleichheit  ilreier  Wurzeln  in  der 
eben  betrachteten  (ileiebung  die  andern  Bedingungen  zu  benutzen 
haben,  unter  welchen  dieselbe  zwei  verschiedene  Paare  von  glei- 
chen Wurzeln  besitzt.  F,s  ist  iin  Art.  414.  beniesen  worden, 
dass  für  dieses  System  von  Bedingungen 

l'H’  = _ 4)  (n  — 5)  («2  4-  3«  4-  6). 

AV"  4-  A'>'  = {n  — 2)  (n  — 4)  (n  — 5)  (n  4-  3) 
isl.  Daher  wird  die  Ordnung  der  Fläche,  welche  die 
Punkte  D)  bestimmt, 

= I («  _ 2)  (n  — 4)  («  — 5)  («’  + 5«  4-  12). 

Um  die  Bleichung  der  durch  die  dreifachen  Tan- 
genten erzeugten  Begelflächc  zu  finden,  liaben  wir  die 
Brossen  x/  zwischen  den  beiden  gedachten  Bedingungsgleichungen 
und  den  Bleichungen  V'  — 0,  J ü'  = 0 zu  elinnnieren.  Da  die 
Ordnung  des  Resultats 

= V'  "I"  " — 1)  l^V'  "f"  ^'V) 

isl  und  dasselbe  den  Factor  enthält,  so  dass  von  der  vorigen 
Zahl  die  Zahl  liX'k"  abzuziehen  ist,  um  die  Ordnung  der  Flüche  c) 
zu  finden,  .so  erhallen  wir  durch  Substitution  der  obigen  W'erlhe 
für  A'A”,  X'fi"  -f-  und  weil 

f*>"  = i ("  — 2)  («  — 3)  {«  — 4)  (;i  — 5) 
ist,  jene  Ordnung  von  c) 

= n (n  — 3)  (>i  — 4)  (n  — 5)  (n*  4"  — 2), 

welche  Zahl  durch  drei  zu  dividieren  sein  wird.’®') 

462.  Es  bleibt  übrig,  eine  andere  Bruppc  von  Problemen 
zu  untersuchen,  man  kann  kurz  sagen,  die  Probleme  von  der 
Bestimmung  der  Anzahl  der  Tangenten  einer  Fläche, 
welche  vier  Bedingungen  genügen. 

Wir  zählen  sie  auf.  Man  soll  bestimmen 
et)  die  Zahl  der  Punkte,  in  welchen  beide  Infi exions- 
langenten  vierpunktige  Tangenten  der  Flüche  sind; 

Sftlmon,  Anal.  Oeom.  d.  Baumes.  II.  3.  Aufl.  37 
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• ß)  die  Zaiil  der  Punkte  a der  Fläciie,  in  denen  eine 
r ü n f|) u n k t i ge  R e r ü h r ii n g in i l e i n e r Geraden  mü g I i c li  ist; 

y)  die  Zahl  der  Punkte  in  der  Curve  vierpunktiger 
Rerührungcn,  deren  Roppelinriexinnstangente  zu- 
gleich  an  einer  andern  Stelle  eine  cinraclic  Tangente 
ist; 

ö)  die  Zahl  der  Geraden,  welche  an  zwei  verschie- 
denen Punkten  I nTI  exi  o n st  a ng  en  ten  sind; 

r)  die  Zahl  der  Geraden,  welehc  an  einer  Stelle  als 
Inriexionslangenten  oder  dreipunktig  und  an  zwei  an- 
dern Stellen  einfach  berühren; 

f)  die  Zahl  der  Geraden,  welche  an  vier  verschie- 
denen Stellen  einfach  berühren. 

4G.8.  Das  erste  dieser  Probleme  ist  von  (Mehsch’“^)  gelöst 
worden.  Ks  wurde  in  Art.  2‘JO.  bewiesen,  dass  die  Inllexioiis- 
punkte  des  Schnittes  der  Tangentialebene  in  irgend  einem  Punkte 
der  Fläche  mit  der  ciihischen  Polarlläche  dieses  Punktes  in  der 
Kbene  a:, //,  -j-  Xj//j  + “‘3^/3  -|-  //^  = 0 gelegen  .sind.  Wenn 

nun  verlangt  wird,  den  Ort  der  Punkte  x,'  auf  einer  Fläche  zu 
linden,  deren  Verbindungslinie  mit  einem  dieser  Inflexionspunkle 
eine  angenommene  Gerade  schneidet,  so  heisst  diess  mit  andern 
Worten  die  Bedingung  fordern , unter  welcher  Coordinaten  von 
der  Form  kx/  -j-  ft  xt  (für  x<  als  den  Durchschnittspunkl  der  an- 
genommeueu  Linie  mit  der  Tangentenebene)  die  Gleichung  der 
Polare  in  Bezug  auf  die  II  esse 'sehe  Determinante  und  die 
der  cubischen  Polare  zugleich  befriedigen.  Nun  ist  das 

Resultat  der  Subslitiitiun  in  J 7J 

4 («  2)  XJ/'  -f  ftJ//'  = 0. 

Siibslitulieren  wir  aber  in  so  verschwindet  der  Coefllcient 

von  A’,  weil  x/  der  Fläche  angehürt,  und  der  von  weil  x,- 
in  der  Tangentialebene  liegt;  das  Ergebniss  ist  also 
;$  («  — 2)x^'‘u'  -f  fij^v  ^0. 

Durch  Elimination  von  X:fi  zwischen  diesen  beiden  Gleichungen 
erhält  man 

4 = 3 

wo  in  J^U',  etc.  die  Coordinalen  des  Schnitlpunkles  einer  will- 
kürlicben  Geraden  mit  der  Tangentialebene  cinzusetzen  sind.  d.  h. 
die  verschiedenen  Determinanten  des  Systems 
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t/l. 

u,. 

Hz. 

^1  » 

^3  ’ 

1..', 

$3  » 

Dadurch  wird  J^U'  vom  Grade  n — 3-|-3(n  — l)=4^l  — G 
in  den  xi,  und  ila  H'  vom  Grade  4 (n  — 2)  isl,  so  ist  die 
(ileirlinng  vom  Grade  (8m  — 14);  und  diess  ist  die  Ordnung  iles 
gesucliten  Ortes. 

Wir  behanpten  nun,  dass  die  Berührnngspunkte  der  vier- 
pnnkligeii  Tangenten  zu  diesem  Orte  gehören.  In  jedem  dieser 
Punkte  liegen  ofTeubar  die  Doppel-lnllexionstangenten  beide  in  der 
cubisclien  Polarnäcbe  des  Punktes  und  die  Ebene  derselben 
srbiieidet  dieselbe  ebendeshalb  in  einer  dritten  Geraden , welche 
in  der  Ebene  J H' = 0 liegt.  Jeder  Punkt  dieser  Geraden  ist 
als  ein  Inflexionspunkt  der  cubisclien  Polare  zu  betrachten  und 
desshalb  eben  muss  die  Ebene  durch  den  Punkt  x,'  und  eine 
willkürliche  Gerade  durch  einen  Inflexionspunkt  gehen.  Die 
Punkte,  deren  Zahl  wir  zu  bestimmen  beabsichtigen  und  die 
oirenhar  Doppelpunkte  der  Gurve  US  sind,  zählen  unter  den 
M (11«  — 24)  (8m  — 14)  Durchschnittspunkten  der  Curve  US  mit 
dem  in  diesem  Art.  besprochenen  Orte  doppelt. 

Wir  untersuchen  aber,  welche  andere  Punkte  der  Curve  US 
zu  dem  Orte  gehören  können.  Für  einen  beliebigen  Punkt  dieser 
Curve  liegt  die  vierpunktig  berührende  Tangente  in  der  cubisclien 
Polarfläche,  deren  Schnitt  mit  der  Tangentialebene  daher  ans 
dieser  Geraden  und  einem  Kegelschnitt  besteht;  und  da  alle  In- 
flexionspunkte  eines  solchen  Systems  in  der  geraden  Linie  liegen, 
so  ist  di«  vierpunktig  berührende  Tangente  selbst  in  diesem  Falle  die 
einzige  Gerade,  welche  a:,'  mit  einem  Inflexionspunkt  verbindet. 
Und  wir  saher»  ini  Art.  458.,  dass  die  Anzahl  .solcher  Tangenten, 
die  eine  beliebige  Gerade  treflen,  gleich  2«(m  — 3)  (3n  — 2)  ist. 
Wir  haben  somit  die  Gleichung 

2o  -j“  2h (m  — 3)  (3m  — 2)  = n(ll « — 24)  (8n  — 14), 

also 

o = m(41m’  ^ 1C2h  + 1G2), 
als  Lösung  des  vorgelegten  Problems. 

4G4.  Die  im  letzten  Art.  erhaltene  Gleichung  kann  durch 
Untersuchung  des  Falles  erläutert  werden,  wo  die  angenommene 

37* 
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Güraiic  die  Fiindninenlallinie  a:3=ar4  = ü ist.  Itieseihe  wird  dann 
ffir  l}^  lind  Pj  als  DifTerentialquolienten  nach  ar, , x. 


Es  ist  ersiditiidi,  dass  diese  ('>leidiung  fnr  diejenigen  Punkte 
der  Elädie  hefriedigl  wird,  deren  vierpnnklig  berührende  Tangenten 
die  Gerade  x^  — x^=0  schneiden.  Denn  die  Dediiigungen, 
unter  welchen  die  gerade  Linie  von  x,-  nach  (x,',  x./,  0,  0)  eine 
ricrpuiiktig  berührende  Tangente  ist,  sind 


und  die  Resultate  der  Elimination  von  x,'  und  x/  zwischen  der 
ersten  und  zweiten  und  der  ersten  und  dritten  dieser  Gleichungen 
sind  Facloren  der  oben  geschriebenen  Gleichung.  Wir  wollen 
dahei  heinerken,  dass  inan  mit  den  Rezeichnungcii  des  Art.  G7. 
im  Rd.  1 hat 


( 

( 


dXj/ 


V -f-  2.^3,.T3.Tj 

P = 


dx\  d.Xj)  ^ -^.13^4') 

mit  analogen  Gleichungen  in  dem  Falle  einer  willkürlichen  Ge- 
raden von  allgemeiner  Lage. 

465.  Hier  bietet  sich  nun  die  folgende  Methode  zur  Unter- 
suchung der  Anzahl  ß der  rünfpiinklig  berührenden  Tangenten 
dar.  ln  dem  Berührungspunkt  einer  solchen  ist  sie  eine  Tan- 
gente der  Inflexionsknotencurve  und  die  Bedingung,  dass  diess 
der  Fall  sein  soll,  kann  in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden. 
In  jedem  Punkte  der  Inllexionsknotencurve  liegt  die  vierpuuklig 
berührende  Tangente  in  der  cubischen  Polare  und  daher  auch  in 
der  Fläche  S derselben,  die  wir  zur  Unterscheidung  durch  (S) 
repräsentieren  wallen.  Die  vierpunktig  berührende  Tangente  ist 
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datier  als  Durdisdiiiitt  der  Tangentialebene  zu  V und  (5)  beslininil. 
Die  Bedingung,  unter  weldier  die  Tangentialebene  vun  S durch 
dieselbe  Gerade  gebt,  «ird  wie  in  Art  218.  durch  die  Gleichung 


:i.  17p 

17.,. 

17,,. 

i (S),. 

iS),, 

(5)3. 

(5)4 

! s„ 

s,. 

s,„ 

5,  1 

ii 

1.  ' 

erhalten,  welche  durch  .t,  . theilhar  sein  muss;  der  Quo- 

tient repräsentiert  daun  eine  Fläche  von  der  Ordnung 
(«  — 1)  + (11«  — 25)  -f  (H « — 25)  — 1 oder  (23«  — 52), 
welche  US  in  den  Doppelinricxionsknotenpunktcn  a und  in  den 
Punkten  ß schneiden  wird. 

Aber  die  folgenden  Ueherlegungen  zeigen,  dass  diese  Methode 
doch  nur  eine  obere  Grenze  für  die  Zahl  der  Punkte  ß giehl. 

Wenn  wir  in  die  eben  geschriebene  Ueterniinante  für  die 
Elemente  der  dritten  Zeile  die  l,'  einsetzen,  so  liabcn  wir  die 
Bedingung  gebildet,  unter  der  eine  willkürliche  Gerade  eine  vier- 
punktig  berührende  Tangente  schneidet,  eine  Bedingung  vom 
Grade  12«  — 26,  die  auch  für  die  Doppeiinilexionsknotcnpunkte 
erfüllt  wird.  Betrachten  wir  nun  die  Punkte  von  US,  welche 
der  Bedingung  genügen,  so  würden  wir  zu  der  Gleichung  ge- 
führt werden 

2n  -f  2«  («  - 3)  (3  « — 2)  = « (11»  — 24)  (12«  — 26) ; 
wenn  wir  aber  an  (ilehsch's  Gleichung  erinnern,  in  welcher 
der  Factor  12«  — 26  durch  8«  — 14  ersetzt  ist,  so  werden  wir 
zu  dem  Schluss  genüthigt,  dass  für  Punkte  der  Inflexionsknolen- 
curve  das  System  der  Gleichungen  17,(52)  — 172(5',)  = 0,  etc. 
durch  andere  Gleichungen  von  geringerem  Grade  muss  ersetzt 
werden  können. 

In  der  letzten  Ausgabe  waren  Gründe  entwickelt,  die  zu  dem 
Ausdruck  « («  — 4)  (101«  — 204)  für  ß führten;  weil  sie  nicht 
.streng  beweisen , werden  sic  hier  nicht  wiederholt. 

Die  übrigen  Probleme  des  Art.  462.  bleiben  ebenfalls  zu  lösen. 

466.  Man  kann  eine  analoge  üntersuebungsmethode  auf  die 
verschiedenen  Fälle  der  berührenden  Ebenen  anwenden. 

Jede  Ebene,  welche  eine  Fläche  berührt,  schneidet  sic  in 
einer  Gurve,  die  einen  Doppelpunkt  besitzt;  und  da  die  Gleichung 
einer  Ebene  drei  Constauten  enthält,  so  kann  eine  bestimmte  Zahl 
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von  TaiigeiiU-ncbciion  gefunden  werden,  wclclie  zwei  weiteren 
Bedingungen  entsprechen.  Wenn  aber  nur  eine  solche  andere 
Bedingung  gegeben  ist,  so  umhfillcn  die  Tangentenebenen,  welche 
ihr  genügen,  eine  entwickelhare  Fläclie  und  ihre  Beinhrnngs- 
pnnkte  bestimmen  in  der  Fläche  seihst  eine  Curvc. 

Daraus  entspringen  die  beiden  Aufgaben  ; Die  Bestimmung 
der  Zahl  der  Auflösungen,  welche  drei  Bedingungen 
entsprechen, 

und  die  Bestimmung  der  Natur  der  Curven  und 
entwickelbaren  Flächen,  welche  aus  zwei  Bedingungen 
entspringen,  sofern  immer  die  eine  derselben  die  der 
Berührung  ist. 

Von  den  Aufgaben  der  letzteren  Classc  werden  wir  nur  zwei 
näher  untersuchen,  nämlich  die  Frage  nach  den  Ebenen,  deren 
Schnittcurve  mit  der  Fläche  eine  Spitze  besitzt  und 
die  Frage  nach  den  Ebenen,  welche  die  Fläche  in  einer 
Eurve  mit  zwei  Doppelpunkten  durchschnciden. 

Andere  Fälle  sind  in  dem  vorigen  Abschnitt  gelegentlich  zur 
Sprache  gekommen,  z.  B.  die  Frage  nach  den  Ebenen,  weiche 
die  Fläche  so  berühren,  dass  die  eine  Tangente  ini 
Do]>pelpunkte  eine  Linie  vierpunktiger  Berührung  ist. 

4C7.  Sind  x!',  x"\  ar,-  die  Coordinaten  von  drei  Punkten,  so 
sind  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  der  durch  sic  be- 
stimmten Ebene  Xxi  + ^x"  + vxt,  und  wenn  wir  diese  Werlhe 
für  die  laufenden  Coordinaten  in  die  Gleichung  einer  Fläche  sub- 
stituieren, so  erhallen  wir  diejenige  Itclation,  welche  für  alle 
Punkte  des  Schnittes  jener  Ebene  mit  dieser  Fläche  erfüllt  sein 
muss. 

Sei  [ff]  = 0 das  Resultat  der  Substitution;  man  kann  es 
in  der  Form 

^ 4-  i//y)2  f/'-f  etc. 

= 0 

darstellen,  wenn  man  setzt 


(l 

i/x, 

d 


rfar,  dxj  dx^ 


"1 

dx 

d 


^ — •'"i  — r + a:,  ; 4-  x,  - — ; x. 

dx,  ^ dxj  ' ^ dxj  ■*  «u., 

Die  betrachtete  Ebene  wird  die  Fläche  berühren,  wenn  die 
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DUcriininaiilc  dieser  Gleichung  in  A,  fi,  v verschwindel.  Wenn 
«ir  zwei  der  drei  Punkte  als  fest  und  den  drillen  als  veränder- 
lich belrachlen,  so  repräsenlierl  diese  Discriminanle  alle  die 
Tangenlialehcnen  der  Fläche,  welche  durch  die  gerade  Verbin- 
dungslinie jener  beiden  Piiiiklc  gelegt  werden  können. 

Wir  wollen  den  Pnnkl  x,'  als  in  der  Fläche  selbst  und  den 
Punkt  Xj"  als  in  der  enispreebenden  Tangenlenebene  derselben 
gelegen  voraussetzen , .«o  dass  If  = 0,  — 0 sind  und  die 

Discriminanle  durch  das  Quadrat  von  ^If  theilhar  wird,  weil  von 
den  durch  eine  Tangente  der  Fläche  gehenden  Tangentenebenen 
derselben  zwei  mit  der  ihrem  Berührungspunkt  entsprechenden 
Tangenlcneltenc  selbst  zusamnienrallen. 

Wenn  die  Tangcnlcncbeiic  in  x/  aber  eine  Doppeltangenlial- 
ebene  ist,  so  iiuiss  die  betracblele  Discriminanle  anstatt  wie  sonst 
das  Quadrat  des  Ausdrucks  der  Tangeulenebene  vielmehr  den 
Cubus  derselben  als  F'aclor  enthalten.  Um  die  Bedingung  zu 
untersuchen,  unter  welcher  diess  der  F’all  sein  wird,  schreiben 
wir  abkürzend  die  Gleichung  [U]  = 0,  in  welcher  wir  die  Coel- 
ficienten  von  A*,  A*~*p  als  verschwunden  denken,  wie  folgt 
TA"-‘v  -f-  i A"-»  {Afi^  -f  2/ypv  -f  Ce’)  -f  etc.  = 0; 
dann  repräsentiert  T = 0 die  Tangentenehcne  der  F'läclie  in 
dem  betrachteten  Punkte,  6' = 0 die  quadratische  Polarfläche 
desselben  Punktes  und  A — 0 die  Bedingung,  unter  welcher  der 
Punkt  x/'  in  derselben  liegt. 

Dann  ist  die  Discriminanle  von  [£/]  = 0 von  der  Form 
T'^A  {B‘‘  — Aq'^  <p  = 0, 

wo  g>  den  Werth  der  Discriminanle  für  das  Verschwinden  von 
T mit  If  und  bezeichnet.  Damit  also  die  Discriminanle 

durch  Iheilbar  .sei,  muss  einer  der  Facloren  von  ver- 
schwinden oder  selbst  T als  F'aclor  enthalten. 

468.  Wir  nehmen  zuerst  an , dass  der  F’aclor  A gleich  Null 
sei.  Diess  spricht  aus,  dass  der  Punkt  x,"  in  der  quadratischen 
Polarfläche  von  x/  gelegen  sei,  oder  da  er  auch  in  der  Tangen- 
tenebene enthalten  ist,  dass  er  in  einer  der  Inflexionstan- 
genten  der  F'läche  in  x/  liege. 

Wir  wissen,  dass  von  den  p Tangentenebenen,  welche  durch 
eine  einfache  Tangente  an  eine  F'läche  p*"'  Classe  gelegt  werden 
können,  zwei  mit  der  Tangentialebene  ihres  Berührungspunktes 
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ziisaiiiiiieurallen , so  tiass  ausser  dieser  notli  (p  — 2)  andere  suleiie 
Tanguntciicbcncn  existieren,  und  lernen  liier,  dass  von  den  diircli 
eine  Inflexiunslangenle  gehenden  Tangenteneheuen  drei  mit  der 
Tangentialebene  des  Berührungspunktes  zusainmenrallen  und  nur 
{p  — 3)  ausser  ihr  existieren. 

Nehmen  wir  an , dass  x"  nicht  in  einer  Inflcxiunstangenic 
gelegen  sei,  so  verschwindet  der  Factor  A nicht,  und  wir  können 
diesen  t'aetor,  als  der  gegenwärtigen  Discussion  fremd,  unbe- 
rücksichtigt lassen. 

Bann  können  wir  gleichzeitig  die  Bcdingnngen  untersuchen, 
unter  welchen  T ein  Factor  in  — AC  oder  in  q>  sein  kann. 
Beiden  Fällen  entspricht  nämlich  folgendes  Problem:  Setzen  wir 
voraus,  dass  eine  Function  V gegeben  sei,  deren  respective  Grade 
in  den  x,',  in  x"  und  in  x,-  durch  X,  p,  v bezeichnet  sind,  und 
dass  die.selbe  eine  Fläche  bestimme,  welche  die  Verbindungslinie 
der  beiden  ersten  Punkte  zu  einer  vielfachen  Linie  vom  Grade  p 
hat,  oder  in  andern  Worten,  dass  sie  ein  Ebenenbüschel 
sei,  welches  diese  Linie  zur  Scheitelkante  hat;  so  ist  die  Be- 
dingung zu  finden,  unter  welcher  eine  dieser  Ebenen  mit  der 
Tangentenebenc  T zusammcnfällt,  für  die  die  entsprechenden 
Grade  n — 1,  0,  1 sind. 

Wenn  diess  der  Fall  ist,  so  muss  eine  beliebige  Gerade, 
welche  T schneidet,  auch  V durchsclmciden  und  wenn  man  zwi- 
schen 'ihren  Gleichungen  Xj  -f-  . . . = 0,  ^,'x,  • • • = 

den  Gleichungen  7 = 0,  F = 0 eliminiert,  so  muss  deshalb  die 
Resultante  R identisch  verschwinden.  Dieselbe  ist  in  den  Grössen 
ii,  und  Xi"  vom  Grade  p uud  in  den  x/  vom  Grade 
{p  {n  - 1)  + X}. 

Wenn  aber  die  willkürlich  angenommene  Gerade  die  Verbin- 
dungslinie der  Punkte  x/,  x"  durchschneidet,  so  verschwindet 
die  Resultante  R auch  ohne  dass  7 ein  Factor  in  F wäre;  da 
nun  die  Bedingung  = 0,  unter  welcher  diese  Geraden  sich 
schneiden,  in  allen  betrachteten  Grössen  gleichmässig  vom  ersten 
Grade  ist,  so  erkennen  wir,  dass  die  h'orm  von  R durch  Xi‘R' 
darzustcllcn  ist,  wo  R'  eine  Function  von  x,'  allein  und  vom 
Grade  (n  — 2)  ist 

4G9.  Indem  wir  diess  auf  den  von  uns  betrachteten  Fall  an- 
wenden,  ergiebt  sich,  weil  die  Discrirainante  von  [f7]  ein  Ebenen- 
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büscliol  von  der  Scheitclkaiite  xi,  xf  darslelll,  dass  auch  [B'^ — AC) 
und  fp  gleicbmässig  Ebenen  repräsentieren,  welclic  durch  diese 
Linie  gclicn. 

Nun  ist  die  erstere  Grösse  von  den  respeeliven  Graden 
2 («  — 2),  2,  2;  uälirend  von  den  Graden 
(n  — 2)  («2  _ 6) , («’  _ 2«2  4-  n — 6) . («3  — 2/|5  + n — 6) 

ist,  wie  sicli  ergiebt,  indem  man  die  Summe  der  Grade  von  T^, 
A und  [B^  — AC)^  von  den  Graden  der  Discriniinante  von  [ü], 
d.  b.  von  n (n  — 1)*  für  alle  Veränderlicben , subtrahiert. 

Dann  ergiebt  sich  aus  dem  letzten  Artikel,  dass  die  Be- 
dingung//=0  — denn  sie  ist  nichts  Anderes  als  die  Hesse’scbe 
Deterniinanle  — unter  welcher  T ein  Eactor  in  (B^  — AC)  ist, 
vom  Grade  4 (n  — 2),  und  die  Bedingung  Af  = 0,  unter  welcher 
T ein  Factor  in  tp  ist,  vom  Grade 

(k  — 2)  («3  — -j-  n — 12) 

sein  muss. 

In  allen  Funkten  der  Gurve  ü=0,  H = 0 ist  also 
die  Tangentialebene  als  eine  Doppeltangentialebene 
zu  zählen;  in  der  That,  die  Tangenlialehene  in  jedem  Punkte 
des  Durchschnitts  der  Fläche  bestimmt  mit  ihrer  llessc’schen 
Determinantenfläche  eine  Sclmiltcurve  mit  Uückkehr-  oder  Giispi- 
dalpunkt  und  ist  als  doppelt  zu  betrachten  (Art.  10.). 

Die  Gurve  {/  = 0,  K = 0 ist  dagegen  der  Ort  der 
Berührungspunkte  von  Ebenen,  welche  die  Fläche  in 
zwei  verschiedenen  Punkten  berühren.  Cayley  hat  sie 
die  Gurve  der  Kuotenpaare  genannt. 

470.  Betrachten'  wir  zunächst  die  Bcihe  der  Taugenten- 
ebenen, welche  die  Fläche  längs  der  Gurve  U = 0,  /f  = 0 be- 
rühren. Sie  bilden  nach  Art.  438.,  III.  eine  abwickelbare  Fläche 
von  der  Ordnung 

Q = 2n  (n  — 2)  (3»i  — 4). 

Die  Glasse  derselben  oder  die  Zahl  von  Ebenen  des  Systems, 
welche  durch  einen  willkürlich  angenommenen  Punkt  gehen , ist 
V = 4»j  (n  — 1)  (n  — 2); 

denn  die  Berührungspunkte  sind  offenbar  die  Durchschnittspunkte 
der  Gurve  V = 0,  ff—0  mit  der  ersten  Polarfläcbe  des  be- 
trachteten Punktes, 
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Wir  küiiiicii  aiirli  die  Zahl  der  statioiiärrii  Taiigcntialehencn 
des  Systems  besliinnieii.  Ist  die  Gleichung  der  Fläche  V unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Ebene  = 0 sie  in  einem  l’unkle 
der  Giirve  {/ = 0,  Ä = 0 berühre,  durch 

-f-  etc.  ■=  0 

dargestellt,  so  kann  man  leicht  zeigen,  dass  die  Richtung  der 
Tangente  der  Gurve  £/ = 0,  // = 0 durch 


bestimmt  ist.  Nun  sind  die  Tangentenebenen  von  U in  zwei  in 
der  Richtung  der  InHcxionstangente  x^  — O auf  einander  folgen- 
<len  Punkten  identisch.  Wenn  daher  kein  Glied  x,'’’  enthält, 
d.  h.  wenn  die  InHcxionstangente  die  Fläche  in  vier  auf  einander 
lulgenden  Punkten  schneidet,  so  ist  die  Richtung  der  Tangente 
der  Curve  U = 0,  11  = 0 dieselbe  wie  die  der  Inflcxionstan- 
gente,  und  die  Tangentenebenen  in  zwei  auf  einander  folgenden 
Punkten  der  Curve  U = 0,  H = 0 sind  identisch.  Die  Zahl 
der  stationären  Tangentenebenen  ist  daher  gleich  der  Zahl  der 
Durchschnittspunkte  der  Curve  U=0,  1/ = 0 mit  der  Fläche 
S ■=  0 und  da  diese  Curve  nach  Art.  456.  diese  Fläche  herührt, 
gleich 

« = 2«  («  _ 2)  (11«  — 24). 

Nunmehr  können  alle  Singularitäten  der  abwickelbaren  Fläche, 
welche  einer  Fläche  ü = 0 nach  ihrem  Durchschnitt  mit  der 
Hesse’schen  Determinantenfläche  umgeschrieben  wird,  nach  Art. 
60.  f.  darge.stcllt  werden.  Diess  giebt  die  Formelgruppe 
fi  = n{ti — 2)(28n — 6t>),  v = 4«(« — l)(n — 2);  Q=2n{n — 2j(3n  — 4); 
o ==  2«  («  — 2)  (lln  — 24),  ß = ,,  («  — 2)  (70«  — 160): 

2g  = « («  — 2)  (16n<  — 64«»  + 80«»  — 108«  + 156), 

2h  = n («  — 2)  {784  «<  — 4928«»  + 10:520«»  — 7444«  + ,548). 

Z.  B.  für  die  Fläche  dritter  Ordnung 

fi  = 72,  V = 24,  e = 30,  « = 54,  ß = 150, 
g = 180.  h = 2316,  X = 315,  y = 

Die  hier  betrachtete  Abwickelungsfläche  entspricht  einer  Rück- 
kchrcurve  in  der  Reciprokallläche,  deren  Singularitäten  durch 
Vertauschung  der  Buchslabenwerthe  p,  v;  o,  ß-,  g,  h\  etc.  er- 
halten werden. 
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Die  Classc  der  der  Flüche  V nach  der  Curvc  U=0,  A'=0 
umgeschriebcneii  Abwickelungsilädie,  welche  zugleich  die  Ord- 
nung einer  Doppcicurvc  in  der  Itcciprokaltläche  angiebt , ist, 
wie  oben  bestimmt , = m («  — 1)  (n  — 2)  («^  — " — 12). 

Die  übrigen  Singularitäten  dieser  Fläcbc  werden  bei  den  Unter- 
suchungen des  rolgenden  Abschnitls  mit  bestimmt  werden,  wo 
auch  die  Zahl  der  Lösungen  in  einigen  Fällen  sich  ergeben  wird, 
in  denen  man  eine  Tangentenebene  suebt,  welche  zwei  andere 
Bedingungen  erfüllen  soll. 

C.  Theorie  der  Reclprokalfl&chen. 

471.  Wenn  wir  unter  den  gewöhnlichen  Singularitäten  einer 
Fläche  diejenigen  verstehen,  weiche  itn  Allgemeinen  entweder  in 
der  Fläche  selbst  oder  in  ihrer  ileciprokainäebe  existieren,  so 
können  wir  von  denselben  die  folgende  Aufzäblung  machen. 

Eine  Fläche  kann  eine  Doppelcurve  von  der  Ordnung 
b und  eine  Rückkehrciirve  von  der  Ordnung  c hesitzen. 

Der  im  Art.  20.  bestimmte  Tangentenkcgel  enthält  den 
über  der  Doppcicurvc  stehenden  Kegel  zweifach  und  den  über 
der  Itückkebrcurvc  stehenden  dreifach,  so  dass  für  a als  Gi'ad 
des  eigenllicbcn  Tan  ge  nten  kegels  die  Relation  entsteht 
n -f-  2ö  -|-  3c  = n («  — 1). 

Die  Ulasse  des  Kegels  a ist  der  Ordnung  der  Reciprokalfläche 
gleich.  Wir  nehmen  an,  derselbe  habe  S doppelte  und  x Rück- 
kebrkanten,  die  Curve  6 besitze  A scheinbare  Doppelpunkte  und 
l dreifache  Punkte,  welche  auch  dreifache  Punkte  der  Fläche 
selbst  sind,  und  die  Curvc  c endlich  habe  A scheinbare  Doppel- 
punkte. Wir  finden  die  Zahl  der  Punkte,  in  denen  sich  die 
Curven  b und  c durchsebneiden,  als  die  Summe  von  drei  Zahlen, 
nämlich  einer  Zahl  y von  Punkten,  welche  stationäre  Punkte  der 
ersten,  einer  Zahl  ß von  Punkten,  welche  stationäre  Punkte  der 
zweiten  und  einer  Zahl  i von  Punkten,  welche  singuläre  Punkte 
in  beiden  Curven  sind.  Wir  denken  endlich  p als  die  Zahl  der 
Schnittpunkte  der  Berühruugscurve  des  eigentlichen  Tangenten- 
kegels a mit  der  Doppelcurve  und  a als  die  ihrer  Schnittpunkte 
mit  der  Rückkehrciirve  c. 

Ueberdiess  sollen  die  nämlichen  Buchstaben  in  accentuierter 
Form  die  Singularitäten  der  Reciprokalfläche  bezeichnen. 
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472.  Wir  liabni  in  Ari.  1!).,  20.  gesehen,  dass  die  Punkte, 
in  «eichen  die  Rerührnngsciirve  des  Tangenteiikegels  = ü 
schneidet,  den  Itückkehrkanten  des  Tangenlenkegels  angehören. 
Wenn  aber  die  Berüliriingscurve  die  coniplexe  Curve 

« + 26  + 3e 

ist,  so  sind  ofTenhar  die  Punkte,  in  «eichen  die  Gurren  6 und  r. 
die  Fläche  = 0 schneiden,  der  Frage  nach  den  Rückkehr- 
kanten des  Kegels  a l'reind.  Auch  «erden  nicht  alle  die  Durch- 
schnittspunkte  von  n mit  A‘U  = ü Rückkehrkanten  des  Kegels 
erzeugen,  «eil  eine  den  Kegeln  a und  c genicinschariliche  Kante 
wohl  als  eine  Rrickkchrkante  des  coinploien  Kegels,  aber  nicht 
als  eine  solclie  der  beiden  einzelnen  Kegel  anzusehen  ist. 

Die  folgenden  Formeln  enthalten  die  Analyse  der  Durch- 
schnitte der  Gurren  a,  6,  c respectire  mit  der  Fläche  A^U—0 
a {ti  — 2)  = X -|-  e -}-  2o 
6 («  _ 2)  = e -f  2|3  + + 3/ 

c («  — 2)  ==  2(t  -f  4^  + y 

Es  ist  nicht  schwer,  zu  erkennen,  dass  die  in  diesen  For- 
meln bezeichneten  Punkte  x,  9,  a,  ß,  y in  den  Durchschnitten 
der  Fläche  A^D  = 0 mit  den  Gurren  n,  6,  c re.speclive  ent- 
halten sind;  aber  es  erscheint  nicht  so  leicht,  den  Grund  zu  ent- 
decken, weshalb  sie  gerade  mit  den  numerischen  Factoren  cin- 
treten,  die  sie  zeigen.  Obgleich  es  wahrscheinlich  nicht  unmög- 
lich ist,  diese  Gründe,  a priori  zu  erkennen,  so  ziehen  wir  es 
doch  vor,  die  Methode  zu  erklären,  durch  welche  der  Verfasser 
auf  dem  Wege  der  Induction  zu  ihnen  gelangte.^®^) 

473.  Wir  wissen  aus  Art.  263. , dass  die  Ileciprokalllächc 
einer  Fläche  dritter  Ordnung  eine  Fläche  zwölfter  Ordnung  ist, 
die  eine  ROckkehrcurve  von  der  vier  und  zwanzigsten  Ordnung 
besitzt;  denn  die  Form  ihrer  Gleichung  ist 

64S»  = r, 

und  Sist  vom  vierten,  T vom  sechsten  Grade  in  den  Veränderlichen. 

Jeder  der  sieben  und  zwanzig  Geraden  in  der  Fläche  ent- 
spricht eine  Doppellinie  in  der  Heciprokallläche  (Art.  264. ,283.).  Der 
eigentliche  Tangentenkegel  als  die  Reciprokalfläcbe  einer  ebenen 
Scbnittcurve  der  ursprünglichen  Fläche  besitzt  neun  Rückkehr- 
kanten  und  ist  von  der  sechsten  Ordnung. 
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Wir  haben  also 

,/  = 6.  6'=  57.  c = 24,  h'=  12,  a'+  2t'  + ,3c'=  12. 11. 

Die  Durclischiiilte  der  Curveii  c und  b'  mit  der  Derührungs* 
curve  des  Kegels  a , der  einem  beliebig  gewäbllen  Punkte  ent- 
spricht, sind  die  Reciprnken  der  Tangentenebenen  der  Original- 
lläcbe,  deren  Berfibrungspiinkte  die  Durebsebnitte  einer  ange- 
nonimcncn  Ebene  mit  der  parabolischen  Curve  17  = 0,  U = 0 
und  mit  den  sieben  und  zwanzig  Ceraden  sind.  Es  giebt  also 
zwölf  Punkte  a und  sieben  und  zwanzig  Punkte  p';  von  den  letz- 
teren Punkten  liegt  je  einer  in  jeder  der  sieben  nnd  zwanzig 
Ceraden,  von  denen  die  Doppellinie  der  Reciprokallläcbe  ge- 
bildet wird. 

Nun  bestehen  die  seebszig  DurcbschnitLspnnkte  der  Curve  a' 
mit  der  zweiten  Polarlläcbe,  als  welche  von  der  zehnten  Ordnung 
ist.  aus  den  nenn  Punkten  x',  den  sieben  und  zwanzig  Punkten  (/ 
und  den  zwölf  Punkten  o'.  Es  geht  daraus  hervor,  dass  die  letz- 
teren Punkte  doppelt  gezählt  werden  müssen,  weil  einer  Gleichung 
von  der  Form 

9a  + 27ö-f-  12c  = 60 

durch  ganze  Wertbe  von  a,  b,  c nur  für  den  Fall  1,  1,  2 ge- 
nügt werden  kann.  Diess  giebt  die  erste  Gleichung  A). 

Betrachten  wir  nun  die  Punkte,  in  welchen  irgend  eine  der 
sieben  und  zwanzig  Linien  b dieselbe  Fläche  zehnter  Ordnung 
durebsebneidet.  Die  Punkte  ß'  entsprechen  den  Punkten , in 
denen  die  sieben  und  zwanzig  Geraden  die  parabolische  Curve  be- 
rühren und  wir  wissen  aus  Art.  457.,  dass  in  jeder  dieser  Ge- 
raden zwei  solche  Punkte  existieren.  In  jeder  derselben  liegen 
ferner  fünf  Punkte  t und  wir  haben  eben  gesehen,  dass  je  ein 
Punkt  Q ihr  angebört.  Da  nun  die  Gleichung 
a 26  -|-  5c  = 10 

nur  die  Lösungen  (1,  2,  1)  und  (3,  1,  1)  in  ganzen  Zahlen  be- 
sitzt, so  müssen  die  zehn  Durebsebnittspuukte  einer  der  Linien 
mit  der  zweiten  Polariläcbe  entweder  durch 

e 2 ß"  t'  oder  durch  Bg  ß'  -j-  t' 

dargestelll  sein,  und  hier  ist  die  letztere  Form  offenbar  unzu- 
lässig. Wenn  man  nun  die  Curve  6'  als  von  den  sieben  und 
zwanzig  Geraden  gebildet  betrachtet,  so  erkennt  man  noch,  dass 
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ilie  Punkte  { je  dreien  derselben  angeboren  und  ist  so  zu  der 
Kormel 

b-  (n  2)  ==  9 + 2^  + 3/' 

geführt. 

Uas  betracbtcle  Beispiel  erlaubt  uns  nicht,  den  Coeffleienten 
von  y in  der  zweiten  der  Formeln  Ä)  zu  bestimmen,  weil  Punkte 
y in  der  Reciprokalfl.äcbc  einer  Fläetie  dritter  Ordnung  nicht 
existieren.  Endlich  werden  die  zweihundert  und  vierzig  Punkte, 
in  welchen  die  t;urve  c die  zweite  Polare  schneidet,  von  den 
zwölf  Punkten  c und  den  vier  und  fünfzig  Punkten  ^ gebildet; 
lind  da  die  Gleichung 

12«  + 54ft  = 240 

nur  die  ganzzahligen  Auflösungen  (11,  2)  und  (2,  4)  erlaubt, 
deren  letztere  natürlich  vorzuziehen  ist,  so  sind  durch  die  Be- 
trachtung dieses  Beispiels  alle  Coefficieulen  der  Gleichungen  J] 
mit  Ausnahme  des  Coeffleienten  von  y in  der  zweiten  von  ihnen 
gefunden. 

474.  Wir  wollen  nun  auf  demselben  Wege  die  Reciprokal- 
llachc  einer  E’lSche  «“'''Ordnung  untersuchen,  welche  keüie  viel- 
fachen Punkte  besitzt. 

Wir  haben  dann 

n'  = n (n  — 1)’,  n'  — 2 = («  — 2)  («^  -}-  1),  a = n («  — 1) : 
und  nach  Art.  27.  für  die  Doppelcurve  und  die  Rückkehrriirve 
b'  = J « {«  — 1)  {«  — 2)  («’  — H*  -f-  « — 12}, 
c = 4«  (n  — 1)  («  — 2). 

Die  Zahl  der  Rürkkehrkanten  des  Tangentenkegels  der  Reci- 
prokallläche,  welche  der  Zahl  der  Inllexionspnnkte  eines  ebenen 
Schnittes  der  Originallläche  entspricht,  giebt 
/ = 3«  («  — 2).  > 

Die  Punkte  (>'  und  a',  entsprechend  den  Durchschnittspunk- 
ten einer  angenommenen  Ebene  mit  den  Curven 

£/  = 0,  A-  = 0 nud  ü = 0,  //  = 0 (Art.  469.) 
werden  gefunden 

p'  = n («  — 2)  («^  — -(-  « — 12),  d'  = 4«  (n  — 2). 

Die  Substitution  dieser  Wertbe  in  die  erste  der  Formeln  A) 
fl  (w  — 2)  = k p -j-  2ö 

macht  dieselbe  zu  einer  Identität  und  bestätigt  sie  somit.  Wir 
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Wüllen  für  (leiisellien  Fall  zunädisl  die  drille  der  Formeln 
untersuchen. 

Wir  haben  im  Art.  470.  gefunden,  dass  die  Zahl  der  Punkte  ß' 
= 2«  («  - 2)  (11  n - 24) 

ist.  Nun  entsprechen  die  Durchschnitte  der  Dnppel-  und  Itück- 
kehrcnrve  der  Keciprokallläche  den  Ebenen,  welche  die  Original- 
lläche  in  den  DurchschnilLspunklen  der  Cu- vcn  {/ = 0,  H = i)\ 
U—O,  A' = 0 hernhren.  Wenn  aber  eine  Ebene  die  Fläche 
in  einer  Cnrve  schneidet,  die  einen  eigentlichen  Doppelpunkt  und 
einen  Itückkehrpnnkl  besitzt,  so  ist  sie  schon  wegen  ihrer  Be- 
rührung iiii  letzteren  Punkte  allein  eine  Doppeltangentenehene 
und  gehört  daher  dem  System  der  längs  der  Curve  f/=0,  /f=0 
berührenden  Ebenen  zweifach  an,  oder  in  anderen  Worten,  sie 
ist  eine  stationäre  Ebene  dieses  Systems.  Und  da  oirenbar  die 
Punkte  ß'  unter  den  Dnrchschnitlspunklen  der  Doppel-  und  der 
Hückkehrcurve  sind,  so  müssen  die  Punkte  U—O,  J[=0,  A'=0 
entweder  Punkten  ß'  oder  Punkten  / entsprechen.  Indem  wir, 
wie  cs  natiirgemäss  ist,  die  Punkte  ß'  unter  den  Durchschnitten 
der  drei  Flächen  doppelt  zählend  denken,  erhalten  wir 

}•'  = tt  ^4  (n  — 2;|  |(»i  — 2}  (w^  — fl-  -|-  « — 12)| 

— 4«  (n  —2)  (11«  — 24)  = 4« («  — 2)  («  — 3)  («^  -(-  3„  _ 10). 

Wenn  wir  aber  die  vorher  für  c',  «',  o',  ß'  gefundenen  W'erlhe 
in  die  Formel 

/ = c'  («'  — 2)  — 2ö'  — 4|i'  ■ 

subsliluiereii,  so  erhalten  wir  für  den  eben  gefundenen  Wertb 
wieder  und  haben  dadurch  die  dritte  der  Formeln  j4)  bestätigt. 
Es  wäre  hinreichend  gewesen,  anzunehmen,  dass  die  Punkte  ß 
unter  den  Durchschnitten  von  U = 0,  li  = 0,  K = 0 alspfach 
und  die  Punkte  y als  Afach  zu  zählen  wären,  so  dass 
c {«'  — 2)  = 2 a'  fl  ß'  ly' 

wäre,  und  man  würde  gefunden  haben,  dass  die  Formel  die 
Werlhe  i = 1 , ,«  = 4 fordert,  um  erfüllt  zu  werden. 

Nur  die  zweite  der  Formeln  A)  bleibt  noch  zu  untersuchen. 

Wir  haben  aber  die  Werlhe  aller  in  sie  eingehenden  (Irössen 
bis  auf  t'  bereits  gegeben.  Durch  Substitution  linden  wir  dann, 
dass  die  Zahl  der  dreifachen  Tangentenebenen  der  Fläche  «*“''  Ord- 
nung durch  die  Formel 
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G;'  = n (»I  — 2)  («’ 


. 4„6  + 7«»  - 45;.«  + + lU»’ 

4-  548;.  — 960) 

..egeben  ist.  Man  findet  für  ;.  = 3 = 45  «ie  bekannt. 

" Man  kann  dieselbe  allgemeine  Formel  direct  bestätigen  durch 

folgende  Scblfisse.  Oie  .ireifacben  Tangentenebenen  Jer  F ache 

{/LO  sind  diejenigen  nach  der  Urve  ü = 0 A - O s e 
rübrenden  Kbenen.  «elcbe  sic  noch  in  einem  andern  Innkte 

'"'"^*Nac,b  Art.  469.  gehen  durch  einen  beliebigen  l'imkt 

1 ;.  (;.  - l)  («  - '^) 

solcher  Khenen  und  somit  giebt  es  , ,,, 

. „ („  _ l)  („  _ 2)  (;.^  - + « - 12)  X « (»  - 1) 

unter  ihnen,  «eiche  ...gleich  eine  .«eite  Fläche  Ordnung 
''‘‘■'"''Dellken  «ir  beide  Flächen  sich  ohne  Emle  nähernd  und 
mal  und  ffir  l"  als  ihre  Zahl  gilt  die  Rela  lon 

31"  = 1 n („  - 2)  (;.’  - 4 ;.«+  7 19;.«  + 40;.’-  3 1 ;.  + 12 «). 

Von  ihr  hat  man  die  Zahl  der  Purchschniltspunkte 
ü_0  K = 0 mit  der  Schnittenrve  beider  noch  verschieden 

gedachten  Flächen  Ordnung,  also 

(„  - 2)  - n’  + n - 12) 

zu  subtrahieren  und  erhält  „ , oo  -j.'tr..'! 

31-  = -2)  (n-  4;.«  + 7;.’-21n«  + -12;.’-  39;.-+o6;.). 

Man  hat  ferner  die  Zahl  der  Doppeltangentenebenen  ab.u- 
Man  iiai  len.  , „„„la  der  parabolischen  Ciirve 

.1.1, „ ,l.r.n  .mr  » 

der  Flache  angehort  unu  uic  1 1 

da  jede  dieser  Ebenen  dreifach  zählt,  die  Zahl 

12«  (;.  - 2)»  («’  - + " - l«') 

i „ („  _ 2)  (24;.'  - 72;.’  + 72;.’  - 336;,  + «76). 

Man  hat  endlich  die  Zahl 

2 . 4;i  (;i  — 2)  (11«  24) 

I • 1 1-1  Zahl  der  Ebenen,  welche  den  Berüli- 

abzuziehen.  die  /loPP;'!«  ^ Cnrve  vierpunktiger  Be- 

i'ungen  der  parabolischen  Curie  u 
rfthrungen  entsprechen,  und  erhält 
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wie  obcn.-®<) 

475.  Es  ist  im  Art.  20.  Iiewiesen  worden , dass  die  Be- 
rührungspunkte derjenigen  Erzeugenden  des  Tangentenkegels  aus 
einem  gegebenen  Punkte,  welche  die  Fläche  in  zwei  verschiede- 
nen Punkten  berühren,  auf  einer  Fläche  von  der  {« — 2)  (« — 3)‘*“ 
Ordnung  liegen. 

Wenn  nun  wie  vorher  der  Tangentenkegel  ein  zusammenge- 
setzler  Kegel  (a  26  -}-  3c)  ist,  so  sind  offenbar  unter  diesen 
Doppeltangenten  diejenigen  gemeinscliafllichen  Erzeugenden  der 
Kegel  n,  ö;  6,  c;  c,  a mit  gezählt,  welche  die  (hirven  a und  6 
etc.  in  zwei  verschiedenen  Punkten  schneiden.  Wenn  wir  daher 
durch  [r<6]  die  Zahl  der  scheinbaren  Durchschnittspunkte  der 
Curven  n und  6 bezeichnen,  d.  Ii.  die  Zahl  der  Punkte,  in  wel- 
chen diese  Curven  von  einem  beliebigen  Punkte  des  Baumes  aus 
gestehen  sich  zu  durchschiieiden  scheinen,  ohne  diess  doch  in 
Wirklichkeit  zu  thun,  so  geben  die  folgenden  Formeln  die  Ana- 
lyse der  Durchschnitlspunkte  der  Curven  a,  b,  c mit  der  Fläche 
von  der  (n  — 2)  (;i  — 3)*'“  Ordnung: 

a (ij  — 2)  {«  — 3)  = 2 d -f-  3 [a  c]  -j-  2 [a  6] , 

6 {«  — 2)  («  — 3)  = 4 A -|-  [o  *]  .-j-  3 [6  c] , 

c (n  — 2|  (;i  — 3)  = 6A  -|-  [ac]  2 [6c]. 

Nun  ergiebt  sich  aber  die  Zahl  der  scheinbaren  Durcbschnittc 

zweier  Curven  aus  der  Zahl  ihrer  wirklichen  Durchschnitte,  denn 
wenn  aus  einem  gemeinschaftlichen  Scheitel  über  beiden  Curven 
Kegel  besebrieben  werden,  so  entsprechen  die  gemeinschaftlichen 
Erzeugenden  derselben  notbwendig  entweder  den  scheinbaren  oder 
den  wirklichen  Durchschnittspunklen  der  Curven;  daher  hat  man 
die  Relationen 

*)  [u6]  = n6  — 2p,  [ac]  = flc  — 3ö,  [6e]>=6c — 3ß — 2y — i. 


*)  Wenn  die  Fläche  mir  eine  Doppclcurve  aber  keine  RUckkehr- 
enrve  besässc,  so  existiert  doch  eine  )>estimnite  Anxatil  i*  von  Riick- 
kehrpiinkten  in  der  Doppelcurve  und  die  obige  Gleichung  erleidet  die 
ModiKcation 

[a6]  = a6  — 2 p — i*. 

Indem  inan  dann  die  Ordnung  der  ReciprokalliücUo  bestimmt,  wird 
die  Grösse  [a6]  eliminiert. 

Salrnon,  anal  Oeom.  <i.  Banmrs.  II.  2.  Aufl. 
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Durch  Subslilulion  ergeben  sich  dann  die  Formeln 
o(n  — 2)  (h  — ^i)^2^-\-2ab-\-Sac  — 4p  — 9a/  | 

b{n — 2)  (n  — 3)  = 4/f-{“  +36c — dß  — 6y — 3i — 2p,  j — S). 

c{ti — 2)  (n  — 3)=6/i  -f-  ac  — 6ß  — 4y  — 2i  — 3ö,  j 

Die  erste  und  drille  unter  diesen  Gleichungen  werden  iden- 
tisch erfüllt  durch  die  Substitution  der  in  den  letzten  Artikeln 
für  ß,  y,  p,  a,  etc.  gefundenen  Werlhe,  wenn  inan  zu  denselben 
hinzufügl 

2 d'  = « (n  — 2)  («’  — 9) , «■’  = 0 
und  den  iin  Art.  470.  gegebenen  Werlb  von  A'.  nämlich 
2A'  = ;i  (n  — 2)  (IGn^  — 64«»  + 80«*  — 108«  + 156). 

Die  zweite  Gleichung  erlaubt  uns  A-'  zu  bestimmen;  man  er- 
hält die  Gleichung 

8A:'=  « («  — 2)  (n*®  — 6«®  -f  16«s  — 54«*  + 164«®  — 288«® 
4-  547«*  — 1058«»  + 1068«*  — 1214«  -f-  1464). 

Beispielsweise  für  « = 3 ist  A = 216;  was  mit  den  135 
wirklichen  Doppelpunkten  von  ^ . 27 . 26  gemeinschaftlichen  Kan- 
ten erfüllt  ist. 

Aus  diesem  Ausdruck  lässt  sich  der  Rang  der  entwickel- 
baren Fläche,  von  welcher  b’  die  Kückkehrkante  ist  — er  muss 
für  « = 3 gleich  Null  sein  — mittelst  der  Formel 
= 6*  — 6'  — 2A'  — 6/  — 3/ 

bestimmen,  und  man  erhält  durch  Substitution  der  gefundenen 
Werlhe 

ä'  = n («  — 2)  (n  — 3)  (n*  -f-  2«  — 4). 

Diess  ist  daher  der  Rang  der  abwickelbaren  Fläche,  welche 
die  Doppellangentialebenen  der  gegebenen  Fläche  erzeugen. 

476.  Aus  den  Formeln  J)  und  B)  können  wir  die  Vermin- 
derung der  Ordnungszahl  der  Reciprukalfläche  berechnen,  welche 
durch  die  im  Art.  471.  aufgezählten  Singularitäten  der  Original- 
lläche  erzeugt  wird. 

Wenn  die  Ordnung  eines  Kegels  von  m auf  (in  — /)  vermin- 
dert wird,  so  geht  die  der  Reciprokalen  von  m (m  — 1)  auf 
(m  — /)  («1  — / — 1)  zurück,  d.  h.  sie  wird  um  I {2m  — l — 1) 
reduciert.  Nun  ist  der  Tangentenkegel  einer  Fläche  im  Allge- 
meinen von  der  Ordnung  « {«  — 1)  und  wir  haben  gesehen,  dass 
diese  Ordnungszahl  um  (2ö  -f  3e)  vermindert  wird,  wenn  die 
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Fläche  Doppel-  und  Itückkehrcurven,  nie  ängenommen , besitzt. 
Daraus  entspringt  dann  eine  Verminderung  in  der  Ordnungszahl 
der  Ueciprokalllächc  uni 

D = {2b-}-  3c)  (2«*  — 2«  — 26  - 3c  — 1). 

Aber  die  Existenz  der  Doppel-  und  Rückkehrcurven  der 
Fläche  bcnirkl  auch  eine  Verminderung  der  Zahl  der  Doppel- 
und  Hückkehrkanten  des  Tangentenkegels.  Man  muss  von  der 
eben  angegebenen  Zahl  D die  doppelte  Verminderung  der  Anzahl 
der  Doppelkanten  und  die  dreifache  von  der  der  Rückkehrkanten 
subtrahieren,  um  die  wahre  Verminderung  der  Ordnungszahl  der 
Recipiokaldäche  zu  finden.  Nun  ist  nach  den  Formeln  A) 

K = [a  — b — c)  («  — 2)  -f  G/S  + 4j-  3t, 

und  wenn  die  Fläche  keine  vielfachen  Linien  besässe,  so  wäre 
die  Zahl  der  Rückkehrkanten  des  Tangentenkegels 
= («  + -^6  + 3c)  - 2); 

die  Verminderung  der  Anzahl  der  Rückkehrkanten  ist  daher 
/C  = (36  -f  4c)  («  — 2)  — 6/J  — 4y  — 3i. 

Ferner  erhalten  wir  nach  dem  ersten  System  iler  Formeln 
des  Art.  474. 

(a  — 26  — 3c)  («  — 2)  (;/  - 3)  = 2(5  - 8ä-  — 18A  — 12  [6c] 
und  durch  Einsefzen  des  Werthes  von  [6c]  daraus 

2(5  = («  - 26  — 3c)  (n  — 2)  («  — 3)  + 8k  -f  18A 
-f-  126c  — 3GfJ  — 24y  --  12i. 

Hätte  die  Fläche  keine  vielfachen  Linien,  so  wäre 
2(5  = («  -f-  26  -f  3c)  (n  — 2)  («  — 3): 
die  Verminderung  in  der  Anzahl  der  Doppelkanten  wird  daher 
durch  die  Formel 

2 W = (46  + 6c)(«  — 2)  (/I  — 3)  — 8ä-  — 18A  — 126c  -f  36/3 
-f  24y  + 12, • 

bestimmt. 

Und  die  ganze  Verminderung  der  Ordnungszahl  der  Reci- 
prokaltläche  oder 

D — 6K—  211 

wird  nach  entsprechender  Rednetion 

= « (76  -1-  12c)  — 46^  — 9c^  — 86  — 15c  + 8A  -f-  18/, 

— 18/3  — 12>-  — 12,-  + 9/. 

38* 
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Sic  giebt  für  die  Fläche  12*'''  Ordnung,  welche  die  Reciproke 
der  Fläche  dritter  Ordnung  ist,  wirklich  die  Verminderung  um 
1449  Einheiten,  welche  nöthig  ist,  damit  die  Ordnungszahl  ihrer 
Reciprokalfläche  von  12.  1P=  1452  auf  3 zurOckkomme. 

477.  Die  Formeln  B)  reduciert  durch  die  Gleichung 

a 2 b 3 c = ti  {ii  — 1) 

werden 

a(_4«4-6)  = 2<5  - _4e  — 9ö  j 

b (—  4n  + 6)  = 44  - 26’  - 9/J  — Gy  - 3i  — 2p  C). 

c{-  4«  4-  6)  = 64  — 3c’  — 6^  — 4y  — 2i—3a\ 

Zu  jeder  dieser  Formeln  addieren  wir  nun  das  Vierfache  der 
entsprechenden  Formel  A]  und  vereinfachen  die  Summen,  indem 
wir  für  n’  — a — 2d  — 3x  die  Ordnung  n ilcr  Reciprokallläche 
schreiben,  durch  Einführung  des  Zeichens  B in  der  Bedeutung  des 
Art.  475.  und  indem  wir  für  c’  — c — 24  — 3ß  als  die  Ord- 
nung der  entwickelbarcn  TangentenHäche  der  Curve  c das  Zeichen  S 
setzen;  so  erhalten  wir  die  bequemeren  Formeln 
n'  — n = X — a | 

2 7?==2e-/3  — 3i  B). 

3 S -j-  c = ß -j-  D o — 2 1 j 

Aus  den  ersten  Gleichungen  A)  und  B)  bilden  wir  auch  die 
Gleichung 

(n  — l)rt  = n'  -f-  p -|-  3e, 

deren  Wahrheit  aus  der  Bemerkung  zu  ersehen  ist,  dass  a,  die 
Curve  der  einfachen  Berührung  aus  irgend  einem  Punkt,  die 
erste  Polare  eines  andern  Punktes  in  drei  Gruppen  von  Punkten 
schneidet,  nämlich  in  den  n'  Berührungspunkten  der  Tangential- 
ebenen unter  den  Ebenen  des  Büschels  durch  die  beiden  Punkte; 
in  den  p Punkten,  wo  die  Curven  a und  6 und  in  den  a Punkten, 
wo  sich  a und  c schneiden,  weil  jede  erste  Polare  durch  die 
Curven  6 und  c hindurchgeht. 

478.  Der  Einfluss  der  vielfachen  Linien  auf  die  Verminderung 
der  Ordnung  der  Reciprokalfläche  kann  noch  in  anderer  Weise 
untersucht  werden.  Die  Berührungspunkte  der  Tangentenebenen, 
weiche  durch  eine  gegebene  Gerade  an  die  Fläche  gelegt  werden 
können , sind  die  Durclischnittspunkte  der  Fläche  mit  derjenigen 
Curve  von  der  Ordnung  {«  — 1)’,  welche  der  Durchschnitt  der 
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ersten  Polarflächen  von  irgend  zwei  i'iiniten  der  Linie  ist.  Be- 
trachten wir  nun  zueKt  den  Fall,  in  welchem  die  Fläche  nur 
eine  gewöhnliche  Doppelcurve  von  der  Ordnung  b hat.  Ua  die 
ersten  Polaren  beider  Punkte  diese  Curve  enthalten  müssen,  so 
zerfällt  die  Durchschniltscurve  derselben  in  diese  Curve  6*'”'  und 
eine  compleinentäre  Curve  d'"  Ordnung.  Als  Berührungspunkte 
der  durch  die  gegebene  Gerade  gehenden  Tangentenehenen  erhält 
inan  nun  zuerst  nicht  die  .säimntlichen  Punkte  der  Fläche  auf 
der  complezen  Curve  (6  -f-  rf),  sondern  nur  die  der  Curve  d an- 
gehörenden; daraus  entspringt  eine  Reduction  der  Ordnung  der 
Reciprokallläche  um  b/i.  Aber  auch  nicht  alle  die  Punkte  zählen 
als  solche,  in  welchen  die  Curve  d die  Fläche  schneidet;  man 
hat  diejenigen  unter  ihnen  auszuscheiden,  in  welchen  die  Curve  b 
von  der  Curve  d geschnitten  wird.  Ihre  Anzahl  ist  nach  Art.  86. 

— 2b  {n  — 2}  — r, 

wenn  r den  Rang  des  Systems  der  Curve  b bezeichnet.  Nun  be- 
stehen diese  Punkte  aus  den  r Punkten  der  Curve  b,  deren  Tan- 
genten die  willkürlich  gewählte  Gerade  schneiden,  welche  die 
Scheitelkante  des  Tangentenebenenhüschels  ist,  und  aus  den 
(n  — 2)  — 2r| 

Punkten,  in  welchen  die  beiden  Polarilächen  sich  berühren;  die 
letzteren  sind  Rürkkehrpunkte  in  der  Doppelcurve  b,  d.  h.  Punkte, 
in  weichen  die  beiden  Tangentialebenen  zusaminenfallen,  und  sie 
zählen  dreifach  unter  den  Durchschnitten  der  Curve  d mit  der 
gegebenen  Fläche,  da  die  drei  Flächen  sich  in  jedem  solchen 
Punkte  berühren;  dagegen  sind  die  r Punkte  einfache  Punkte  der 
Doppelcurve  und  zählen  daher  für  zwei.  Die  Gesamuitreduction 
ist  daher 

«6  -f  2r  + 3 {2b  (n  — 2)  — 2r}  = 6 (7«  - 12)  — 4r, 
was  mit  der  vorhergehenden  Theorie  ühereinstimmt. 

Wenn  die  Curve  b nicht  eine  Doppelcurve,  sondern  eine 
vielfache  Linie  der  Fläche  ist  und  der  Grad  der  Vielfachheit  durch 
p bezeichnet  wird,  so  findet  man  für  die  Reduction  der  Ordnungs- 
zahl der  Reciprokallläche*®*) 

* (p  — 1)  (3p  -f  1)  n — 26p  (p*  _ 1)  — p*  (p  — 1)  r. 

Man  erhält  auch  für  die  Reduction  in  der  Zahl  der  Rück- 
kehrkanten des  Kegels  der  einfachen  Berührung  den  Ausdruck 
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b {3  {p  - 1)’  » - p {p-  1)  {2p  -l)j-p{p-  1)  ip  - 2)  r, 
und  für  das  Doppelte  der  iteduction  in  der  Zahl  seiner  Doppel- 
kanten 

2bp  {p  — 1)  - * (p  — 1)  ()4p  — 8)  « + bp  ip—\)  (8p— 2) 

— t>'‘  (p  — ^fb-  + p (p  — 1)  (4p  — 6)  r. 

Zur  Bewährung  der  Formel  denken  wir  uns  die  Fläche  ti'" 
Ordnung  aus  p Fl.ädien  m*"  Ordnung  gebildet,  die  eine  gemein- 
schaftliche  Ciirve  Ordnung  als  ihren  vollsländigen  Durchschnitt 
besitzen,  also  ein  Büschel  bilden.  Dann  ist 

h = in^ , n = pm,  r — 2«i’  (/«  — 1) 
und  die  Beduction  der  Ordnung  der  Beciprokalfläcbe  wird  • 

(p-1)  (»«-!)} 

= P (P’  — 1)  — 2p  (p  — 1) 

also 

<=  mp  {mp  — 1)®  — mp  {p  — 1)*, 

wie  es  sein  muss. 

Es  erübrigt,  die  Methode  dieses  Artikels  auf  den  Fall  anzu- 
wenden, in  welchem  die  Fläche  eine  Bückkehrcurve  besitzt. 

479.  Die  entwickelte  Theorie  gestaltet  uns,  bei  ihrer  An- 
wendung auf  die  abwickelbaren  F'lärhen  zurrst  das 
Factum  zu  erklären,  wonach  die  Ordnung  der  Keciprokallläche 
einer  solchen  sich  auf  Null  reducieren  muss;  sie  erlaubt  uns 
überdiess,  einige  iler  Singularitäten  solcher  Flächen  zu  bestim- 
men , welche  in  der  früheren  Darstellung  ihrer  Theorie  nicht  ge- 
geben werden  konnten.  (Vergl.  Art.  68.  f.)  Wir  gebrauchen  die 
Bezeichnungen  jenes  Abschnitts. 

Der  Tangenlenkegel  einer  abwickelbaren  Fläche  besteht  aus 
n Ebenen  und  besitzt  daher  keine  Bückkehrkanten,  aber  ^ n (n — 1) 
Doppelkanten.  Die  Linie  der  einfachen  Berührung  (a)  besieht  aus 
n Geraden,  n Linien  des  Systems,  von  denen  jede  die  Bückkchr- 
kante  m einfach  und  die  Doppelliiiie  ar  in  (r  — 4)  I’unkten  durch- 
schneidet. Die  Linien  m und  x durchschneiden  einander  in  den 
tt  Punkten,  in  welchen  sie  die  stationären  Ebenen  des  Systems 
berühren  ; denn  da  in  denselben  drei  auf  einander  folgende  Linien 
des  Systems  in  der  nämlichen  Ebene  liegen,  so  giebt  der  Dureb- 
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sclinitUpunkt  der  ersten  und  der  dritten  unter  ihnen  einen  Punkt 
der  Linie  x.  *) 

Wenn  wir  also  links  die  Bezeichnungen  des  gegenwärtigen 
Kapitels  und  rechts  die  des  Kapitels  II.  angehen,  welche  durch 
sie  vertreten  werden,  so  erhalten  wir  die  folgende  Tabelle; 
n = r,  a ^ n , b — x,  c = m,  g = n (r  — 4), 

a = n,  x = 0,  ß = ß,  A = A,  ( = o;n'  = 0,  S = r; 

und  die  Grössen  t,  y,  R hieiben  zu  bestimmen. 

Indem  wir  diese  Werthe  in  die  Formeln  A)  und  D)  der 
Art.  472.  und  477.  einsetzen,  erhalten  wir  das  folgende  System 
von  Gleichungen : 


n [r-  2)  = « {2  +{r-  4)}  . 

X (r  — 2)  = n {r  — 4)  + 2^  + 3>-  + .3/, 
m (r  — 2)  = 2/1  + 4ß  + y, 

— n = — « , 

2R  = 2n{r  — 4)  - ß — 3«, 

3r  -j-  m =5/1  — 2o-f-/3. 


jq. 


Von  diesen  sechs  Gleichungen  ist  die  erste  und  die  vierte 
eine  Identität,  und  die  sechste  wird  durch  die  Gleichungen  der 
Art.  68.,  69.  bestätigt. 

Die  drei  übrig  bleibenden  Gleichungen  bestimmen  die  drei 
Grössen,  deren  Werthe  früher  nicht  gegeben  werden  konnten, 
nämlich  t,  die  Zahl  der  „Punkte  in  drei  Linien",  die  dem  System 
angehören;  y,  die  Zahl  solcher  Punkte  des  Systems,  durch  welche 
je  eine  nicht  zunächstfolgende  Linie  des  Systems  hindurchgeht; 
und  R den  Rang  der  dcveloppabeln  Fläche,  von  welcher  x die 
Rückkehrcurve  ist. 

Mit  Berücksichtigung  der  am  Ende  des  Art.  69.  erörterten 
Singularitäten,  die  auch  in  der  Zusatz-Note  zum  Ende  des  Art.  71. 
eingeführl  sind,  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Charactere 
m,  n,  r,  D,  J,  6,  d bekannt  sind,  erhält  man  zur  Berechnung 
der  in  diesen  letzten  Entwickelungen  betrachteten  Singularitäten 
die  folgenden  von  Cayley  gegebenen  Formeln:*®*) 


•)  Das  Hervortreten  dieser  Punkte  i in  dem  Beispiel  der  abwickel- 
baren Flächen  veranlaaste  den  Verfasser  zu  ihrer  Einführu^  in  die 
allgemeine  Theorie. 
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I = l — Ö8r  — :}r(«  + 3m  + 3«  + 2rf) 

+ 42h  + 78m  + 785  + 48rf}  . 
y«»rm-j-  l2r  — 14m  — ßii  — 85  — Ad  — 4i), 
ß = rri  -f*  C'"  — 3h*  — — 35  — 2 J-, 

dazu  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  der  Doppelcurve 

k = ^ .J  — 6 “t"  33  2r  (r — 5){n-|-3m-|-3  5-j-2rf) 

4-  3;„  ^ 35  42(/)2  — 58h-  126m—  1265- 76rf— 24Z>}  . 

Wenn  diese  Grössen  bestimmt  sind,  so  kann  man  durch 
Buchstabenvertauschung  die  reciproken  Singularitäten,  nämlich 
die  Zahl  der  „Ebenen  durch  drei  Linien“,  die  dem  System  ange- 
höreii,  etc.,  erhalten. 

Unter  denselben  Voraussetzungen  erhält  man 

h = J (nr  — 10m  — 3h  -|-  3r  — 35  — 2 D) , 
a;  = i (r*  — r — n — 3m  — 35  — 2d), 

a = m — 3r  -{-  3h  ® 

mit  der  gleichen  Vcrtauschbarkcit  von  m,  n,  fl,  /i , indess  r,  d,  5 
iii  sich  selbst  übergehen.  Man  hat  endlich  für  das  Geschlecht  p 
der  Originalcurve  und  für  das  p*  der  Doppelcurve  die  Helatioiien 
p = -J.  (r  — 2m  + 2 + /S)  = } (m  + „ — 2r  + 5 + 2). 

p - p*  (^  - 14)  = i (r  - 5)  (r  - 6)  - (d  + ^ + D). 

Beispiel  1.  Man  so M die  vorher  entwickelte  Theorie  auf 
den  Fall  des  Art.  70.  anwenden,  d.  h.  auf  die  rationalen  cnl> 
wickclharen  Flachen  oder  auf  die  Enveloppc  von 

öl*  -|-  -f"  * ■ f -j-  cic.  = 0. 

X « ab 

Man  findet  die  neuen  Singularitäten 
y = 6 (A-  — .3)  (A  — 4),  3/  = 4 (A  — 3)  (A  — 4)  (A  - 5), 

A = (A  — 3)  (2A='  — 18A’  + 57A  — 65),  fl  = 2 (A—  1)  (A— 3). 

Und  für  die  reciproken  Singularitäten 
/ = 2 (A  — 2)  (A  — 3) , 3/'  = 4 (A  _ 2)  (A  — .3)  (A  — 4) . 

A'  = (A  — 2)  (A  — 3)  (2 A2  — lOA  +11).  fl'  = 6 (A  — 3)2. 

Die  Ordnung  der  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gleichungen 
+ (A  — 1)  + etc.  = 0, 

+ (A  — 1)  ct*~*  + etc.  = 0 
drei  gemeinschaftliche  Factoren  besitzen,  ist 

(2A  - 4)  (2A  — 5)  (2A  — 6) 

1.2.3  ’ 

in  der  Xfiat  die  Summe  der  drei  Zahlen  ß,  y,  t. 
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Ma«  kann  diese  Werlhe  auch  dirccl  geometrisch  hegrüiiden,  indem 
man  das  Princip  der  algebraisclien  Correspondmz  und  die  Gesetze  der  in- 
voluliunen  ;i‘'“  Grades  hciiulzl.^“') 

Beispiel  2.  Für  die  iiurchschnittscurvc  zweier  Fiäciien, 
für  welclie  die  Summe  der  Oninungszalilcn  = p und  das 
P r 0 (i  II  c l d e r s e i I)  e n = q ist,  c r li  3 i t man 

J’  = 9 {P1  — ‘^1  — 6p  -f  16). 

Diess  folgt  aus  den  Formeln  des  Art.  83.,  kann  aber  auch  direct 
bewiesen  werden.  Denn  sind  {/  = 0,  F = 0 die  Gleichungen  derselben 
von  den  respectiven  Graden  m und  n und  bildet  man  die  Bestimmungs- 
gleichungeii  der  Punkte,  in  welchen  die  Verbindungslinie  zweier  belie- 
bigen I’unkte  die  FISclien  schneidet, 

i"‘U  + U + — + etc.  = 0, 

1 2 

A“  V -[-  ft  J y -j-  — ~ y -f-  etc.  ==  0, 

so  ist  für  jene  Gerade  als  eine  Linie  des  Systems  und  (X|,  a;,.  if3,  a'i) 
als  ihren  Berührungspunkt  zugleicli 

U = 0,  y = 0.  JV  = 0.  /f  F ==  0. 

Die  Substitution  dieser  VVerthe  und  die  Eiiminatiou  von  A,  p giebt 
die  Bedingung,  unter  welcher  dieselbe  Linie  die  Curve  U = 0,  F = 0 
ferner  durchschncidet , als  vom  Grade  (m — 2)  (« — 2)  in  (x,,  Xj,  X3,  x^) 
und  vom  Grade  {mn  — 4)  in  (x,',  Xj',  x-,',  x^').  Da  sie  aber  für  jeden 
Punkt  der  Linie  erfüllt  sein  muss,  so  wird  das  Resultat  der  Elimination 
von  X,',  Xj‘,  Xj',  x/  zwischen  ihr,  den  lieiden  Gleichungen  der  Linie 
J V — 0 , J y — 0 und  der  Gleichung  einer  beliebigen  Ebene 

n,x,  o.,Xj  <13X3  -f-  ftfXf  = 0 

von  der  Form 

n (ij,x,  -f  a.,Xj  -f  03X3  + 03X, 
sein , so  dass  TI  vom  Grade 

{m  — 2)  («  — 2)  -j-  {mit  — 4)  (m  h — 3) 

ist.  Die  Durchschnitte  der  Fläche  77  = 0 mit  U — 0,  F = 0 sind 
aber  die  Punkte  y und  ihre  Zahl  ist  also  für  m -|-  « = p,  mn  — q, 

= y (P7  — 2«/  — 6p  + 16). 

Ferner  ist 

7J  = 3?  (p  - 2)  {p  _ 3)  - 1 }. 

Beispiel  3.  Man  soll  die  Sin gulari  1.1  ten  der  abwickel- 
baren Fläche  finden,  welche  durch  eine  Gerade  erzeugt 
wird,  die  eine  gegebene  Curve  stets  zweimal  schneidet. 


I 
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Die  Ehenen  dieses  Systems  sind  „Ebenen  durdi  zwei  Linien“  des 
Originalsysiems,  so  dass  die  Klasse  desselben  gleich  y ist.  Die  übrigen 
SingularitSten  sind  die  recipruken  von  den  Singularititen  des  Systems, 
dessen  Hückkebrkanle  X ist,  und  die  oben  berecbnel  tvorden  sind.  Der 
Rang  des  Systems  oder  die  Ordnung  der  abwickelbaren  Fläche  ist  daher 
durch  die  Formel 

2fl'  = 2m  (r  — 4)  — « — 3(3 

gegeben. 

480.  Ha  die  Ordnung  der  Reciproken  einerRegel- 
fläche  immer  der  Ordnung  der  Originalfläclie  gleich 
sein  muss,  so  hat  die  Theorie  der  Reciprokal flächen 
diese  Reduction  zu  erklären.  Diess  ist  z.  B.  in  folgendem 
hesondern  Falle  ausgeführt. 

Die  Gleichung  der  Fläche  entspringe  aus  der  Elimination  des 
Parameters  t zwischen  den  Gleichungen 

al^  -|“  ~|-  <-'lc.  — 0,  nl'  elr.  = 0, 

in  welchen  a,  <i,  etc.  lineare  Functionen  der  Coordinaten  sind. 

Man  hat  p = * -(-  / als  Ordnung  der  entstehenden  Regel- 
flache;  sie  besitzt  eine  Doppellinie  von  der  Ordnung 

in  welcher  dreifache  Punkte  in  der  Anzahl 

^ (fl  — 2)  (fl  — 3)  (ft  — 4) 

existiereti.  Die  Anzahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte  wird  ge- 
funden durch 

2A  = I (ft  — 2)  (fl  — 3)  (ft'''  — 5 ft  + 8) 
und  die  entwickelbare  Fläche,  welche  durch  sie  erzeugt  wird,  ist 
von  der  Ordnung 

2 (ft  - 2)  (g  - 3). 

Man  findet  daher 

a — 2 (fl  — 1),  1/  — \ (fl  — l)  (g  — 2),  X = 3 (ii  — 2), 
d = 2 (g  - 2j  (u  - 3); 

Werthe,  welche  mit  der  Theorie  iihereinstimmcn,  nach  welcher 
(Art.  476.)  die  Zahl  der  Rückkehrkanten  des  Tangentenkegels  um 
3*  (g  — 2)  — 3< 
und  die  der  Doppelkanten  um 

2 6 (g  — 2)  (fl  — 3)  — 4 


--eq§46e<I  Ey  CTSSJl 


— {;o:5  — 

vermindert  werden.  Bei  der  Prüfung  der  Formeln  B)  muss  die 
Anmerkung  des  Art.  475.  (p.  593)  berücksichtigt  werden. 

Wir  liabeti  auch  versucht,  die  Theorie  auf  die  Fläche  anzu- 
n enden,  welche  für  a,  ß,  y als  willkürliche  Parameter  die  En- 
veloppe  der  Ebene 

aa’  bß"  cy"  etc.  = 0 
ist;  aber  nur  für  n = 3 ist  die  Durchführung  gelungen. 

Dann  hat  man  nach  Art.  260,,  Beisp.  2 n = 12,  n' = 9, 
a — 18,  b als  Zahl  der  durch  sieben  Punkte  müglichen  Curven 
dritter  Ordnung  mit  zwei  Duppelpimkten  d.  i.  der  Systeme  aus 
Kegelschnitt  unil  Gerade,  21;  c — 24,  weil  die  Rückkehrcurve 
die  Durchschnittscurve  der  beiden  Flächen  vierter  und  sechster 
Ordnung  ist,  welche  die  beiden  Invarianten  der  gegebenen  cubi- 
schen  Gleichung  repräsentieren.  Man  erhält 

h = 180,  S = - c — 2a  — 3/3  = 192  — 3/3; 

I ist  als  Anzahl  der  Giirven  dritter  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten d.  h.  der  Systeme  von  drei  Graden  durch  sechs  Punkte 
gleich  15. 

Die  Reciproke  einer  Enveloppe  dieser  Art  kann  keine  Rück- 
kehrcurve  haben;  dicss  giebt  x = 27,  d = 108.  lind  die  For- 
meln A)  und  />)  werden 

180==27-f  e + 2(J,  210  = e+5?(3+3y-f45  , 240==2o-f 4/3+ y; 
9—18  = 27—0,  2Ä  = 2e— /3,  3(192 -3/3)  + 24=5o+/3, 

sechs  Gleichungen,  welche  die  fünf  Unbekannten  bestimmen  und 
eine  Prüfung  liefern;  man  erhält 

e = 81,  o = 36,  ß = 42,  y = 0,  R = 60. 

Wenn  ferner  die  RegelQäche  durch  eine  Gerade  erzeugt  wird, 
die  an  zwei  festen  Geraden  und  einer  Curve  von  der  Ordnung  ii 
sich  fort  bewegt,  so  ist  sie  von  der  Ordnung  2^t  (Art.  212.) 
und  jede  der  beiden  Geraden  ist  vielfach  im  Grade  /z.  Nun  ist 
die  Wirkung  zweier  vielfachen  Linien,  welche  sich  nicht  durch- 
schneiden,  auf  die  Verminderung  der  Ordnungszahl  der  Recipro- 
kalfläche  nothwendig  die  Summe  ihrer  Einzelwirkungen.  In  Folge 
dessen  sind  die  Formeln  des  Art.  476.  anzuvvenden  und  man 
erhält  für 

p = ft,  n = 2(i 
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die  Reduclioii  der  Ordnungszahl  der  Ueciprukalflächc  = — 1), 

welches  eben  wie  es  soll  die  riffercuz  zwischen 
2 ft  (2  ft  — 1)’  und  2 ft  isl. 

Man  muss  jedocli  bemerken,  dass  die  fraglirhe  Regellläche 
eine  Anzahl  vielfacher  Erzeugenden  ausser  den  vielfachen  Direc- 
irixen  besitzt  (Art.  217.),  und  hat  zu  beweisen,  dass  diese  auf 
die  Ordnungszahl  der  Reciprokalllache  keinen  Einfluss  haben.  Ist 
i die  Anzahl  soldier  Geraden,  .so  ist  der  Grad  des  Tangenten- 
kcgels  um  21  kleiner  als  er  sonst  gewesen  sein  würde;  aber 
zugleich  ist  auch  die  Zahl  der  Rückkehrkanlen  dieses  Kegels 
um  Gl  kleiner  als  sie  sonst  gewesen  wäre.  Denn  es  isl  ge- 
zeigt worden,  dass  die  Zahl  der  Rückkehrkanten  um  das  Drei- 
fache der  Zahl  von  Punkten  vernundert  wird,  wo  eine  Doppel- 
linie die  zweite  Polarlläclie,  hier  von  der  Ordnung  (2 ft  — 2), 
durchschncidet;  da  aber  die  Directrixen  vielfache  Linien  in  dieser 
Fläche  vom  Grade  (ft— 2)  sind,  so  haben  wir  das  Doppelte  dieser 
Zahl  von  (2ft  — 2)  zu  subtrahieren  und  erhalten  2 als  die  Zahl 
der  Punkte  jeder  Doppeliinie,  welche  die  Zahl  der  Rückkehrkan- 
ten beeinflussen.  Da  nun  die  Zahl  der  stationären  Tangenten- 
ebenen nach  wie  vor  gleich  ISull  ist,  so  bleibt  die  Ordnung  der 
Reciproken  des  Kegels  unverändert,  weil  gleichzeitig  die  Ordnung 
desselben  um  eitle  Anzahl  und  die  Zahl  seiner  Rückkehrkanten 
um  das  Dreifache  derselben  Zahl  vermindert  werden. 

481.  Es  ist  hier  zu  erwähnen,  dass  die  Hesse’sche 
Determinanterifläcbe  einer  Regelfläche  diese  selbst 
nur  in  ihren  viellachen  Linien  und  in  denjenigen  er- 
zeugenden Geraden  durchschncidet,  deren  jede  von 
einer  nächstfolgenden  Erzeugenden  geschnitten  wird. 

Denn  nach  Art.  208.  ist  für  a:  = 0,  y = 0 als  eine  solche 
Erzeugende  der  Theil  der  Gleichung,  welcher  in  Bezug  auf  x 
und  y voin  ersten  Grade  isl,  von  der  Form 


{xz  -f-  ym)  <J>. 

Dann  ist  nach  Art.  28.  der  Theil  der  Hessc’schen  Deter- 
minante, welcher  x und  y nicht  enthält. 


was  sich  auf  (b*  reduciert.  Aber  die  Gerade  a:  = 0,  y=ü 
durchschncidet  '/)  = 0 nur  in  solchen  Punkten,  in  welchen  sie 
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vielfache  Linien  diirrlischneidet;  und  wenn  die  Gleichung  von  der 
Form  ux  -|-  ry’  ist  (Art.  28.),  so  enthält  die  Determinantenfläche 
die  Linie  x = y = 0.  Sn  findet  man  in  dem  im  vorigen  Art. 
hetrachteten  Falle  der  Fläche 

a(*  -f"  etc.  = 0,  aV  -(-  — 0 

die  Zahl  der  Erzeugenden,  welche  eine  nächstfolgende  durch- 
schneiden,  gleich  2 (ft  — 2);  die  Cnrve  V = 0,  //  = 0 von  der 
Ordnung  4 ft  (ft  — 2)  besteht  aus  diesen  Geraden,  deren  jede  für 
zwei  zu  zählen  ist,  und  der  Duppellinie,  deren  Ordnungszahl 

4 (ft  - 1)  (y  - 2) 

ist. 

Wenn  ferner  die  Fläche  eine  vielfache  Linie  von  der  Ord- 
nung m und  riein  Grade  der  Vielfachheit  p hat,  so  ist  dieselbe 
eine  Linie  von  der  Ordnung  4 (p — 1)  in  der  Ilessc’schen 
Fl.äche  und  ist  äquivalent  4mp(p  — 1)  in  der  Gurvc  V—Q,  //=0. 

Nun  ist  die  durch  zwei  Gerade  und  eine  Curvc  m*'"'’  Ordnung, 
die  wir  ohne  wirkliche  vielfache  Punkte  voraussetzen,  als  Direclri- 
xen  bestimmte  Itegelfläche  von  der  Ordnung  2 m und  die  geraden 
Directrixen  sind  in  ihr  vom  m**“  Grade  der  Vielfachheit;  sie  hat 
m (m  — 1)  + A|  doppelte  Erzeugende  und  2r  Erzeugende, 
welche  eine  nächstfolgende  Erzeugende  durchschneiden.  V’erglei- 
chen  wir  also  die  Ordnung  der  Curve  V — 0,  //  ==  0 mit  der 
Summe  der  Ordnungen  der  Curven,  aus  welclien  sie  gebildet 
wird,  so  haben  wir 

16m  (m  — 1)  = 8m  (m  — I)  "f"  4m  {m  — 1)  “H  8/i  -|-  4r 
und  diese  Gleichheit  ist  eine  Identität. 

482.  Zu  weiterer  Entwickelung  der  Theorie  <ler  Reciprokal- 
flächen’**^)  ist  es  nothw endig  gewesen,  auf  andere  Singularitäten 
Rücksicht  zu  nehmen,  von  denen  seihst  einige  bis  jetzt  nur  un- 
vollkommen erklärbar  sind.  AVir  gehen  zunächst  eine  vollständige 
Liste  der  sich  darhietenden  Grössen. 

« Ordnung  der  Fläche. 

a OrdnungdcsTangentcnkegcIs  von  einem  Punkte  an  die  Fläche. 

ä Zahl  der  Doppelkanten  des  Kegels. 

X Zahl  der  Röckkehrkanten  desselben. 

Q die  Classe  der  entwickelbaren  Fläche,  die  von  den  Tan- 
gentialebenen längs  der  Doppelcurve  gebildet  wird  — in  lleber- 
einstimmung  mit  Art.  473. 
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ö die  Classe  der  eni wickelbaren  Fläche  der  TangenÜalebcneii 
in  Punkten  der  Rückkehrcurve  in  gleicher  Weise. 
h die  Ordnung  der  Roppelcurve. 

k die  Zahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte,  wirkliche  aus- 
geschlossen. . 

f die  Zahl  ihrer  wirklichen  Doppelpunkte;  Punkte,  tn  denen 

sich  rwei  Mäntel  der  hläche  berühren. 
t die  Zahl  ihrer  dreifachen  Punkte. 

j die  Zahl  ihrer  Pinch-  oder  Cuspidalpuukte,  d.  h.  Punkte, 
wo  die  beiden  Tangentialebenen  der  Fläche  ausammenfallen. 

q die  Ciasse  derselben;  offenbar  nach  diesen  Bestimmungen 

gleich  b^  — b — 2k  — 2f—  3y  — Gt. 

c die  Ordnung  der  Cuspidal-  oder  Rückkehrcurve. 

I,  die  Zahl  ihrer  scheinbaren  Doppelpunkte. 

S eine  Zahl  von  Punkten  in  ihr  von  unerklärter  auf  die 

Fläche  bezüglicher  Singularität. 

X die  Zahl  ihrer  close-points,  Punkte,  in  denen  der  Schnitt 
mit  der  TangeuÜalehene  der  Fläche  die  Natur  eines  vierfachen 
Punktes  mit  dreifachem  und  einfachem  Ast  bat,  deren  Tangenten 
von  der  Tangente  der  Cuspidalcurve  ahweichen. 

0)  die  Zahl  ihrer  olT-points,  oder  Punkte,  wo  die  zweiten 

Derivierten  sämmtlich  verschwinden. 

r ihre  Cla.sse;  mit  Berücksichtigung  der  Punkte  (5,  die  für 
sie  stationär  sind,  gleich  — e — 2 A — 3/3.  (Art.  477.) 

ß die  Zahl  der  Durchschnittpunkte  der  Doppelcurve  mit  der 
Cuspidalcurve,  welche  stationär  sind  in  der  Letztem. 

Um  die  Anschauung  zu  erleichtern,  denken  wir  uns  die 
Cuspidalcurve  von  der  Form  einer  semicuhischen  Parabel  und  die 
Doppelcurve  als  gerade  Linie  durch  die  Spitze  und  nicht  in  ihrer 
Ebene;  unter  den  Schnitten  mit  einer  Reihe  paralleler  Ebenen 
wird  dann  etwa  ein  solcher  oberhalb  der  Spitze  die  Parabel  in 
zwei  reellen  Punkten  und  die  Gerade  in  einem  Punkte  schneiden, 
und  der  entsprechende  Schnitt  der  Fläche  wird  eine  Curve  mit 
zwei  reellen  Spitzen  und  einem  reellen  Knoten  sein;  mit  der 
Annäherung  an  die  Spitze  rücken  diese  Punkte  näher  zusammen  und 
vereinigen  sich  in  ihr  zu  einem  dreifachen  Punkt  aus  Knoten  und 
zwei  Spitzen;  auf  der  andern  Seite  der  Spitze  werden  die  Spitzen 
des  Schnittes  imaginär  und  die  Doppelcurve  geht  aus  der  Durcli- 
schnittscurvc  reeller  Mäntel  in  die  isolierte  Curve  über. 
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y die  Zahl  derjenigen  Schnittpunkte,  welche  stationär  sind 
in  der  Doppelcurve;  l'unktc,  wo  die  beiden  Halhmänlel,  die  in  der 
Cuspidalcurve  zusannnentreten,  von  einem  andern  Mantel  der 
Fläche  geschnilten  werden. 

I die  Zahl  derer,  welche  in  keiner  von  beiden  Curven  stationär 
sind;  die  Doppelcurve  ist  auf  der  einen  Seite  der  Cuspidalcurve 
der  Schnitt  reeller  Mäntel,  auf  der  andern  isoliert;  es  gieht  also 
in  einem  solchen  Punkte  eine  einfache  Tangentialebene. 

„ C die  Zaid  der  gewöhnlichen  Doppelpunkte. 

B die  Zaiil  der  biplanaren  Doppelpunkte. 

483.  Und  zu  diesen  reciprok  definiert: 
n die  Classe  der  Fläche. 

d die  CIa.sse  ihrer  Schnittes  mit  einer  beliebigen  Ebene, 
d'  die  Zahl  der  Doppellangenten  ihres  Querschnittes. 

% die  Zahl  seiner  stationären  Tangenten  oder  Infiexionen. 
e'  die  Ordnung  der  Curve  der  Knotenpaare  (Art.  469.). 
d die  Ordnung  der  Curve  der  paraholischen  Punkte  ü = 0, 
Zf  = 0. 

V die  Classe  der  entwickelliaren  Fläche,  die  von  den  Dop- 
peltangentialehenen  der  Fläche  gebildet  wird. 

Ar'  die  Zahl  ihrer  scheinbaren  Doppelebenen,  d.  h.  der  Schnitt- 
linien von  Paaren  ihrer  Ebenen  in  einer  beliebigen  Ebene. 

f die  Zahl  ihrer  wirklichen  Doppelebenen;  Tangentialebenen 
in  Punkten  f. 

( die  Zahl  ihrer  dreifachen  Ebenen. 

/ die  Zahl  ihrer  Pinch-  oder  Cuspidalebenen. 
q ihre  Ordnung. 

c die  Classe  der  entwickelbaren  Fläche  der  stationären  Tan- 
gentialebenen. 

li  die  Zahl  ihrer  scheinbaren  Doppelebenen. 

$'.eine  Zahl  von  Ebenen  derselben  von  einer  noeb  uner- 
klärten Singularität. 

X die  Zahl  der  close-planes,  besonderer  stationärer  Ebenen. 
&}'  die  Zahl  der  off-plane.s. 

r die  Ordnung  der  Fläche  der  stationären  Tangential- 
ebenen. 

die  Zahl  der  gemeinsamen  Ebenen  der  entwickelbaren 
Flächen  der  Doppel-  und  der  stationären  Tangentialebenen,  welche 
für  die  letztere  stationär  sind,  also  das  a des  Art.  470. 
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/ die  Zaiil  derjenigen  gemeinsamen  Ebenen  derselben,  welche 
in  der  ersten  stationär  sind. 

t die  Zahl  derer,  welche  in  keiner  von  beiden  stationär  sind; 
die  Tangentialebenen  in  l’nnkten  i,  so  dass  man  hat  i <=■  t. 

C die  Zahl  derjenigen  Ebenen,  welche  die  Fläche  längs 
eines  Kegelschnitts  berühren,  der  im  Allgemeinen  von  dem  Itest 
ihres  OoTschnitls  mit  der  Fläche  in  sechs  Punkten  berührt  wird. 

B'  die  Zahl  von  Ebenen,  für  welclie  der  Berührungskegel- 
sciinitt  in  ein  F’nnktepaar  degeneriert,  und  die  die  Fläche  in  Best- 
rurven  schneiden  — die  Linie  des  Paares  dreifach  gezählt  — 
welche  die  beiden  Punkte  zu  dreifachen  Punkten  haben. 

Alles  in  Allem  sechs  und  vierzig  Grüssen. 

484.  In  den  ursprünglichen  Ausdrücken  für  a (n  — 2), 
b (n  — 2) , c (n  — 2)  haben  wir  nun  an  Stelle  von  x die  DilTerenz 
X — B einzuführen  und  sie  durch  Berücksichtigung  der  Singu- 
laritäten 6 und  CO  zu  modincieren.  Ebenso  ist  in  den  Formeln 
für  a («  — 2)  (n  — 3),  b {n  — 2)  (n  — 3),  c (n  — 2)  (n  — 3)  an- 
statt d zu  setzen  d — C — 3ia  und  sind  neue  Wertbe  für  [o6], 
[ac],  [äc]  eiuzuführen,  nämlich 

[nä]=«i — 2g — J,  [oc]—nc — 3<J — x — “>  [äcj=6c — 3ß — 2y — i. 
So  wird  die  ganze  Heilte  der  Gleichungen 

1)  ci'  = a. 

2)  r = r. 

3)  X = X. 

4)  « = /((«  — 1)  — 2 b — 3 c. 

ö)  X = ,3m  («  — 2)  — (56  — 8c. 

(3)  d'  = ^ n (ii  — 2)  (m''  — 9)  — (m’  _ m — Ü)  (26  -f-  3 c) 
-I-  26  (6  — 1)  + f.6c  -f-  ^ C (c  — 1). 

7)  n (n  — 2)  = X — Ä 9,4-  2o  4 3ta. 

8) 6(«-2)=  P43^_l_3y  43/. 

9)  c (m  — 2)  = 2ö  4/S  4 y 4 6 4 CO. 

KJ)  (I  (n  — 2)(n  — 3)  = 2(d  — C — .3m)4'5  — 3ö  — x — 3 (a) 

4 2 (o  6 — 2p  ~j). 

11)  6(m — 2)(m — 3)=464(“* — 2p  — j)-\-3{bc — — 2y  — i). 

12)  c(xx — 2)(n  — 3)=6/i4(“c — 3o — X — 3co)42(6c  — 3^~ 2y~  i). 

1.3)  g = b‘^  - b ~ 2k  — 2f  — 3y  — ()/. 

14)  r >=«  c*  — c — 26  — 3/3. 
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Und  zu  diesen  rcciprnk 


15) 

fl'  = ri’  (n  — 

1)- 

20' 

— 3 c'. 

16) 

X = 3n'  (n  — 

■2)- 

- 6/> 

' — 8c 

17) 

(5  = ^ n'  {;/  — 

- 2)  (,. 

'2  _ 

- 9)  - 

- 

n' — 6j  (2ö'+.3c') 

+ 

2 b'  {b' 

— 1)  ßb'c 

+ 1 

c (c 

'-!)• 

18) 

fl"(«’  — 2)  = 

% 

+ e'  + 

2a'  -(- 

.3to'. 

19) 

b'(n’  — 2)  = 

9 + 

2ß'  + 

3/+  30 

20) 

c'_(n  -2)  = 

2a' + 

4/3'  + 

y'  + 6'  + Dj' 

21) 

fl’(n' — 2)  (n  — 

3)=2 

{6- 

-(f — 3oj 

t’c — 3a' — jf'— 

■3o)') 

+ 

2 (a  b 

1 

'“Qc 

1 

22) 

b’  (n  - 2)  (, 

H 

3) 

= 4 k' 

+ {« 

'6'  — 2/  - 

- /) 

+ 

3 (b'c 

1 

1 

- i'l 

23) 

c'  (n  — 2)  (n 

-3) 

= 

6h'  -f- 

(fl'c'  — 

3o'  — X — 

3u') 

+ 

2 (6'c 

' - 3/3'  - 2/ 

-«-)■ 

24) 

q = — f/ 

— 2k 

' — 

2f- 

3/  — 

60 

25) 

r = — c 

— 2h 

' — 

3ß'. 

Ziisainmen  mit  einer  andern  von  Cayley  entderkten  unabliängigen 
Relation  Alles  in  Allem  sechs  und  zwanzig  Relationen  zwischen 
sechs  und  vierzig  Grössen. 

485.  Die  neue  Relation  kann  unter  verschiedenen  Formen 
dargestellt  werden,  welclic  in  Folge  der  vorhergehenden  Rela- 
tionen einander  äquivalent  sind;  nämlich 

26)  2 (n  — 1)  (n  - 2)  (n  — 3)  — 12  (n  — 3)  (6  + c) 

-f  6y  -j-  6i-  + 24<  + 42ß  + 30y  -f-  12i  — S = Ä. 

27)  26n  — 12c  — 4C— — 7;  — 4<a=Ä; 
wo  das  Zeichen  R benutzt  ist,  um  die  der  vorhergehenden  gleich 
gebildete  Function  in  den  gestrichenen  Grössen  zu  bezeichnen. 

28)  )3'+^5'==2«(n— 2){1  ln— 24)+(184-66«)i+(252-  93n)c 
+ 22  {2ß  + 3y  + 3t)  + 27(4(1  + y + «)  -f  |3  + i 5 

— 24C—28B—21j  — 38j;  — 73cü 

4-  4 G”  + 10  + 7/  -f  Sx  4o)'. 

Oder  reci()rok 

29)  ^4-i.5=2n‘(«'-2)(lln'-24)4-(184-66n')6'-f(252-93n>' 
-f  22  (2/3  + 3/  -f  30  + 27  [4ß'  + Y+0')  + ß'+  jO' 

— 24C—  28  ß'  — 27/  — .38/  — 73  o' 

-f  4C  -f  lOB  + 7j  + 8x  + 4w. 

Jene  Gleichung  26)  drückt  in  der  That  aus,  dass  das  Ge- 
schlecht der  Fläche  mit  dem  ihrer  Reciproken  übereinstimmt  — 
wie  wir  wissen,  ein  Specialfall  eines  allgemeineren  Gesetzes. 

Sulmou,  anal.  (ifun).  d.  Ruuine«.  II.  2.  AuH.  39 
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Man  hat  für  das  Geschlerlit  oder  den  Defect  der  Fläche  den 
Ausdruck 

30)  i (n  - l)  («  _ 2)  (n  - 3)  - (n-3)(6  + c)  + ^ (j  + r) 
+ + + = i (n'-l)  {„'-2)(n-3)-etc. 

486.  Die  Gleirlinng  28)  ist  die  correcte  Form  eines  von 
Cayley  durch  unabhängige  Betrachtungen  zuerst  entwickelten  Aus- 
druckes für  ß';  aber  sie  wird  am  besten  mittelst  der  Gleichung  26) 
erhalten  und  27)  ist  eine  sich  in  der  Untersuchung  darbietende 
Relation. 

In  der  That  haben  wir  aus  den  ersten  fünf  und  zwanzig 
Gleichungen  mit  Anwendung  des  a an  Stelle  seines  Werthes 


n (n  — 1) 
6 

+ 2 
— 2 

— 4 

— 6 
2 
3 
2 


26  — 3c 


+ 


3n  — c — K 

a(n  — '2)  — K -j-  ß — p — 2a  — 3o> 

6(n  — 2)  — Q — 2ß  — 3y~~3t 
c{n  — 2)  — 2a  — 4ß  — y — 6 — ca 
n X — a — 2C  — 4B  — 2j  — 3%  — 3a  = R 
2q-2Q-irß+j 


= R 
= R 
= R 
= R 
= R 


3r  c — 5a  — ß — 4S-|-y  — 


Wenn  wir  diese  Gleichungen  mit  den  links  Vorgesetzten 
Facloren  multiplicieren  und  die  Pruducte  addieren,  so  finden  wir 

— 2n’  -f  12n2  -f  4n  -f  6(12«  — 36)  + c (12«  — 48) 
_6p_6  r— 4 C— 10.P— 41  ß -30;— 24 1—1  j— 8 y-f  2 i—4  to  = 2'. 
und  daraus  entsteht  durch  Addition  von  26)  die  Gleichung  27); 
aus  dieser  aber  erhält  man  28)  oder  29)  durch  ein  analoges  Ver- 
fahren ohne  Schwierigkeit. 

Zu  den  acht  symmetrischen  Gleichungen  R bemerken  wir, 
dass  die  erste,  dritte,  vierte  und  fünfte  in  den  Originalgleichnngen 
enthalten  sind  — da  ein  verschwindender  .Ausdruck  in  der  That 
= R ist.  Wir  haben  daraus  ferner  3«  — c = 3o'  — x'  und 
also  3«  — c — X = .3  a'  — X — x',  welches  = R ist,  oder  die 
zweite  Gleichung.  Und  wir  leiten  die  drei  letzten  im  Folgenden  ab. 

487.  Die  Gleichungen  15),  16),  17)  geben 
n'  = a (a  — 1)  — 2 d — 3 x , 
c'  = 3a  (a  — 2)  — 6d  — 8x, 
b'  = ia{a  — 2)  (a^  — 9)  — (a’  — a — 6)  (2d  + 3 x) 
-f  2d  (d  — 1)  4-  6dx  -f  ^ X (x  — 1); 
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atis  7),  8).  9)  erhallen  wir 

(a  — b — c)  (n  — 2)  = K — B — GjS  — 4y  — 3/  — 5 -{-  2 m, 
(a  — 26—  3c)(fi  — 2)(«  — 3)  =2(6  — C)  — 8A-  — 186  — G6r 
-f-  I8f{  4"  4~  — 6m, 

und  indem  wir  diese  IVerllic  für  x und  ö substiliiieren  und  für 
a den  Werth  n (n — 1)  — 26  — 3c  setzen,  erhalten  wir  die 
Werlhe  von  n,  c\  6';  nämlich  den  erstem 

_ 1)*  _ (76  + 12c)  + 462  -f  86  -f  9c2+  mc 

— 86  — 186  -i-  18^  + 12y  4-  12i  — 9t  — 2C—  3ß—  35. 

Ein  gewöhnlicher  Knotenpunkt  C reduciert  die  Classe  um 
zwei,  ein  biplanarer  Knotenpunkt  um  drei  Einheiten.  (Art.  267.) 
488.  Wir  haben 

(n — 2)  (n  — .3)  = n’  — «4-  ( — 4«4“6)  = “4“264-3c4-  ( — 4 n4-  6) 
und  durch  Substitution  in  die  Gleichungen  10),  11),  12)  an  Stelle 
von  («  — 2)  (n  — 3)  bildet  man  die  Gleichungen  C)  wieder 
«( — 4n4“6)=^(^  — (^1  — o2  — 4p — Oa  — 2 j — .3j;  — 15  m, 
6 ( — 4 n 4“  6)  = 4 6 — 2 6^  — 9|3  — Gy  — 3 ( • — 2 p — J, 
c{ — 4«  4"  6)  ==66  — 3c2  — 6ß  — 4y  — 2i  — 3cr  — ^ — 3m. 
Addirl  inan  dann  zu  jeder  derselben  das  Vierfache  der  entsprechen- 
den Gleichung  mit  dem  Factor  («  — 2),  so  erhält  man 

— 2a  = 2((J  — Cj  4~4(x  — Bj  — a — 2j  — 3%  — 3m, 
262  — 26  = 46  — ß 6 y 12  i — 3i4~^P  — Ji 

3c2  — 2c  = 664-  lOß  40  — 2i-[-5o  — j;4"“- 
Wenn  man  endlich  in  der  ersten  dieser  Gleichungen 
fl2  — 2a  = n'4"2d4"3S  — a 

setzt  und  die  beiden  andern  mitleist  der  Werthe  von  p,  r redu- 
ciert, so  werden  sie 

n — a = — 2 C — 4 B y.  • — a — 2 j — 3j;  — 3m, 

2p  4-^4- 3,- +>=  2p, 

3r  4"  c 4~  2i  4"  Z = 5°  -f-  jS  -f-  45  -j-  M 

und  liefern  nun  die  diei  letzten  der  acht  symmetrischen  Gleichungen. 
Die  Reciproke  der  ersten  ist 

o'=a  — «4"*'  — 2/  — 3x  — 2(f  — 4ß'  — 3 m'; 
mit 

a ==  n {n  — l)  — 26  — 3c  und  x' = 3n  (n  — 2)  — 66  — 8c 
wird  diess 
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<s'  = 4n  (n  — 2)  — 8&  — Hc  — 2/— 3x  — 2C - 4 ß'- 3u' 
und  Klebt  die  Ordnung  der  parabolischen  Curve,  für  eine  Fläche 
n‘"  Ordnung  ohne  Singularitäten  4n(n  — 2)  als  Product  der  Ord- 
nungen der  Fläche  mit  der  Hesse'schen  Rernlläche. 

489.  Denkt  man  beispielsweise  eine  Uolationsfläche,  die 
durch  die  Axendrehung  eines  Meridians  ?on  der  Ordnung  fi  mit 
d Doppelpunkten  und  x Spitzen  erzeugt  wird,  so  ist  dieselbe  von 
der  Ordnung  2 ft  und  die  beiden  zur  Axe  rechtwinklig  symmetri- 
schen Uäirten  ihres  Meridians  schneiden  sich  in  ft  Punkten  der 
Axe  und  in  ^ ft  (ft  — 1)  symmetrisch  zu  ihr  gelegenen  Punkte- 
paaren, welche  ebenso  viele  doppelte  Parallelkreise  erzeugen,  zu 
denen  d solche  aus  den  Doppelpunkten  und  x cuspidale  treten. 
Den  fl  (ft  — 1)  — 26  — ,3x  zur  Axe  normalen  Tangenten  ent- 
sprechen ebenso  viele  nach  Parallelkreisen  berührende  singuläre 
Tangentialebenen;  jeder  der  ft  Punkte  der  Axe  liefert  ein  Paar 
imaginäre  Geraile  der  Fläche,  längs  deren  je  sie  durch  eine  der  imagi- 
nären .Meridianebenen  berührt  wird,  die  nach  den  Rreispunklen  der 
Parallelkreise  gehen,  Linien  x,  «eltdie  die  Ordnung  der  parabo- 
lischen Curve  um  drei  Einheiten  reducieren.  Endlich  erzeugen 
die  3ft(ft  — 2)  — 6d  — 8x  Wendepunkte  ebenso  viele  Parallcl- 
kreise,  welche  die  parabolische  Curve  der  Fläche  bilden.  Nun 
ist  die  Ilesse'sche  Fläche  von  der  Ordnung  8(ft  — 1)  und  ihr 
Schnitt  mit  der  Fläche  von  der  Ordnung  16ft(ft  — 1).  Von  diesen 
Einheiten  liefern  die  singulärenTangcntialebenen  2ft[fi — 1)— 4d — 6x, 
die  Geraden  % deren  6ft,  die  Parallelkreise  der  Wendepunkte 
6ft(fi  — 1) — \2i — iGx',  und  die  Doppelparallelkreise,  wenn 
man  sie  achtfach  mit  den  ciispidalcn,  wenn  man  sie  elffach  zählt, 
ergänzen  diese  Zahlen  durch  8ft  (ft  — 1)  + lö<5  und  22x  genau 
zu  IGft  (ft  — 1). 

In  gleicher  Weise  kann  man  bestätigen,  dass  die  Durch- 
schnittscurve  der  Fläche  mit  der  Fläche  der  Ordnung  (lln — 24), 
welche  die  Inflexionsknotencurve  ausschneidet  (Art.  447.),  die  Dop- 
pelcurve  zwei  und  zwanzig  und  die  Cuspidalcurve  sieben  unil 
zwanzigfach  enthält,  so  dass  die  Ordnung  von  jener  auf 

n (11«  — 24)  — 22b  — 27c 

J^ermindert  wird.  Es  ist  nämlich  die  Ordnung  der  fraglichen 
**' < hschuittscurve  in  unserem  Falle  4ft(llfi  — 12)  und  ihre  Be- 
■ tandilieile  sind  die  2fi  geraden  Linien  der  Fläche,  welche  hier 
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sccbsfar li  zählen  mi'isscn , die  Kreise  der  singulären  Tangenlial* 
ebenen,  wclcbc  die  Ordnungszahl  — 1)  — 4d  — 6>t  liefern; 
eine  Gruppe  von  l•arallelkreisen,  in  deren  Punkten  die  Tangen- 
tialebenen der  Fläche  Gurren  mit  Intlexionen  in  beiden  Aesten 
des  Doppelpunktes  atisscbneiden , — 9)  — lOd — 12x  Kreise 

mit  der  Gesammtordnungszabl  4ft(5f<  — 9) — 40d  — 48x,  weil 
sie  olTeiibar  doppelt  zu  zählen  sind.  Wenn  man  die  — l)-f-d 

Doppelparallelkrcise  elffacb  und  x Gnspidalkreise  sieben  und  znan- 
zigfacb  zählt,  so  ergänzen  sie  durch  22u(ft  — 1)  + 44d  + 54x 
die  vorigen  Summanden  gerade  auf  4f«(llp  — 12). 

Wir  müssen  noch  von  jenen  Kreisen,  welche  die  Curve  der 
zweiseitigen  Inllexionsknotcn  bilden,  und  von  ihrer  Bestimmung  reden. 
Dazu  haben  wir  nur  im  Meridian  diejenigen  Punkte  zu  bestimmen, 
woderseihe  von  einem  Kegelschnitte  vierpunktig  berührt  wird, dessen 
eine  Axe  in  der  Rolationsaxc  lieg! ; denn  ein  solcher  Kegelschnitt 
würde  bei  der  Botalion  eine  längs  des  betreffenden  Parallelkreises 
oscnlierende  Fläche  zweiten  Grades  erzeugen,  und  aus  dieser 
schneidet  die  Tangentialebene  stets  eine  Curve  mit  zweiseitigem 
Inllexionsknoten  im  Berührungs|iunkte  aus.  Die  Zahl  jener  Kegel- 
schnitte kann  nach  der  Methode  der  Characteristiken  bestimmt 
werden  und  ergiehl  sich  in  der  obigen  Weise. 

Wir  wollen  das  Beispiel  angeben.  Man  hat  die  Anzahlen 
y,  6 der  Kegelschnitte  mit  der  Botationsaxe  als  Axe  und 
durch  drei  Punkte,  zwei  Punkte  und  eine  Tangente,  einen  Punkt 
lind  zwei  Tangenten,  drei  Tangenten  respective  1,  2,  2,  l und 
in  Folge  dessen  die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche  den  Axenbe- 
dingiingen  und  drei  andern  Bedingungen  genügen 
(2,3)  ^ i y + i 6)  + ß-  {-  i « + ß + ^ y - i ö) 
+ / (i  “ — i ß)  oJer  I |T. 

d.  h;  der  Hälfte  der  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche  jenen  drei 
Bedingungen  und  einem  Punkt  und  einer  Tangente  genügen.  Ist 
nun  die  Gruppe  jener  drei  Bedingungen  die  vierpunktige  Berüh- 
rung mit  der  Curve  fi,  d,  x,  oder  ft,  v,  3v-|-x  = o (vergl. 
„Höh.  Curven“  Art.  82.),  so  ist  die  Zahl  der  fraglichen  Kegel- 
schnitte gleich  — 8ft  — 8 V 6o(  oder  — 4ft  -|-  5ft  + 3x  d.  h. 
fi(5ft  — 9)  — 10<5  — 12x,  wie  oben. 

490.  Anstalt  die  zweiten  und  dritten  Gleichungen  wie  oben 
zu  erhalten,  können  wir  den  Werth  von  ft(  — 4n  6)  zu  dem 
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(lo|)|)(‘llcii  Wcrlhc  von  b {n  — 2)  aildioreii,  mul  ulictiso  zu  dem 
l)n|)|H‘lti‘n  von  c ( — 4n  -j-  6)  das  Dreifache  von  c {n  — 2),  um 
Gleichungen  zu  hilden,  die  von  q und  a resperlive  frei  sind; 
diese  werden 

6(_2n  + 2i=  4*  — 26’  — 5/3  — 3i  + 6<— y. 
r ( — 5n  -j-  — 2;|f-[-39  — 3ib. 

und  kilnncn  durch  Einführung  der  Werthe  von  g und  r wie  folgt 
geschrieben  werden 

6 (2fi  — 4)  = 2y  -|-  öß  + 6}'  + 6/  -}■  j ~\r  ■> 

c [bn  — 12)  + 35  ==  6r  + 18/3  + 5y  + 4 / 4-  2z  + 3<b. 

Nehmen  wir  die  Ordnung  der  Fläche  und  die  Dop|)eIcurve 
mit  ihren  Singularitäten  als  Gurvc  6,  A-,  ^ t,  die  Rückkehrcurve 
mit  ihren  Singularitäten  c,  h und  die  Grössen  ß,  y,  i als  gegeben, 
welche  sich  auf  die  Durchschnittspunkte  beider  Curven  beziehen, 
so  liefert  dir  erste  der  beiden  Gleichungen  j , die  Zahl  der  Pinch- 
Pnnkte  der  Doppelcurve,  eine  Singularität  der  Doppelcurve  in 
Bezug  zur  Fläche,  und  die  zweite  begründet  eine  Relation  zwi- 
schen 5,  X,  to,  den  Zahlen  von  Punkten  der  Rückkehrcurve,  die 
iu  gewisser  Weise  singulär  sind  in  Bezug  auf  die  Fläche. 

In  der  Voransselznng,  dass  nur  eine  Doppelcurve  existiert 
und  dass  diese  die  vollständige  Durchdringung  von  zwei  Flächen 
P=  0,  ()  = 0 ist,  also  für  (A,  B,  C J /',  Q]"^  = 0 als  Gleichung 
der  Fläche  wird  die  erste  Gleichung 

fc  (__  2«  + 2)  = 4 A — 26’  + 6<  — j, 
liefert  also  für  i — 0 den  Werth 

7 = 2 (n  — 1)  6 — 26’  + 4A, 

den  man  direct  bestätigen  kann,  ini  Falle  der  Durchdringung 
von  P=0,  0—0  als  Rückkehrcurve,  wo  die  A,  B,  C der  Gleichung 
[A,  B.  C \ /',  i?)’  = 0 durch  die  Relation  AC—B^—MP+NQ 
verbunden  sind,  wird  die  zweite  Gleichung 

C (_  bn  + 6)  = 12A  — 6c’  — 2z  + 35  — 3 01 

oder 

2z  + 3o>  = 5nc  — 6c  — 6c’  -|-  126  -f-  35, 
was  auch  direct  bestätigt  werden  kann. 

491.  Wir  können  unter  den  sechs  und  vierzig  Grössen  die 
folgenden  vierzehn  als  gegeben  betrachten 

n;  6,  A,  /■,  t;  c,  h,  5,  z;  ß,  y,  •;  c,  B, 
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sodann  durcli  siebzehn  unter  den  sectis  und  zwanzig  Relationen 
die  siebzehn  Grössen 

a,  d,  X,  e,  a;  j,  q\  r,  m;  n;  a,  S\  jr';  b\  f'\  c';  t 
berechnen  und  behalten  die  neun  Gleichungen 
18)  bis  25)  tind  28) 

als  Relationen  zwischen  den  fünfzehn  Grössen 

e',  o';  U,  i',  j,  g;  h\  S'.  X,  a , r ; /?',/;  (T , 5' 

üblig.  Nehmen  wir  weiter  die  fünf  Grössen  /,  ca,  C,  5'  als 
gegeben  an,  so  liefern  die  Gleichungen  18)  und  21)  die  Wertlie 
von  p’,  o" : 

die  Gleichung  19)  bestimmt  2^'  + 3/  + 3t, 

20)  4^  + / + S', 

28)  ß'  + i 9', 

so  dass  für  l'  als  gegeben  diese  Gleichungen  die  Wcrthe  von 
ß\  y\  ff  zu  berechnen  erlauben;  endlich  geben  die  Gleichungen 
22)  bis  25)  der  Reihe. nach  die  Grössen  k' , h\  q , r . 

In  Allem  werden  aus  zwanzig  gegebenen  Grössen  die  übrigen 
sechs  und  zwanzig  bestimmt. 

492.  In  dem  Falle  der  allgemeinen  Fläche  n“'  Ordnung 
ohne  Singularitäten  sind  die  sieben  und  zwanzig  Grössen  p,  c,  6, 

A /•  ?>  ff<  ® - Z.  z'.  “'■>  ß’  '•  ^ ' ^ 

sämmtlicli  Null  und  wir  erhalten  für  die  neunzehn  nicht  ver- 
schwindenden Grössen  die  folgende  Werthctafel: 
n = n, 

a = n{n  — 1) , 

d = -^  n {n  — 1)  (n  — 2)  (n  — 3) , 

X = n [n  — 1)  (n  — 2) , 
n = n (n  — 1)*, 
a = « (n  — 1), 

d'  n (n  — 2)  (n’  — 9) , 

K = 3 n {n  — 2), 

ft'  = ^ — 1)  (n  — 2)  («»  - „2  -f  n — 12), 

k'=^in{n  — 2)  («'»  — 6n"  + 16n«  - 54n’  + lß4«« 

— 288n'--f-547n<— 1058«= -f  1068«’— 1214«  + 1464), 
, ' = _ 2)  («’  - 4««  + 7«=— 45«'  + 114«=— 111«’ 

548«  — 960), 

q'  = n {n  — 2)  («  — 3)  («’  -|-  2«  — 4) , 
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p'  = n (n  — 2)  («’  — h’  + « — 12), 
c'  = 4 n («  — 1)  (n  — 2), 

A'  = ^ ;i  («  — 2)  (16  n*  — 64«’  -j-  80  h’  — 108  h -|-  156), 
r'  = 2 H (h  — 2)  (3  H — 4) , 
o'  = 4 n (n  — 2) , 

^ = 2«  (n  — 2)  (Uh  — 24), 

/ = 4 H (h  — 2)  (h  — 3)  (n’  — 3h  -f-  16). 

Wir  geben  für  die  allgemeinen  Fläclien  dritter  und  vierter 
Ordnung  die  berechneten  Zahlen  in  folgender  Tafel 

n u=a  i tt  n S'  x’  h'  k'  t'  q q c h'  r a ß'  y 

3 6 0 6 12  0 9 27  216  45  .0  27  24  180  30  12  64  0 

4 *12  12  24  36  28  24  480  102400  3200  160  320  96  4016  128  32  320  2176 

und  bemerken,  dass  p'  = 27  die  Ordnung  der  Curvc  der  Knoten* 
paare  die  sieben  und  zwanzig  Geraden,  b’  27  die  Kbenenbüschel 
durch  dieselben  als  enlwickelbare  Fläche  der  doppelt  berührenden 
Kbenen,  t' = 45  die  dreifachen  Ebenen  der  Letztem  bedeuten, 
die  die  Fläche  dreifach  berühren. 

Einige  der  Specialfälle  mögen  aber  binzugefOgt  werden.  Für 
die  Flächen  dritter  Ordnung  siebenter  und  respective  fünfter, 

dritter  Classe,  endlich  die  Hegellläciieii  dritten  Grades  ist  die 
Tafel  der  nicht  verschwindenden  Charactere  die  folgende: 


C B 1 

! 

!i 

n % I 

b’  h'  t j 1 

p'  c h'  r 

! 

1 fl-  i ß' 

6 17 

1 7 9 

3 3 10 

3 10  24  24 

8 1 6 

2 1 

6 2 7 

; 5 9 

10  0 1 

14  2 5 

4 

0 2 1 

0 3 

6 0 9 

3 9 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

' 0 

0 0 0 

0 0 

4 0 3 

3 3 

110  0 2 

10  0 0 

0 

0 0 0 

493.  Zeuthen’"**)  hat  die  Frage  der  Singularitäten  unter 
einem  allgemeinem  Gesicht.spunkt  gefasst,  indem  er  der  Fläche 
erstens  beilegte  eine  Anzahl  von  singulären  Punkten,  in  wel- 
chen die  Tangenten  einen  Kegel  von  der  Ordnung  fi  und  der 
Glassc  V inil  y ij  Doppcierzeugenden  (worunter  y Tangenten 
von  Aesten  der  Duppclciirve,  die  durch  den  Knotenpunkt  geben) 
und  mit  i + f stationären  Erzeugenden  (worunter  z Tangenten 
von  Aesten  der  Rückkchrcurve  durch  den  Punkt)  und  mit  u dop- 
pelten und  o stationären  Tangentialebenen;  und  zweitens  eine 
Anzahl  von  singulären  Ebenen,  von  denen  jede  längs  einer 
Curve  von  der  Classe  y und  Ordnung  v mit  y -f-  tf  üoppel- 
tangeiiten  (worunter  y erzeugende  Linien  der  entwickelbaren 
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Fliidie  (ItT  L)o|ipdlaiigcnliak‘hi'ncii)  iinil  r'  f'  slalionärcn 
Tangenten  (worunter  z Erzeiigciule  der  entwickelbaren  Fläche  der 
stationären  Tangentialelienen),  sowie  mit  u'  Doppelpunkten  und  v 
stationären  Punkten. 

Jene  Punkte  haben  die  allgemeinsten  Eigenscharten,  welche 
in  dem  Falle  der  Entstellung  der  Fläche  als  Ort  von  Punkten, 
diese  Ebenen  die  allgemeinsten  Eigenschafleii,  welche  aus  der  Er- 
zeugung der  Fläche  als  Enveloppe  von  Ebenen  hervorgehen  kön- 
nen. Der  gewöhnliche  und  der  biplanare  Doppelpunkt  entsprechen 
den  VVerthen  p = v = 2,  y = ?;  = z = f=u=0  und  p = 2, 
t)  = 1 , V — y = etc.  — 0;  die  in  einem  Kegelschnitt  berührende 
Ebene  und  die  Ebene  ß'  gehen  für 

respective  p'  = 2,  tj'  = 1,  v — y'  = etc.  = 0 aus  der  letztem 
Definition  hervor. 

494.  Unter  diesen  Voraussetzungen,  durch  Anwendung  der 
Zeichen  Z,  Z'  zum  Ausdruck  von  Summen,  die  sich  auf  alle 
solche  l’iinkte  respective  Ebenen  beziehen,  und  mit  den  Abkürzungen 
x^u  + 2r,  + Si,  X =v' +2y  +3!;’ 
giebl  Zeuthen  die  den  Gleichungen  7)  bis  12}  entsprechenden 
Gleichungen,  in  denen  die  neuen  Singularitäten  berücksichtigt  sind 
in  folgender  Form 

a{n-2)  = ...  + Z {x{y-2)-v-2t}, 

ö (fl  — 2)  = . . . + 2’  |y  (p  ~ 2)}  , 

c(». -2)  = ...  + .S{2(p-2)}; 

„ („  _ 2)  («  - 3)  = . . . + .r  \x  (-  4p  -f  7)  + 2,,  -f  4f)}. 

6 {„  _ 2)  (fl  - 3)  = . . . -f  r ^y(_4p+8)}  -r  (4«  + 3e'), 

c („  _ 2)  (fl  - 3)  = . . . + Z {z(_4p+9)}  - r {2v); 

wo  wir  nur  die  ergänzenden  Glieder  geschrieben  haben. 

In  den  reciproken  Gleichungen  18)  bis  23]  treten  natürlich 
die  reciproken  Glieder  auf. 
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Kapitel  I. 

1)  Art.  2.,  p.  7.  Für  das  weitere  Studium  dieser  Beziehungen  ist 
zu  verweisen  auf  die  deutsche  AtiSj^abc  von  Cremona's  Werk  ,, Grund- 
zU|>o  einer  allgenieiuen  Theorie  der  Oberdäehen  in  synthetischer  Be- 
handlung,** Berlin,  1870.  Kap.  V— IX  des  2.  Tlieils. 

Analytisch  sind  sie  grosseiitlieils  als  Specislfälie  in  Erörterungen 
enthalten,  welche  wir  in  Kap.  IX,  Art.  404.  f.  durchführen. 

2)  Art.  3.,  p.  7.  Verpl.  Uoye’s  Abhandlung  „Brojectivische  Er- 
zeugung der  allgemeinen  Flächen  dritter,  vierter  und  beliebiger  Ordnung 
durch  FlUclienbündel  niederer  Ordnungen“  in  Bd.  1,  p.  455  f.  der  „Math. 
Annalen**,  sowie  die  unter  7)  genannte  Arbeit  von  Pndova. 

3)  Art.  5.,  p.  9.  Der  Satz  ist  ein  Spocinlfall  des  Satzes  von  Art. 
205.  in  Bd.  1 ; er  ist  durch  C ayl  ey  in  Oregory’s  ,, Solid  Geometry“  p.  132 
und  vorher  1841  durch  den  italienischen  Geometer  ßedotti  in  einer 
Abhandlung  in  den  Schriften  der  Akademie  von  Bologna  ausgesprochen 
worden.  Die  Tangenten  der  Qaerschnittscurve  im  Doppelpunkte  siud 
die  Iiiflexionstangenten  des  Art.  6.  und  die  Asymptoten  der  Indicatrix 
des  Art.  7.,  sodass  man  den  Satz  als  von  Dupiu  (1813)  implicite  ge- 
geben bezeichnen  kann. 

4)  Art.  6.,  p.  12.  V'ergl.  Dupin'.s  ,,DeveIoppemcnts  de  ge'ometrie‘* 
(1813)  p.  48.  Es  ist  ganz  correct,  wenn  es  daselbst  heisst  „Kn  gcnöral  une 
courbe  du  second  degre'  dont  le  ccutro  P ist  donnd  ne  peitt  etre  qu' 
une  ellipse  ou  une  hyperbole.  Elle  peut  cependant  btre  une  parabole; 
alors  eile  se  pre'sente  sous  la  forme  de  deux  lignes  droites  paralleles 
aequidistantes  de  lour  centre.“  Der  Fall  der  Parabel  tritt  nur  als 
Grenzfall  auf,  die  parabolischen  Punkte  bilden  die  Orenzeurve  zwischen 
den  Regionen  der  elliptischen  und  der  hyperbolischen  Punkte  der  Fläche. 

Im  Falle  einer  Flache  zweiten  Grades  ist  die  Gloicbiing  bei  der  im 
Texte  gegebenen  Annahme  der  Coordinatenaxen  (Ebene  xy  als  Tangen 
tialebene,  Normale  als  : Axe) 

z + 0|,.r*  + 2a„x,v  + a„y*  + 2a„®z  -f-  "ia^yz  + ß„j*  = 0 

und  diese  Gleichung  rcduciert  sich  für  x und  y als  unendlich  Kleine  der 
ersten  Ordnung  und  somit  z als  ein  unendlich  Kleines  der  zweiten  Ord- 
nung auf  1 -|-  /ijjX*  -|-  2^|(Xy  Gleichung  der- 

selben Form,  auf  welche  (Text)  unter  den  gleichen  Voraussetzungen 
die  Gleichung  jeder  algebraischen  Fläche  kommt,  ^ie  ist  die  Gleichung 
der  Indicatrix,  wenn  man  dazu  : als  eine  Constante  betrachtet. 

Die  Originalglcicbnng  ist  für  ein  solches  coustaiiles  z die  Gleichung 
des  Querschnittes  der  Flüche  mit  einer  zur  Tangentialebene  parallelen 
Ebene,  aber  nicht  der  Indicatrix;  ist  die  Fläche  von  der  dritten  oder 
einer  höheren  Ordnung,  so  müssten  ausser  den  geschriebenen  in  ihrer 


Diqitized  by  Google 


Literatiir^NachwcIi'tiii^en  und  Zusätze.  Ö19 

Cileichung^  Glieder  (.r.  ^)\  etc.  vorkonimcu  und  um  die  Imlicatrix  als 
Curve  zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  wären  diese  zu  vernachlässigen, 
und  es  ist  somit  unstatthaft,  die  Glieder  2/7, |xz -f*  welche  auch 

von  der  dritten  und  das  Glied  «*31*.  welches  von  der  vierten  Ordnung 
unendlich  klein  ist,  zu  behalten. 

Wenn  die  Indicatrix  eine  Hyperbel  ist,  so  wird  dieselbe  unter  der 
Annahme  des  Zneammenfallens  der  Parallelebene  mit  der  Tangential- 
ebene d.  h.  in  der  Grenze  in  ein  Paar  gerade  Linien  übergeführt,  die 
Inilexioustangenten  des  Art.  6.  Und  die  Infiexions-  oder  Haupt-Tan- 
genten  können  allgemein  als  die  reellen  oder  imaginären  Asymptoten 
der  Indicatrix  in  ihrer  Grenzlage  (in  der  Tangentialebene)  betrachtet 
werden;  daher  können  sie  als  die  asymptotischen  Linien  im  Punkte 
der  Fläche  bezeichnet  werden. 

Wenn  wir  von  einem  Punkte  der  Fläche  aus  längs  einer  dieser  Ge- 
raden zu  einem  nächsten  Punkte  derselben  gehen  und  sodann  längs  der- 
jenigen asymptotischen  Linie  desselben,  deren  Richtung  von  der  der 
vorher  benutzten  unendlich  wenig  abweichl,  zu  einem  Punkte,  etc.,  so 
erhalten  wir  eine  Curve,  welche  als  eine  asymptotische  Curve 
oder  eine  Curve  der  II a u p tt a ng en t cn  in  der  Fläche  zu  bezeichnen 
ist.  Auf  der  Fläche  liegen  zwei  Systeme  solcher  Ciirven,  da  ihrer  zwei 
durch  jeden  Punkt  derselben  gehen;  iin  Fall  der  Flächen  zweiten  Grades 
sind  sie  die  beiden  Systeme  geradliniger  Erzeugenden.  Sie  sind  nur 
reell  in  der  Region  der  hyperboli.schen  Punkte.  Vergl.  des  Herausgebers 
„Darstellende  Geometrie'*  Art.  103.,  a.) 

5)  Art.  10-,  p.  16.  Diese  ward  wohl  zuerst  bemerkt  vom  Verfasser 
in  Bd.  3.  p.  45  des  „Cambridge  and  Dublin  Math.  Journ.“ 

6)  Art.  13.,  p.  19.  Vergl.  Cremona's  „Grundzüge  einer  allgem. 
Theorie  der  Obertl."  2.  Thl.,  Kap.  I. 

7)  Art.  14.,  p.  21.  Vergl.  Roye  in  Bd.  1 11.  2 resp.  p.  455,  475  der 
,,Matb.  Annalen**  und  Padova  Deila  Generazione  delle  superücie  me> 
diante  reti  projettive**  in  BattaglinTs  „Gioriiale“  Bd.  9,  p.  148. 

7*)  Art,  19.,  p.  23.  Zum  Schluss  füge  bei;  Wenn  der  Punkt  in  der 
Fläche  liegt,  so  wird  diese  Zahl  um  sechs  Einheiten  vermindert. 

7^)  Art.  20.,  p.  23.  Zu  Zeile  3 v.  u.  füge  hinzu:  Weun  der  Punkt  in 
der  Fläche  liegt,  so  zählen  nach  Art.  16.  die  Doppeltangenten  in  diesem 
Punkt  für  je  zwei  und  die  Zahl  der  durch  ihn  genenden  Geraden,  welche 
die  Fläche  in  zwei  anderen  Punkten  berühren,  ist  daher 

i n(n  — 1)  (n  — 2)  (n  - 3j  — 2 (n-f  2)  (n-3)  =«  J(n— 3)(n  — 4)(n»4-n-f 2). 

8)  Art.  26.,  p.  30.  Vergl.  die  Abhandlung  Steiner's  „Ueber  die 
Flächen  dritten  Grades**  in  Bd.  53  von  „Crelle's  Journal**.  In  der  Cors 
respondenz  der  reciproken  Pole  erscheint  zuerst  das  eindeutige  Ent- 
sprechen krummer  Flächen  Punkt  für  Punkt.  Es  ist  der  Quellpuukt  der 
spatem  Theorie  der  birntionalen  Transformationen. 

9)  Art.  28.,  p.  31.  Siehe  ,, Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal** 
Bd.  4.  p.  265. 

9*)  Art.  28.,  p.  32.  ^um  Schluss  füge  bei:  Im  Falle  einer  geraden 
Linie  kann  weiter  gezeigt  werden,  dass  die  Fläche  sebst  und  die 
durch  die  Hesse'sclie  Determinante  ihrer  Gleichung  be- 
stimmte Fläche  sich  längs  derselben  berühren.  Denn  für 
.r}=rO,  Xt  = 0 als  die  Gerade  und  X|  = 0 als  Tangentialebene  ist 
qp =»  0 die  Form  der  Gleichung  der  Fläche  und  mit  qj^.,  }p^ 
als  den  ersten  und  (i,  k f==  1,2,3,  4)  als  den  zweiten  Differen- 

tialen der  Functionen  9,  9 nach  x^  hat  die  Hessc'scbe  Determi- 
nante die  folgenden  nach  den  Vertiealreihen  geordneten  Elemente 
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2<p,  + .r,<r,|  + • Vf  + •>iTu  + + .T,*V'ii. 

•Pj -f-’'1'iPn + -T|’'/'ii  . 9><  + -'•|<Pi(  + ^VWii  i 

Vj  + -TiiiPi,  + 2x,V’|  + , x,(pn  + 2i^  + 4x,i;-j  + , 

•T|  qp«  + 2 X,  il»,  4-  X,*  1/',,’  , X,  (fji  + 2 X,  V>4  + X,*  V'n  i 

qP»  + + V’/'ia  . a-,  -f  2x,«>3 + x,*V>»i 

•»•i  <Pu  + V V>a  . -^1  <Psi  + -V  fu  i 

Vj  4-  a'iV,,  + X,»  , .I-, qo„  4-  x,‘  V<„  + 2x,1/-4 

•t’i  <Ps4  4-  tm  . -'  i qp  '<  4-  •>■»* 

Denken  wir  sie  durch  dar^estollt,  so  sind  in  der 

KntwickeltiD{?  die  einzigen  Glieder  ersten  Grades  in 

a„  (—  «1,0,4»  — «„«„»  4-  2a, 4«, 5«, 4) 

onthHlien,  weil  <734,  /;|4  die  linearen  Kleraente  sind;  und  wir 

erhalten  daher  die  linearen  Glieder  der  Entwickelung,  indem  wir  ffjj, 
qjj»  <P4  redmieren;  d.  h.  die  vollständige  Gleichung  der 
Hesse’schen  Fläche  hat  die  Form 

— 2V>(qp,»qn|4  4-  qp4»ip„  — 2<r,ff  ,qp„)  x,4-(x„x,)»  oder  x,#4-x,»  »P=  0, 

welche  den  Satz  beweist.  Siehe  Caylej  „On  rociprocal  snrfaces**  in 
,, Philosoph.  Transactions**  Hd.  l/>9,  p.  208.  (1869.) 

10)  Art,  32,  p.  35.  Diese  Formel  sammt  ihren  Consequenzen  ver- 
dankt man  Euler  „Kechcrclies  sur  la  courbure  des  surfnees**  in  den 
„Abhandlungen  der  Akad.  v.  Berlin'*  von  1760.  Man  vergleiche  ihre 
Interpretation  zum  Zweck  der  Constriietion  der  Hauptschnitte  und  der 
Krümmungsradien  der  Normalsclinitte  aus  drei  gegebonco  unter  ihnen 
durch  Em.  Wc^r  in  Bd.  3 der  „Math.  Annalen*'  p.  228. 

Wenn  die  Indicatrix  eine  Ellipse  ist  und  p einen  ihrer  ocntralen 
Radien  vectoren  also  p*  den  KrUmnuingradius  des  entsprechenden  Nor- 
inalschnittes  bezeichnet,  so  hat  man  für  das  arithmetische  Mittel  aller 
Krümmungsradien  in  diesem  Punkte 


und  da  g^da  das  Doppelte  der  Fläche  des  elliptischen  Sectors  zwischen 
p (<o)  und  p(q)  4“  da>),  also  das  Integral  den  Totalinhalt  der  Ellipse  d.  h. 
den  Ausdruck  w V li . H'  bezeichnet,  so  hat  man  jenes  arithmetische 
Mittel  gleich  dem  geometrischen  Mittel  der  beiden  Haupt- 
krümmungsradicD.  Vergleiche  Beltrami  in  „Archiv**  Bd.  42,  p.  117. 

10*)  Art.  39,  p.  43.  Anmerkung.  Wenn  wir  in  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  die  Bedingung  suchen,  unter  welcher 

rt.jx*  -f  -i-  1 

einen  Kreis  darstclit,  so  kann  diese  von  der  quadrati^^cheu  Gleichung 
aus  geschehen,  welche  den  grössten  und  den  kleinsten  Werth  von 
o:*4-y^  = p bestimmt,  nämlich  (öj, p — 1)  (fljjp#- 1)  — natür- 

lich mittelst  der  Discriminante  derselben,  d.  h,  aus  (ö|, — 

Aber  diese  eine  Bedingung  ist  nicht  die  Bedingung  der  Kreisform,  denn 
die  Verglcichnng  jedes  einzelnen  der  Factoicn  Oj|  — * i 2o,t»  mit 

Null  drückt  nur  aus,  dass  die  Curve  durch  einen  der  Kicispunktc  im 
Unendlichen  geht;  erst  das  Verschwinden  beider  Factoren,  d.  b.  die 
Geltung  von  ^ a^s=i  Q und  //]f  =»  U bedingt  den  Kreis. 

In  der  Hauptsache  ist  die  Theorie  der  Kreispunkte  der  Flächen  dem 
völlig  analog;  diejenigen  Punkte  einer  Fläche,  für  welche  die  beiden 
Krümmungsradien  einander  gleich  sind,  sind  Punkto  derselben,  für 
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welche  eine  der  beiden  Haupt  oder  Indcxioustant'enten  den  uneuditch 
fernen  imag'inären  Kreis  sebneidot;  ein  Kreispunkt  ist  aber  ein  Punkt, 
für  welchen  beide  Indesionstan^uten  diess  thun.  Jene  Punkte  bilden 
einen  imag’inären  Ort  in  der  Fläche,  welcher  diese  zu  Doppel- 
punkten hat. 

11)  Art.  36.,  p.  41.  Denn  die  Variationsrechnung  zeigt,  dass  das- 
jenige Flächenstuck,  welches  unter  allen  den  von  derselben  Handlinie 
begrenzten  möglichst  kleinen  FlHcheninh.ilt  hat,  ln  jedem  seiner  Punkte 
gleiche  und  entgegengesetzt  gerichtete  Ilauptkrümmungsradien  besitzt; 
und  umgekehrt  lassen  sich  auf  allen  mit  der  letzteren  Figenschaft  be- 
gabten Flächen  Stücke  kleinsten  Inhalts  im  vorigen  Sinne  abgrenzen. 
Man  findet  die  Literatur  dieser  Flächen  in  den  nachbeoannten  Schriften 
angegeben. 

„Leber  die  Fläche  vom  kleinsten  Inhalt  bei  gegebener  flegrcnzung/* 
Eine  Abhandlung  von  H.  Kiemann.  Bcarb.  von  K.  Hattendorf.  Hd.  13 
der  „Abhandl.  der  K.  Oeselisch.  d.  Wissensch.  zu  Göttingen.  1867. 

„Sülle  proprietä  generali  dclle  siiperficie  d’area  minima.*^  Von  E. 
Beltrami.  In  „Metn.  della  Accad.  di  Bologna“.  Ser.  2,  Bd,  7.  1868. 

,, Bestimmung  einer  speciellen  Mtnimalfiäche.**  Eine  v.  d.  K.  Akad. 
d.  ^Vi88ensch,  zu  Berlin  am  4.  .luU  1867  gekrönte  Preissebrift,  Von  H. 
A.  Schwarz.  Berlin.  Harrwitz  und  Gossmann.  1871.  (Vergleiche  eine 
Notiz  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  von  18G5,  p.  149  f.) 

Tod  hunter,  History  of  the  Progress  of  tbe  Calculus  of  Variations. 
Cambridge  1861.  — Plateau,  Statiqne  experimentale  et  the'oriqiio  des 
Liquides.  Gand,  Leipzig.  2 Bände.  1873,  • 

Ein  dem  Herausgeber  von  Herrn  Prof.  II.  A.  Schwarz  collegialisch 
zur  Verfügung  gestellter  inhaltrcicher  Beitrag  wird  auszugsweise  am 
Schluss  dieser  Noten  mitgctheilt;  seine  unverkürzte  VeröfifentUchung  darf 
erwartet  werden. 

12)  Art.  36.,  p.  41.  Vergl.  die  analytische  Heweisführnng  in  der 

Abhandlung  von  Geiser  in  Bd.  3,  p.  530  der  „Math.  Annalen“.  Die 
Determinante  des  Art.  .36.  erlaubt  für  £'  ^"^s=sK>  als  homogene  Function  von 
X,  y,  z eine  Umformung  mittelst  der  Sätze  von  den  homogenen  Func- , 
tionen  (vergl.  Art.  102.  B.)  welche  zeigt,  das«  siefür  und 

keine  in  I linearen  Glieder  enthält,  oder  dass  die  Nullkugci  zu  den 
Minimaltlächen  gehört. 

13)  Art.  42..  p.  48.  Bertrand  berechnet  in  seiner  Theorie  der 
Krümmung  der  Flächen  den  Winkel,  welchen  die  Nachharnorraale  mit 
der  durch  den  Nachbarpunkt  und  die  Anfangsnormale  bestimmten  Ebene 
einschliesst.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Hauptschnittebene  die 
Coordinatcncbencn  xt,  yz  sind,  wie.  im  Texte,  sind  die  Hichtungscosi- 
nus  der  NacbbaruomHlen  zu  2..'/x'  und  ‘^Cy  proportional,  dagegen  die 
einer  Normalen  zum  Radius  vector  in  der  Tangentialebene  zu  — y',  x',  0; 
daher  ist  der  Cosinus  des  Winkels  dieser  zw'ei  Geraden  oder  der  sinus 
des  Winkels  der  Nachbarnormalo  mit  dem  Normalschnitt  zu  {G — A)x*ii 
proportional,  d.  h.  für  tt  als  Winkel  des  IjCtztern  mit  einer  der  Haupt- 
tangenten  zu  {C — .,4'' sin  2 «.  Dieser  Winkel  verschwindet  also  für 
« =ss  0 und  für  a » 90®,  die  Nnchbarnormale  Hegt  dann  im  Normal- 
schnitt ihres  Fusspunktes.  Siehe  ,,Liouville’8  Journal“.  1844. 

14)  Art.  42.,  p.  49.  Die  Abhandlung  von  Sturm  ..Memoire  siir  la 
theorie  de  la  vision“  findet  man  in  „Comptes  rendus“  vom  1.  Sem.  1845, 
p,  554. 

15)  Art,  43.,  p.  49.  In  den  „Elements  of  Quaternious“  von  W.  R. 
llamiiton  ist  diess  in  Art.  411.,  p.  676  für  den  Fall  einer  Fläche  zwei- 
ten Grades  verificiert,  indem  bewicfcn  wird,  dass  die  beiden  nicht 
reellen  geraden  Erzeugenden,  welche  durch  einen  Kreispunkt  geben, 
Krümmungslinien  sind,  indess  die  dritte  Krümmungslinie  der  Haupt- 
schnitt  ist,  dem  der  betrachtete  Kreispunkt  angebört.  In  der  That  zer- 
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riUU  der  in  Bd.  1,  Art.  121.,  Beisp.  IG  crwHhnte  Ke^el  für  jeden  Pnnkt 
eines  HauplHchnittes  in  zwei  Ritenen.  Die  Nnrnmle  in  einem  solclien 
Punkte  schneidet  daher  nur  die  Normalen  iii  den  Punkten  des  Haupt’ 
Schnittes  und  die  in  den  Punkten  eines  andern  ebenen  i^chnittes,  welcher 
letztere  für  einen  Kreispunkt  zur  Tanjreuli  «lehene  wird,  so  dass  der- 
selbe aus  den  beiden  Krzengenden  besteht,  die  den  Kreispunkt  der  Fläche 
mit  den  nicht  reellen  unendlich  fernen  Kreispunkteii  seiner  Tangential- 
ebene verbinden.  Die  Normalen  längs  einer  solchen  liegen  in  der  näm- 
lichen nicht  reellen  Kbenc;  in  Jedem  Punkte  eines  dieser  Erzeugenden, 
den  Kreispunkt  ausgenommen,  fallen  die  beiden  Uiebtungen  der  Krüui- 
mungslimen  mit  ihr  selbst  zusammen,  als  einer  zu  sich  selbst  rechtwink- 
ligen Qerarlen.  (,,KegeUchn.'*  H.  Aufl.  Art.  363.)  Dies«  ist  jedoch  eine 
Besonderheit  der  Theorie  der  Kreispunkte  bei  den  Flächen  zweiten 
Grades. 

16)  Art.  4+.,  p.  49.  Die  Theorie  der  Krümmungslinicn,  der  Umhilics 
oder  Kreispunkte,  etc.  verdankt  man  Monge;  siehe  !>eine  ..Applications 
de  I'analyse  h la  ge'ume'trie*'  (Ausgabe  von  Liouville,  p.  124). 

Die  vorhergehende  Anmerkung  zeigt,  dass  für  jede  Fläche  diejenige 
Curve  eine  Krümmungslinie  ist,  in  welcher  sie  von  einer  ihr  umschrie- 
benen developpabeln  Fläche  berührt  wird,  die  den  iniaginären  unendlich 
fernen  Kreis  enthält  — dsnn  die  Tangentialebenen  deisclhcn  berühren 
diesen  Kreis  und  ihre  Normalen  in  den  Punkten  der  Fläche  und  fallen  daher 
mit  den  Erzeugenden  der  Developpabeln  zusammen,  die  ihnen  ange- 
boren. (Vergl.  Bd.  1,  Art.  146.,  221.  f.)  Auch  ist  ofl'cnbar  der  Schnitt  der 
Fläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  eine  KrümmnngsHnic  derselben. 

Von  dem  Umstande,  dass  somit  für  jede  Fläche  zweiten  Grades  fünf 
Kriimmungslinien  direct  bekannt  sind,  hat  Cremona  einen  interessan- 
ten Gebrauch  gemacht  in  der  Abhandlung  „Sülle  Unee  di  curvaturn  delle 
superticie  di  secondo  grndo'^  in  „Mcm  delP  Acad.  delle  Scienze  delP 
Istit.  di  Bologna“  Serie  3,  Bd.  1.  (1870.) 

17)  Art.  45.,  p.  61.  Vergl.  Gregory’s  „Solid  Geometry“  p.  256. 

18)  Art.  45.,  Beisp.  p.  53.  Siehe  G.  ßoole^s  „Differential  Kqna- 
, tious'*  p.  135,  Kjc.  3. 

19)  Art.  46.,  p.  51.  Vergl.  Dupin’s  „Developpemcnts  de  gdomdtrie“ 
5.  Me'm,  Der  hier  gegebene  Beweis  rührt  von  W.  Thomson  her;  siehe 
Oregory’s  „Solid  Oeometry“  p.  263  oder  „Cambridge  and  Dublin  Math. 
Journal“  Bd.  4,  p.  62.  In  Gregory’s  ,,ExHniples“  p.  215  tindet  man  einen 
Beweis  von  Ellis.  Das  nHchfolgend  («ach  Note  78)  ausführlich  er- 
örterte Problem  der  Orthogonalflachensysteine  schliesst  sich  hier  an. 

20)  Art.  50.,  p.  57.  Vergl.  Steiner’s  Abhandlung  ,,Uebei  alge- 
braische Curven  und  Oberffachen“  in  Bd.  49,  p.  343  von  .,L'rclle’8  Journ.“; 
dazu  die  Note  von  August  im  68.  Bd.  desselben,  p.  242,  in  welcher 
eine  von  Steiner  nur  angedeutete  Entwickelung  durchgeführt  ist.  In 
Bezug  auf  Flächen  zweiten  Grades  neune  ich  die  synthetische  Entwicke- 
lung von  Geiser  in  Bd.  1,  p.  317  der  ,,Annali  di  Matern.*’  Es  muss 
dabei  bemerkt  werden,  dass  bereits  im  4.  Bd.  von  .»Lioiiville’s  Journal“ 
p.  176  Terqncm  die  Anzahl  der  Normalen  aus  einem  Punkte  an.s  <len 
Gleichungen  der  Normale  und  der  Flächengleichung  abgeleitet  und  dass 
ebenso  schon  in  Bd.  3,  p.  46  des  „Cambridge  and  Dublin  .Math.  Jour- 
nal“ der  Verfasser  durch  die  Annahme,  der  gedachte  Punkt  sei  unend- 
lich fern,  das  Ergebnis»  erhalten  und  dahin  interpretiert  hatte,  dass 
die  Zahl  die  Summe  sei  von  der  Ordnungs-  und  der  Classenzahl  der 
Fläche  und  der  Classeiizahl  eines  ebenen  Querschnittes  derselben.  Man 
vergl.  Art.  255.  f.  des  Textes  und  bczüglicbc  Anmerkung. 

21)  Art.  50.,  p.  57.  Die  Möglichkeit  von  DoppelUiüen  der  zweiten 
Art  war  von  Monge  und  den  nachfolgenden  Geometern  übersehen  und 
ist  spät  genug  erst  erkannt  worden  durch  ein  auf  Kummer*»  Anregung 
von  H.  A.  Schwarz  ausgeführtes  Modell  der  Fläche  der  Centra  eines 
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Kllipsotds  (siehe  ,, Monatsberichte  der  Akad.  v.  IJerlin**  1862,  p.  426), 
welches  zeigte,  dass  nicht  nur  au  den  den  Kreisjiunktou  entsprechenden 
Stellen  — wie  nach  Monge  zu  erwarten  war  — ein  Zusammenhang  der 
Mäntel  bei  dieser  Fläche  stnttfindet,  sondern  dass  sie  sich  längs  einer 
Curve  jedoch  nicht  rechtwinklig  durchsebneiden.  Die  entsprechende 
matliematische  Theorie  war  oiTenbar  und  Clebsch  war  in  einer  Ab- 
handlung von  noch  früherem  Datum  wenn  auch  von  späterer  Veröffent- 
lichung als  Kummer's  Note  analytisch  zu  demselben  Ergebuiss  gelangt. 
Man  vergl,  im  Text  Art.  244.  f. 

22)  Art.  51.,  p.  5S  — übrigens  zur  folgenden  Zeile  gehörig.  — Vergl. 
,,Liouville's  Journal“  (l.  ödr.)  Hd.  13,  p.  73.  In  F'olgc  der  entwickelten 
Fundamentaleigenschaft  sind  insbesondere  diejenigen  Curvcu  geodä- 
tische Linien  der  Fläche,  deren  Tangenten  den  unendlich  fernen  ima- 
ginären Kreis  schneiden.  Vergl.  Laguerre  in  den  ,,NouvelIes  Annal.“ 
von  1870. 

23)  Art.  55.,  p.  62.  Vergl.  „Grelle'«  Journal“  Bd.  30,  p.  347. 

24)  Art.  65.,  p.  63.  Vergl.  „Liouvillo's  Journal“  (1.  Sdr.)  Bd.  11, 
p.  87. 

24*)  Art.  66.,  p.  64.  Da  die  Kormalscbnitle  nach  den  Richtnngen  der 
Haupt-  oder  Inflcxionstangentcn  unendlich  grosse  Krümmungsradien 
liefern,  so  bestimmen  sich  jene  Hichtungen  aus  der  Formel  für  den 
Krümmungsradius  des  Normalschnities  durch  r -f- 2*m -f- /m*  ==»  0.  Sie 
sind  reell  nnd  verschieden  für  dem  r/ *=  s*  entspricht  ihr  Zu- 

sammenfällen, d.  h.  es  bestimmt  die  parabolischen  Punkte  der  Fläche. 
Natürlich  kann  dieselbe  Benutzung  auf  die  früheren  Gleichungen  (Art.  .37.) 
angewendet  werden. 


Kapitel  [I. 

24**)  Art.  58.,  p.  68.  Auf  die  so  entstandene  Frage  nach  der  Beprusen- 
taiton  einer  Curve  im  Kaum  durch  Gleichungen  können  veischiedene 
.\ntworten  gegeben  worden. 

n)  In  Erweiterung  der  im  Anfänge  des  angezogenen  Art.  entwickelten 
Methode  können  wir  eine  Keihe  von  Flächen  ^^  = 0, 
etc.  betrachten  (6’,  F,  //’,  . . als  rationale  nnd  ganze  Functionen  der 
Coordinaten),  welche  alle  durch  die  Curve  gehen.  Mit  4/,  , 

als  gleichfalls  rationalen  und  ganzen  Functionen  der  Coordinaten  ist 
dann  J/i/ -f- iVF’ -|- P ff ' -f- . -.«=»  0 eine  durch  die  Curve  geltende 
Flache  Wenn  irgend  eine  »<ler  Gleichungen  mittelst  Her  übrigen  in 
dieser  Weise  dargestellt  werden  kann,  also  wenn  z.  B. 
ist,  so  scheiden  wir  diese  Gleichung  aus;  und  wenn  wir  eine  Flache 
T =a  0 durch  die  Curve  legen  können,  deren  Gleichung  nicht  in  dieser 
Weise  ausdröckbar  ist  — also  nicht  T — M N P , — so  ver- 
binden wir  dieselbe  mit  dem  ursprünglichen  System;  etc.,  wobei  eine 
frühere  Gleichung  an^zu.«chliesscn  wäre,  wenn  sie  durch  eine  spätere  als 
derartige  Znsammen.setzung  der  nun  übrigen  darstellbar  würde.  Wir 
kommen  in  dieser  Weise  zu  dem,  was  wir  ein  vollständiges  System 
von  Flächen  zur  Bestimmung  der  Curve  neunen  können 

i/  = 0,  0,  ff’  = 0,  . ..  , 

Functionen,  zwischen  denen  keine  Identitäten  wie 

A*F-f  TfP' 

bestehen,  während  die  Gleichung  jeder  andern  durch  die  Curve  gehen- 
den Fläche  in  der  Form  .1/ -f-  *V f' -|-  T ff'' -4-  . . . 0 ausdruckbar  ist. 

Es  ist  nicht  leicht  zu  beweisen,  aber  es  darf  angenommen  werden, 
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(lass  fUr  jede  Curve  von  pe^bencr  Ordniinp  die  Zahl  der  Gleich- 
ungen in  einem  solchen  vollstUndigen  System  endlich  ist.  Die  damit 
gesetzten  Probleme  erfahren  im  Schlnsskapitel  ihre  Erledigung. 
tArl.  404.  f.) 

6)  Der  projicierende  Kegel  der  Curve  Ordnung  ans  einem  be- 
liebigen Punkte  des  Hnumes  ist  ein  Kegel  Ordnung,  dessen  Er- 
zeugende die  Curve  je  einmal  schneiden;  wir  können  also  in  jeder  seiner 
erzeugenden  Geraden  einen  Punkt  so  bestimmen,  dass  der  Ort  aller 
dieser  Punkte  eine  Curve  Ordnung  ist.  Es  scheint  zunächst,  dass 
diess  mittelst  einer  Flache  Ordnung  geschehen  könne,  welche  im 
Scheitel  des  Kegels  einen  (/?  — l) fachen  Punkt  hat,  da  jede  erzeugende 
Gerade  sie  ausser  demselben  nur  noch  einmal  schneidet.  Jedoch  ist  die 
so  entstehende  Curve  im  Allgemeinen  eine  Curve  von  der  Ordnung  mn 
mit  einem  singulären  Punkt  im  Scheitel  des  Kegels.  Damit  sie  von  der 
Ordnung  m sei,  muss  die  Fläche  specialisiert  werden,  indem  man  so 
viele  der  n (n — 1)  geraden  Linien  in  ihr  ans  dem  vielfachen  Punkte 
auf  den  projicierenden  Kegel  legt,  dass  der  Rest  der  Durchdringung 
desselben  mit  ihr  eben  von  der  Ordnung  m ist;  also  m(«  — 1)  jener  Ge* 
radc  oder  solche  unter  ihnen,  welche  für  so  viele  einfache  zählen.  Die 
analytische  Darstellung  der  Curve  in  projectivischen  Coordinaten  ge- 
schieht daher  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

(x,,  a-,,«,)”  = 0,  (»I.  a-,,  a:,r  + a-4  (a-, , x„  x,)"“'  = 0, 

welche  wie  oben  specialisiert  sind.  Vergl.  Caylcy  „Comptes  rcndu8‘‘ 
(1H62)  Bd.  64,  p.  55,  396,  672. 

c)  Die  Coordinaten  jedes  Punktes  einer  Curve  im  Raum  können  als 

Fnnctionen  eines  einzigen  Parameters  5 darpestellt  werden;  nicht  im 
Allgemeinen  als  rationale  Functionen  von  weil  dieses  eine  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit,  nämlich  auf  uniciirsale  Curven  in  sich 
schliesst  — aber  wenn  wir  zwei  Parameter  qp  durch  eine  algebraische 
Gleichung  verbunden  annebroen,  so  können  die  Coordinaten  des  Punktes 
der  Raumcarve  als  rationale  Functionen  von  0 und  <p  nnsgedriiekt  wor- 
den. Oder  in  anderer  Form  mit  Xf  : an  Stelle  von  5 nnd  tp, 

wenn  zwischen  den  eine  Gleichung  (;T|,  a**,  = 0 besteht,  so 

können  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Raumciirve  proportional 

zu  rationalen  und  ganzen  Functionen  (x|,  .r|,  ,r 5)”  gesetzt  werden ; d.  b. 
wir  bestimmen  die  Coordinaten  eines  Punktes  derselben  rational  aus 
den  Coordinaten  eines  F'unkte.s  der  ebenen  Curve  («| , 0. 

d)  Eine  Curve  im  Raume  ist  auch  bei^timmt,  wenn  wir  alle  die  ge- 
raden Linien  bestimmen,  welche  sie  treffen,  d.  b.  wenn  wir  zwischen 
den  sechs  Coordinaten  (oder  einer  Geraden  die  Relation  bilden, 
welche  diese  Begegnung  ansdrückt.  Aber  nicht  jede  Relation 

(pi,.  ptt<  ■■  ■ •)“  =" 0 

drückt  eine  solche  Beziehung  aus,  sondern  nur  eine  Gleichung  von 
eigenthümiieh  bestimmter  Form;  z.  B.  wissen  wir  aus  Bd.  1,  Art.  40, 
6..  Art.  62.  dass  die  allgemeine  lineare  Relation  (p,^,  ...,)'a=o  keine  Curve 
ansdrückt,  während  die  Gleichung 

PitP.14  + PasPii  “hPaiPi4  PupD  + /’wPai  + Ps4Pit  ^ 
mit  der  Cocfticientcnrelation  Pu  Pu  “h  PttPii  + PsiV*/  “ ^ Gleichung 
einer  Geraden  (pn  » . . .)  ist.  ln  der  etgcnthümlichen  Besonderheit  der 
Gleichung  liegt  in  jedem  Falle  die  Schwierigkeit. 

24')  Art.  60.,  p.  70.  Man  kann  auch  von  einer  developpabeln  Fläche 
mit  Uückkehrkante  leicht  ein  Modell  machen.  Zwei  PapierblUlter 
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schneide  man  in  Form  von  zwei  gleichen  Kreisringfiächen  aus,  lege  sic 
auf  einander  und  verbinde  sie  längs  der  Inneren  Greuzünie,  so  dass  mau 
einen  Doppelring  hat,  der  zunächst  nicht  anders  als  ein  einfacher  ge- 
bogen werden  kann.  Wenu  man  ihn  n)>er  längs  eines  Kadius  zerschnei- 
det und  die  beiden  Knden  erfasst,  so  kann  man  das  Ganze  in  die  beiden 
Mäntel  einer  developpabeln  Fläche  öffnen,  für  welche  der  in  eine  Curve 
von  doppelter  KrUnitnung  übergehende  innere  Kreis  die  Kückkehrkante 
ist.  Es  ist  hinzuzut'ügen , dass  von  den  auf  beiden  Mänteln  gezogenen 
Tangenten  unseres  Kreises,  deren  jede  wir  als  aus  zwei  durcli  den 
Berührungspunkt  getrennten  Hälften  bestehend  betrachten,  mit  der  Bie- 
gung in  eine  devoloppable  Fläche  eine  Reihe  der  Halbtangenten  des 
einen  Mantels  sich  mit  einer  Reihe  der  Halbtangenten  des  andern  Man- 
tels zu  den  erzeugenden  Geraden  der  Fläche  vereinigt,  indess  die  beiden 
übrigen  Reihen  der  Halbtangenten  eine  Reihe  von  Curven  doppelter 
Krümmung  auf  der  Fläche  bilden,  von  denen  jede  erzeugende  Gerade 
in  ihrem  auf  der  Rückkehrkante  liegenden  Punkte  so  berührt,  wie  eine 
ebene  Curve  ihre  Indexionstangente.  * 

25)  Art.  66.,  p.  77.  V^ergl.  die  klare  Darstellung  der  Grundlagen 
einer  allgemeinen  Theorie  der  gewundenen  Curven  als  Punktreihen  in 
Möbius'  klassischem  Werke  „Der  barycentrische  Calcul“.  Leipzig, 
1837.  p.  114  f. 

26)  Art.  67.,  p.  77.  Siebe  „Liouville's  Journal**  Bd.  10,  p.  246  oder 
„Cambridge  and  Dublin  Mathcm.  Journ.**  Bd.  5,  p.  18. 

26*}  .\rt.  67.,  p.  78.  Die  Zahl  h kann  als  die  Zahl  scheinbarer  Doppel- 
punkte der  Curve  bezeichnet  werden;  denn  wo  eine  vom  Auge  eines 
Beobachters  ausgehende  Gerade  die  Curve  zweimal  trifft,  da  scheinen 
sieh  zwei  Aeste  der  Curve  zu  dtirchschneiden.  (Vorgl.  des  Herausgebers 
„Darstell.  Geometrie*'  Art.  82..  c.) 

Art.  69.,  p.  82.  Die  stationäre  Erzengende  wurde  zuerst  von  Cayley 
bei  der  Curve  vierter  Ordnung  zweiter  Art  bemerkt,  in  der  Abhandlung 
,.Ou  a special  sextic  devcloppable“  im  7.Bd.des„QuarterlyJournaP‘(186ö). 

27)  Art.  71.,  p.  84.  Siebe  „Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal". 
Bd.  5,  p.  24. 

27*)  Art.  71..  p.  86  schlicsst  sich  die  folgende  Tafel  der  Singularitäten 
für  Schnitt  und  Kegel  an,  in  welcher  die  Charactere  zf,  $,  d be- 
rücksichtigt sind. 

Schnitt  mit  einer  Ebene  z/  : 

ft  r — 4,  v = a — 2,  tsa, 
t ^ g — 2n-j-6-j-*J  — 1,  9 x — 4r-{-20-f-rf. 

Kegel  aus  einem  Punkte  D: 

ftasm  — 2,  v»r  — 4,  t =»  a — -O  + ö,  x = 

— 4r-f20  + rf,  d=»A— 2ffi  + 6+ü  — 1. 

Schnitt  mit  einer  Ebene  durch  eine  stationäre  Erzeugende 
fl  = r — 2,  v = n,  i =s  a 2,  x*m  — 3-)-$ — 1, 
x^g — 2“|--J,  — 2r-|-9-|-rf. 

Kegel  aus  einem  Punkte  in  einer  stationären  Erzeugenden: 
fits^mj  v = r — 2.  i =a  n — 3 -j- d — 1,  x = ^-j-2, 

T =*  ,V  — + 9 -f  rf,  d = /i  — 2 + D. 

Schnitt  mit  der  Berührungsebene  längs  eines  stationären  Erzeu- 
genden 

— r — 3,  v = n — 1,  i = a-|-l,  x=»m  — 4-|-^  — 1, 
t = g — n 1 Jf  9 = X — 3r-f-14-j-rf. 

Salmon,  anal.  Goom.  d.  Raunu*«.  II  2.  Anfl  40 
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Ke^cl  nuB  dem  Punkte  der  Kückkehrkantc  tu  einer  stationSren 
Erzeugenden: 

jUS3>m  — 1,  v = r — 3,  i = n — 4-j'Ö  — *1  * = 

X sss  y — 3r-|-14-|-f/,  — m \ D. 

Schnitt  mit  einer  Ebene  durch  eine  doppelte  Erzeagende  d: 

— 2,  i«o-|-2,  k^m  — 4-|-Ö,  r==^  — 2-f"-^» 

— 2r+  10-f  </—  1. 

Kegel  auä  einem  Punkte  in  einer  doppelten  Erzeugenden  rf: 
v = r — 2,  ic=n  — 4-|-tf, 

T = y — 2r-fl0  + rf—  1,  d«=Ä  — 2-f-ö. 

Schnitt  mit  der  Tangentialebene  lUogs  der  doppelten  Erzeugenden: 
— 3,  »*»n  — 1,  i = x = m — 5-j-ö, 

T=»g  — S = X — 3r-|-154*'^  — !• 

Kegel  auA  dem  Punkte  der  RUckkehrkante  in  der  doppelten  Erzeugenden : 
sjt  m — 1,  v = r — 3,  k ~ ß 1 ^ 

X ^ y — 3r-|-15-i~<i  — 1,  — m -|-  \ D. 

Für  die  Tafel  im  Text  sind  am  Ende  des  Art.  69.  die  nötbigen  Er- 
gänzungen im  E'allc  des  Vorhandenseins  der  Singularitäten  0,  </,  J 
angegeben. 


28)  Art.  74.,  p.  88.  Nicht  ebene  Ciirvcn  dritter  Ordnung  sind  zuerst 
von  Möbius  in  seinem  barycentr.  Calcul  erwähnt  und  sofort  einige 
ihrer  wichtigiiten  Eigenschaften  gegeben  werden.  Zahlreiche  andere 
Eigenschaften  theilte  sodann  Chasles  mit,  in  der  33.  Note  seines 
„Apercu  historique**  und  in  einer  Abhandlung  in  ,,Liouville*8  Journal** 
von  1864,  p.  397.  Neuerdings  sind  die  Eigensi  haften  dieser  Curven 
behandelt  worden  von  Schröter  in  Bd.  56  von  ,,Crelle’s  Journal“  und 
von  Cremona  in  Bd.  1.  2 und  5 der  ,,Anna1i  di  Matern.**  und  in  Bd. 
58,  60  und  63  von  „Crelle’s  Journal'*,  Von  diesen  trefflichen  Arbeiten 
ist  im  Texte  mehrfach  Nutzen  gezogen. 

29)  Art.  77.,  p.  92.  Vergl.  Joachimsthal  „Crcllo's  Journal*'  Bd. 
56,  p.  45.  Cromona  ibid.  Bd.  58.  p.  146. 

30)  Art.  78. , p.  93.  Diese  Keciprocität  ist  in  den  Abhandlungen 
von  Chasles,  Schröter  und  Cremona  näher  entwickelt;  doch  hatte  auch 
hier  Möbius  in  seiner  ,, Statik**  und  in  der  Abhandlung  im  10.  Bd.  von 
„Crelle’s  Journal**  p.  317  schon  tiefe  Blicke  getban.  Jedem  Punkt  im 
Raum  entspricht  eine  ihn  enthaltende  Ebene  Focalebeiie.  Niillebeno 
des  Punktes  — und  eine  Gerade-Directrix;  auch  jeder  Ebene  ein  Punkt 
in  ihr  (Focalpifnkt,  Nullpunkt  der  Ebene)  und  eine  Gerade;  einem  System 
von  Ebenen  das  System  ihrer  Nullpunkte,  einem  System  von  Punkten 
das  ihrer  Nullebencn.  die  beiderseitigen  Directrixeu  sind  in  Bezug  auf 
die  Curvc  rcciproke  Gerade.  Das  Ganze  nannte  Möbius  ein  Null* 
System,  (Vcrgl.  Bd.  1,  .Art.  40.,  5 und  Anm.  8.) 

31)  Art.  82.,  p.  97.  Die  ccntralprojectivische  DarHteliung  zweier 
Kegel  zweiten  Grades  mit  einer  gemeinschaftlichen  Geraden  durch  diese 
Eetzere,  die  Spitzen  und  die  Fluchtlinien  der  Kegel  („Darstellende 
Geometrie**  Art.  81.,  84)  erlaubt,  diese  Eintheilung  ganz  besonders  be- 
quem zu  übersehen,  welche  zuerst  vonSeydewitz  in  „Grunert’s  Archiv“. 
Bd.  10,  p.  211  gegeben  w’urde. 

32)  Art.  83..  p.  99.  Die  im  folgenden  Tbcilo  dieses  Abschnittes 
auseinander  gesetzte  Theorie  ist  einer  vom  Juli  1849  datierten  Abhand* 
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lang  nntnommeo,  welche  der  Verfasser  in  Hd.  5,  p.  2.‘i  des  „Cambridge 
and  Dublin  Math.  Journ.'*  veröffentlicht  hat. 

33)  Art.  88,,  p.  104.  Die  Existenz  dieser  zweiten  Art  von  Raum* 
ciirven  vierter  Ordnung  ist  zuerst  in  der  vorerwähnten  Abhandlung  hc< 
wiesen.  Sie  erschien  später  in  der  unter  8)  erwähnten  Abhandlung  von 
Steiner. 

34)  Art.  89.,  p.  106.  Vergl.  Cremona  „Comptes  rendns**.  Bd.  54, 
p.  604. 

35)  Art.  89.,  p.  106.  Siebe  die  Abhandlung  von  Schwarz  in  Bd.  64, 
p.  1 von  „Crelle*8  Journal**.  Dazu  eine  Darstellung  der  Hanpteigen* 
schäften  derselben  Cnrve  und  Fläche  in  des  Herausgebers  „Darstcll. 
Geometrie“.  Art,  14S. , 13. 

36)  Art.  91.,  p,  110.  Die  Theorie  dieser  Curven  ist  ausführlich 

dargestellt  von  Cremona  in  den  Abhandlungen  der  Akad.  von  Bologna 
von  1861;  siehe  auch  Bd.  4 der  ,,Annali  di  Matern.“  Später  (1868)  hat 
derselbe  noch  den  Specialfall  hervorgeboben , in  welchem  die  vier  sta- 
tionären Ebenen  in  Paaren  vereinigt  sind.  Dann  hat  man  für  die  Coor- 
dinaten  eines  Punktes  der  Cnrve  X{  : Xf  : : ;T4  xs  co^ : co^ : o)  : 1 und  vier 

Punkte  liegen  in  einer  Ebene,  wenn  ihre  Parameter  der  Bedingung  ge- 
nügen Diese  Curve  giebt  ganz  so  wie  die  Curve  dritter 

Ordnung  zn  einem  Nullsystom  Veranlassung  — ihre  Tangenten  sind  wie 
bei  dieser  unendlich  nabe  sich  schneidende  Gerade  in  einem  linearen 
Complex. 

37)  Art.  92.«  p.  111.  Für  Art.  92.  siehe  auch  die  Note  zu  Art.  69., 

p.  82.  Man  findet  Abhandlungen  vonChasles  über  die  Curven  vierter 
Ordnung  (1.  Art.)  in  den  Bd.  54  n.  55  der  „Comptes  rendus**.  Wir  er- 
wähnen hier  noch  der  von  Sylvester  als  ,,Twisted  Cartesian“  hervor- 
gehobenen  Curve  vierter  Ordnung,  welche  der  Ort  eines  Punktes  ist, 
dessen  Entfernungen  von  drei  gegebenen  festen  Punkten  durch  die  Ke: 
lationon  /p  + mp' np”=*a,  /"p  + m'p' -|-  verbunden  sind. 

Diese  Curve  hat  eine  unendliche  Menge  solcher  Brennpunkte,  die  eine 
ebene  Curve  dritter  Ordnung  erfüllen,  den  Ort  der  Brennpunkte  eines 
KegelschnittbUscbels,  dessen  Gnindpunkte  in  einem  Kreise  liegen.  (Siebe 
„Kegclschn.**  Art.  236.,  12.)  Man  kann  diese  Curve  als  Durchdringungs- 
curve  einer  Kugel  mit  einem  parabolischen  Cylinder  erzeugen.  Siebe 
„Philos.  Magazine“  von  1866,  p.  287,  380. 

38)  Art.  94.,  p.  112.  Siehe  „Comptes  rendus“  Bd.  54,  respective 
„Crelle’s  Journal“  Bd.  64,  p.  1.  Die  Frage  nach  dem  Grade  der  Pla- 
narität  der  Developpabeln  ward  von  Cayley  aufgeworfen  in  Bd.  5, 
p.  158  des  „Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal**.  Die  erste  Abhand- 
lung von  C leb  sch  über  die  Anwendung  der  Abcl’schen  Functionen  in 
der  Geometrie  findet  sich  in  „Crelle’s  Journal**  Bd.  63.  Die  Einthcilnng 
der  Curven  in  Geschlechter  nach  der  Classe  von  Aherschen  Functionen, 
auf  welche  sie  führen,  gab  derselbe  ibid.  Bd.  64,  April  1864,  woran 
sich  rasch  ausführliche  Darstellungen  der  Theorie  knüpften.  Das  Ge- 
schlecht p einer  Curve  drückt  sich  auf  vierfache  Weise  ans  nach  den 
Gleichungen 

2p  = (m  — 1)  (m  — 2)  — 2(A  -f-  ß)  = (r  — 1)  (r  — 2)  — 2(p  + ") 

= (r  — l)  (r  — 2)  — 2(a:  + m)  = (n  — 1)  (n  — 2)  — ^g  + a). 

and  die  höheren  Singularitiiteu  sind  wie  in  Art.  69.  zu  berücksichtigen. 
Bei  sich  eindentig  Punkt  für  Punkt  ent.iprechenden  Curven  stimmen 
natürlich  die  Geschlechter  überein.  Siehe  „llüh.  Curven"  Art.  342. 

89)  .\rt.  96.,  p.  114.  Siebe  „Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal“. 
Bd.  6.  p.  158. 

40)  Art.  95.,  p.  115.  Vergl.  die  Dissertation  von  Lipkin:  „Ueber 
die  räumlichen  Strophoideu“.  Jena,  1870. 

41)  Art.  98.,  p.  117.  Wir  kommen  in  Kap.  IX.  auf  die  allgemeine 

40* 
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Theorie  zurück  und  verweisen  darauf  (Art.  479.  f.)  sowie  auf  die  be* 
züglichen  Noten  weiter  unten. 


42)  Art.  101.,  p.  123.  Es  ist  die  ReciprociUit  des  Nullsystems;  die 
Schraubenlinien  sind  Complexcurven  im  Sinne  von  Note  36. 

43)  Art.  102.,  p.  125.  Diese  Gleichung  verdankt  man  Hesse;  siebe 
„Crelle’s  Journal**  Bd.  41.  p.  283. 

44)  Art.  103.,  p.  126.  V'ergl.  die  Abhandlung  von  Clebscb  in 
Bd.  63,  p.  1 von  „Crelle’s  Journal.“ 

46)  Art.  108.,  p.  133.  Vergl.  Noten  von  Hoppe  in  „Crelle’s  Jour- 
nal“ Bd.  60,  p.  182;  Bd.  63.  p.  122. 

46)  Art.  111.,  p.  136.  Man  findet  eiotache  geometrische  Unter- 
suchungen dieser  und  anderer  Formeln  Uber  Raumeurven  in  einer  Ab- 
handlung von  Kouth  in  Bd.  7,  p.  37  des  „Quarterly  Journar\ 

47)  Art.  113.,  p.  138.  Siehe  Monge  „Applications  etc.“  p.  390. 

47*)  Zu  Art  114.,  p.  140.  Ks  war  Jacobi,  der  zuerst  gegen  die  trotz 

Monge’s  richtiger  Angabe  noch  von  Lagrange  in  der  ,, Theorie  der 
Functionen“  besprochene  Möglichkeit,  dass  die  Ourve  der  Krümmungs- 
mittelpunkte zur  Evolute  der  gewundenen  Curve  werde,  bestimmt  nach- 
wies, wie  dicss  nur  bei  ebenen  Curven  stattfioden  könne.  Diess  geschah 
in  dem  kurzen  aber  sehr  lesenswertben  Aufsatz:  ,, Zur  Theorie  der  Cur- 
ven“,  „Crelle’s  Journal“,  Bd.  14,  p.  56—63. 

47^)  Zu  den  Beispielen,  welche  im  Text  dieses  Abschnittes  gegeben 
sind,  werden  noch  folgende  w'citere  binzugefügt. 

1}  Die  conischo  Spirale  oder  die  isogonale  Trajectorio  der  ge- 
raden Erzeugenden  eines  Rotationskegels.  Setzt  man  für  or,  y,  z als 
rechtwinklige  Coordinaton,  t als  eine  unabhängige  Variable,  die  nur 
positive  Werthe  annehmen  soll,  und  m,  n als  Constante 

2 s / cos  {m  log  /),  y ^ t sin  (m  log  0»  2 » n/, 

*1 

so  erhält  man,  weil  x*  + ist,  x*  + — n*  ^ ^ Gleichung 

des  gegebenen  Rotationskegel  und  ” log  (x*  -f-  ^}  = arc  tang 

Gleichung  eines  projiciorenden  Cylinders  der  Curve,  der  von  der 
Ebene  z » 0 in  einer  logarithmischen  Spirale  geschnitten  wird.  Die 
Curve  nähert  sich  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  als  asymptoti- 
schem Punkt. 

Man  erhält 


dx  =•  |coa  (m  log  t)  — m sin  (w  log  rff, 

dy  = ^sin  (m  log  <)  m cos  (m  log  dtj 


dz  ™ n , dt\  daher  ds  ==*  -f-  dy^  -f-  dt*  =*  dt  Vl  -{-  m*  -f-  n*  und 

für  die  Richtungswinkel  der  Tangente 


dx 
d $ 


= cos  a, 


di 


cos 


dt 

di 


cos  y = 


_j_ 


also  constant,  d.  h.  der  Richtungskegel  der  TangcDtenflächo  ist  ein 
Rotationskegei  mit  zur  Axe  z piiralleler  Axe;  die  Länge  des  Bogens  der 
conischen  Spirale  vom  asymptotischen  Punkte  bis  zu  einem  bestimmten 
Punkto  derselben,  ist  gleich  der  Länge  des  zwischen  diesem  und  dem 
Schnittpunkte  der  Ebene  z » 0 liegenden  Stückes  der  Curventangoute 
in  ihm. 
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Der  Winkel  to  zwischen  Kegelseite  und  Curventangente  ist  bestimmt 

j i.  ”* 

durch  cos  m = 

Vl  -f-  m’  -j"  n* 

Für  die  Richtung  der  Hanptnonnale  erhält  man  mit  d$  als  Contin* 
genzwinkel 

di  = Vid  COS  «)*  -j-  {fi  cos  -j-  {d  cos  y)* , 
d cos  a , d cos  8 d cos  y 

-di'  


di 


cos  b s 


d^ 


d.  h.  alle  llauptnormalen  sind  der  Ebene  z « 0 und  folglich  alle  recti> 
ficierenden  Linien  der  Aze  : parallel  oder  die  rectiScierende  Develop- 
pable  ist  der  obep  erhaltene  projicierende  Cylindcr.  dessen  gerade  Er- 
zeugenden die  conische  Spirale  unter  dem  Winkel  y schneiden.  Das 
Analoge  gilt  für  jede  Curve,  deren  Ricbtungskegel  ein  Rotationskegel  ist. 

Man  hat 


dy 

cos». 


dx 


tyi+m‘  + n*di'  tVl  -f  n*  <>9’ 

di  — ™ //  » + 

t r 1 + iB*  4-  n« 


+ ”>*  + 

Der  Krümmungsradius  p ist  daher 

ds  1 -|-  m*  -4-  n* 

'^“5«-- — 


Mit  X = 


vr+ 

dydz*  — dzdt/^,  etc.  hat  man  hier 


X = — y dxdi*  . 


- y dydt*,  Z = y (1  + m«)  rf/* 


und  die  Quadratwurzel  aus  ihrer  Qnadratsumme 

=.  ”■  Kl  +”»*• 


erhält  man  die  Wertbe  für  die  Kichtungscosinus  der  Binormale,  speciell 

/ Tf^* 

cos  y a«  #/  * I **  d.  h.  der  Winkel  zwischen  Binorraale  und 

r i + m*  -f-  n*  * 

zAxe  ist  coDstant. 

Aus  denselben  Werthen  folgt  der  Torsionswinke! 

mn 

dl}  =»  ~XT-^. — - ; — ät 


und  der  Radius  der  Torsion  r ~ 


<Kl  + m*  + »• 

1 m’  -f-  m* 


/,  80  dass  von  der  Ueber- 


einstimmon^  oder  Verschiedenbeit  der  Vorzeichen  von  mn,  n das  Rechts 
oder  Links  der  Windung  abhäiigt. 

Weil  di  •.  dl)  constant  ist,  so  gilt  der  Satz  von  Bertrand,  die  rec- 
tificierende  Doveloppable  ist  ein  Gelinder,  dessen  Erzeugende  von  der 
Curve  unter  constantem  Winkel  geschnitten  werden. 

Der  Winkel  zwischen  zwei  Hauptnormalen  ist  Kd9' + 
der  Radius  der  Schwingungskngcl  fl  = ^— < und  der 
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Abstanil  ihres  Mittelpunktes  von  der  Schmiegungsebene  = p 


Fl  + M*+a* 


Der  Schraiegnngsradius  ist  zur  Kegelflschc  a*  "t"  « normal  und 

schneidet  ihre  Axe. 

Oie  Tangentenflächc  der  conischen  Spirale  ergiebt  sich  durch  Eli- 
mination von  t zwischen  x cos  (m  log  t)  -\-  y sin  (m  log  l)  — -- 0, 

n 

[y  — mx)  cos  (m  log  <)  — (x  + my)  sin  (m  log  <)  + ’"  ' = Oi  erhält 

— -1^  und  als  Gleichung  der  Devcloppabeln 

X«  + i-»  - i^  + yy ^'  + y'~0  + 

^ + y.  _ l|)  sin  mlog  (^  + i ^x«  + y*  - i|). 


Oie  zu  xy  parallelen  Ebenen  schneiden  sie  unter  dem  constanten 
Winkel  v. 

2.)  Die  sphärische  Epicycloide,  deren  W’älzungskreis  dem 
Urundkreis  gleich  und  zu  ihm  normal  ist. 

Für  den  Alittelpiinkt  der  Kogel  als  Coordinatenanfang  und  xy  als 
zur  Ebene  des  festen  Kreises  i = — 1 parallel,  sowie  ip  als  den  veränder- 
lichen Wiukol  der  Symmetrieebene  beider  Kreise  mit  ihrer  Anfangslage 
in  y = 0 sind  die  Coordinaten  des  beschreibenden  Punktes,  der  in  der 
Anfangslage  mit  x=i,  y = 0,  z = — 1 zusammen  fällt,  durch 

a:  = 1 -f-  cos  ip  (1  — cos  ip),  y - sin  ip  (1  — cos  <pj,  z = — cos  ip 

ausgedrückt.  Die  Curve  ist  daher  der  gemeinsame  Schnitt  der  Kugel 
3-»  yf  _|- t«  = •>  _ des  parabolischen  Cylinders  (i -|- j.)* -|- x — i =•  0 
und  des  Kotationskegels  (x  — 1)’  -f  y*  — (:  + 1)*  •=  0,  also  eine  Raum- 
curve  vierter  Ordnung  erster  Art.  Sie  hat  in  x = 1,  y = 0,  z = 1 
einen  stationären  Punkt  und  in  (—  1,  0,  -f-  1)  eine  stationäre  Ebeno 
von  der  Gleichung  x -f-  8 z = 2.  Der  Krümmungsradius  ist 

sin  ^ (3  + cos  ip)| 

^ Kt  -+•  2 cos  9 ’ 

und  hat  also  für  qp  =—  0 im  stationären  Punkt  den  Werth  0 und  für 
ip  >=  n in  der  stationären  Ebene  den  Werth  2KÖi4. 

Der  Radius  der  Torsion  ist  dort  Null,  hier  Unendlich  und  allgemein 

7 -f-  2 cos  qi 
3 cot  5 


Der  Maximalwerth  von  y ist  + J Vi  und  tritt  ein  für  q>  =•  i -g-  ■ 

Die  üesammtlUngc  der  Curve  ist  A{Vi  + log  nat  (1 -f- KÄ)). 

Mit  den  Abkürzungen  n = 3(x  — : — 2),-  b = 2y,  e = — (x  i), 
e = — (x  -|-  3z  — 2)  ist  dieGlcichungderSchmiegungsebenc  n-t-4i tan  ^ 

6c  tan’ ^ e tan*  ^ ==  0 und  die  Gleichung  der  Tangentenfläche 
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der  Corve 


a{ae  + 3r*)  — 6c  (uc  -f*  3c*)  {3h*  — iac)  — 3e  (36*  — 4oc)*  = 0, 
und  man  hat 


ac  + 3c*=12{(z-|-i)*+j:  — i}..H6*  — 4flc=l2  {(x  — l)«  + i/*-(x+ 1)*}. 
3)  Die  DurcbschnilUcurve  de»  elliptischen  CyÜnJen*  ~ -I-  ^ 1 

ß*  6* 

mit  dem  coaxialen  Rotationsparaholoid  .r* -f- ;/*  s»  2 pz  kann  durch  die 
Substitution  x = a cos  t/  ^ b siii  0 behandelt  werden ; ebenso  die  Durch« 

X*  V* 

schnittscurvc  des  hyperbolischen  Cyliuders  — , — « 1 mit  demselben 

ß*  0* 


Paraboloid  durch  x =*  ß sec  y = 6 tan  Für  die  Mittheilnng  der 
Resultate  haben  wir  nicht  Haam.  l>ie  RectiHcation  erweist  »ich  als  nur 
von  olliptUchen  Intej^ralen  abhängig.  J.  Booth  hat  die  Durchdringungen 
der  Flächen  zweiten  Grades  in  einem  besondern  Werke  behandelt: 
,yThe  Theorie  of  KIliptic  Integral»  und  the  Properties  of  Surfaces  of 
the  second  order.“  1851  nnd  ferner  in  Ahbandlungen  in  den  „Philosoph. 
Transactions**  von  1852  und  1854.  Auch  Tortolini  bat  sich  in  dem« 
selben  Sinne  mit  ihnen  ausdauernd  beschäftigt. 


48)  Art.  116.,  p.  143.  Der  Leser  wird  weitere  Details  über  die  in 
diesem  .Abschnitt  behandelten  Gegenstände  in  einem  Memoir  von  de 
Saint*  Venant  im  „Journal  de  TeVole  polytechnique“,  Heft  30  finden, 
welcher  in  einer  Tafel  an  hundert  Formeln  der  Transformation  und  Re- 
duction  der  Berccbmingen  in  Bezug  auf  die  Theorie  der  nicht  ebenen 
Curven  vereinigt  hat;  und  in  einer  Abhandlung  von  Frenet,  „Liouville's 
Journ.**,  Bd.  17,  p/  437.  Ich  entnehme  die  folgende  historische  Skizze 
dem  Mcm.  von  de  Saint-Venant:  Unebene  krumme  Linien  sind  nach 
einander  studiert  worden  durch  Clairaut  („Ueclierches  sur  les  courbes 
A double  Courbure,**  1731),  welcher  den  zu  ihrer  Bezeichnung  gobrUnch- 
lichsten  Namen  in  Anwendung  brachte  (den  jedoch  vorher  schon  Pilot 
in  Gebrauch  hatte)  und  für  die  Projoctionen  dieser  Ctirvcn,  für  ihre 
Tangenten,  Normalen,  Bogen,  etc.  Ausdrücke  gegeben  hat;  durch 
Monge  („Memoir  sur  les  dc'veloppdes,“  etc.,  1771  vorgelegt  und  im 
Hd.  lü  (1785)  der  „Savants  e'trangers**  anfgonommeo;  auch  in  seinem 
, (Applications  de  FAnalyse  k la  Ge'oroctrie**]«  welcher  Ausdrücke 
gab  für  die  Normalebene,  das  Centrum  und  den  Radius  der  Krümmung, 
die  Evoluten,  die  I*olarlinien  und  abwickelbaren  Polarflächcn,  das 
Centrum  der  osculierenden  Kugel,  für  das  Kriterium  der  Punkte  ein- 
facher Inde.xion,  io  welchen  vier  auf  einander  folgende  Punkto  in  einer 
Ebene  liegen,  und  der  Punkte  linearer  bei  üim  doppelter  Intiexion,  wo 
drei  auf  einander  folgende  Punkte  einer  geraden  Linie  angchören;  durch 
Tinseau  („Solution  de  quelques  problcmes“,  etc.  vorgelcgt  1774,  „Su- 
vants  ctrangers**,  Bd.  9,  1781),  der  zuerst  die  Osculntionscbene  und  die 
durch  die  Tangenten  erzeugte  Abwickclungsflächc  betrachtete;  durch 
Lacroix  („Calcul  differontier*),  der  der  erste  war,  welcher  den  For- 
meln durch  Einführung  der  I>ifferentiale  der  drei  Coordinaten  symme- 
trische GestHlt  gab;  nnd  durch  Lancret  („Mämoirc  sur  les  courbes  a 
double  courbure,**  gelesen  1802  und  im  Bd.  1,  1805,  der  ,,Savants  dtran- 
gers  de  ITnstUnt**  veröflfentlicht),  welcher  den  Torsionswinkel  berechnete 
und  die  Betrachtung  der  rectificierenden  Linien  und  der  rectificierenden 
Fläche  einführte.  ln  neuester  Zeit  sind  zwei  besondere  Werke  über 
diese  Theorie  erschienen,  welche  man  mit  Vortheil  studieren  mag,  näm- 
lich W.  SchelFs  „Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung 
in  rein  geometrischer  Darstellung**,  Leipzig  1859  und  P.  Serret's 
„Theorie  nouvelle  g^omätrique  et  mdcanique  des  lignes  A double  cour- 
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btire*^,  Pari»  18C0.  In  W.  R.  Hamilton’s  „Klements  of  Quatcruious“ 
finden  sich  einige  interessante  und  neue  Untersuchungen,  z,  It.  die 
Theorie  der  osculierenden  Haiimcurve  dritter  Ordnung  durch  sechs  auf 
einanderfolgende  Punkte  der  Curvo. 

Metrische  Eigenschaften  der  gemeinschaftlich  umschriebenen  Devc- 
loppabeln  von  zwei  Flachen  hat  in  einer  den  Methoden  dieses  Abschnitts 
enlsprechendeii  Weise  Enneper  untersuclit  in  ,, Zeitschrift  fiir  Math, 
u.  Physik**  Bd.  13,  p.  322. 

Ich  finde,  dass  die  Osculutionsebene  einer  Uaumeurve  schon  1728 
von  Joh.  Bornoulli  in  dem  Problem  betrachtet  worden  ist:  In  superficie 
quaennque  curva  ducerc  lineani  intrr  duo  puncta  brevissimam**.  (Vergi. 
„Opera  omnia'*  Bd.  4.,  p.  113.) 

49)  Art.  117.,  p.  144.  Die  Geometrie  auf  den  FUlchon  zweiten  Gra- 
des, sowie  auf  den  Flächen  dritter  und  denen  vierter  Ordnung  etc.  in 
speciellen  Fällen,  ist  in  neuerer  Zeit  in  gewissem  Sinne  begründet 
worden,  von  welchen  Untersuchungen  wir  im  Kap.  VIII  eine  Uebersicht 
geben.  Für  den  hier  nächstliegeudcn  Sinn  dieses  Begrififes  ist  noch 
Note  69  zu  vergleichen. 

50)  Art.  117.,  p.  144.  Siebe  Dickson'a  Note  „Cambridge  and 
Dnblin  Math.  Journ.**  Bd.  5,  p.  168. 

51)  Art.  117.,  p.  144.  Der  Satz  rührt  von  Gauss  her,  der  ihn  auch 
durch  die  Variationsrechnung  bewies.  Siche  den  Anhang  der  Liouville’ 
sehen  Ausgabe  von  Monge's  „Applications**  p.  528.  Ebenda  p.  576  steht 
die  Entwickelung  über  den  Radius  der  geodätischen  Krümmnng  in  Art.  120. 

62)  Art.  120.,  p.  146.  Dieser  Beweis  lührt  von  Graves  her:  „Crelle’s 
Journal“  Bd.  42,  p.  279. 

63)  Art.  123.,  p.  150.  Siehe  .Jacobi  in  „Crelle’s  Journal“  Bd.  19, 
p.  309  (1839)  — vergi.  „Vorlesungen  über  Dynamik“  p.  212.  Ferner 
Joachimstbal  ,,Crelle's  Journal*'  Bd.  26,  p.  155.  Bonnet  „Jonrnal 
de  Pdcole  polytechnique**  Bd.  19,  p.  138.  Dickson  „Cambridge  and 
Dublin  Mathem.  Joum.“  Bd.  6,  p.  168.  Die  Theorie  der  geodätischen 
Linien  auf  dem  Rotationsellipsoid  insbesondere  dem  abgeplatteten  unter- 
suchte schon  Legendro. 

Die  Probleme  der  gcodutiscbcu  und  der  Krümmungs-Linien  auf  den 
krummen  Flächen  können  wie  alle  metrischen  Probleme  projectivisch 
verallgemeinert  werden  (Vergi.  Bd.  1,  Art.  232.),  indem  man  die  Ortho- 
gonalität von  Linie  und  Ebene  als  das  Coiijugiertsein  in  Bezng  auf  eine 
feste  absolute  Fläche  zweiter  Ordnung  fasst.  Dann  ist  eine  geodätische 
Linie  auf  der  Fläche  = 0 eine  C?urve  in  ihr,  deren  Schmiogungs* 
ebene  im  Punkte  ;Tt  den  Pol  der  entsprechenden  Tangentenobene  von 
aas  0 in  Bezug  auf  die  Absolute  £xi*  ^ 0 enthält;  und  eine  Krüm- 
mungslinie eine  solche,  für  welche  die  Geraden  von  ihren  Punkten  nach 
den  Polen  der  entsprechenden  Tangentialebenen  von  ^ » 0 in  Bezug 
zur  absoluten  Fläche  eine  dcveloppable  Fläche  bilden.  Die  Differen- 
tialgleichungen dieser  Ciirvcn  sind  dann  die  Determinanten 

^ i . X, . (1x3  • = 0,  I!  i/i . tll'f  . Xi.  <tXi  = 0. 

Lürotb  hat  in  der  „Zeitschrift  für  Math,  u,  Physik“  Bd.  13,  p. 
156  gezeigt,  dass  die  Integration  der  Gleichung  der  geodätischen  Linien 
für  Flächen  zweiten  Grades  auch  in  dieser  Form  durch  Multiplication 
mit  der  der  Krümmungslinien  und  durch  die  projectivische  Erweiterung 
des  Begriffs  der  elliptischen  Coordinaten  auf  hyperelliptische  Integrale 
erster  Gattung  zurUckführbar  ist,  wie  bei  den  gewöhnlichen  geodä- 
tischen Linien,  und  dass  auch  fiir  die  projectivisch  verallgemeinerten 
Krümmungslinien  die  Beziehung  zu  den  projectivisch  verallgemeinerten 
Confocalen  zu  gelten  fortfährt.  (Bd.  1,  Art.  196  f.) 

6.3*)  Art.  123.,  p.  151  zur  Schlussbemerkung.  Das  Product  der 
beiden  Determinanten  ist  bis  auf  einen  Factor  Hds  die  der  Bedingung 
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Ü^dx-^U^tly-\-U^dz^O  unterworfene  vorige  Gleichung,  so  dass  für  Flächen 
zweiten  Grades  die  Determinante  der  Kriimmangslinien  der  integrierende 
Factor  für  die  geodätischen  F^inien  ist.  Hesse  hat  gezeigt,  dass  das 
so  erhaltene  Integral  ausschliesslich  den  Letzteren  angeiiürt;  die  De* 
merknng  über  das  Product  rührt  nach  ihm  von  Gehring  her.  (,,Vor- 
lesungt  n über  die  analvt,  Geom.  d.  Raumes“  p.  3*24.) 

54)  Art.  124  , p.  152.  Hart  bewies  in  Dd.  4,  p.  84  des  „Cambridge 
and  Dublin  Math.  Journal“  den  Satz  also:  Detrachtet  man  irgend  einen 
ebenen  ächnitt  eines  Ellipsoids,  und  nennt  n die  vom  ^littelpunkt  des 
Schnittes  auf  die  Tangente  gefällte  Normale,  d den  zur  nämlichen 
Tangente  parallelen  Durchmesser  des  Schnittes  und  i den  Winkel,  den 
die  Schnittebelle  mit  der  Tangentialebeno  der  Fläche  in  dem  Punkte 
des  Schnittes  bildet,  so  ist  längs  des  Schnittes  nd  constant  und  pD  ist 
offenbar  in  einem  constanten  Verhältnisse  zu  nd  Bin  d.  h.  pD  verän* 
dert  eich  proportional  mit  sin  i und  ist  also  ein  Maximum  dort,  wo  die 
Ebene  des  Schnittes  zur  Fläche  normal  ist.  Da  aber  die  geodätische 
Linie  eine  Reihe  von  Normalschnitten  osculiert,  so  ist  für  eine  solche 
pD  constant  und  sein  Differential  stets  Null. 

55)  Art.  125.,  p.  153.  Diesen  Satz  und  seine  in  dem  folgenden 
Art.  entwickelten  Conseqoenzen  gab  Mich.  Roberts  in  „Liotiville^s 
Journal“  Dd.  11,  p.  1. 

56)  Art.  127.,  p.  154.  Die.ss  geschah  zuerst  von  Liouville  in 
seinem  Journal  Dd.  9,  p.  401. 

57)  Art.  129-,  p.  155.  Siehe  Desge  in  ,,Liouvii1e’s  Journal“  Dd. 
14,  p.  247.  Die  Entwickelung  von  M.  Roberts  steht  ibid.  Bd.  15,  p.  291. 

58)  Art.  130.,  p.  157.  Die  Sätze  dieses  Art.  sind  einer  Abhandlung 
von  Chasles  entnommen,  siehe  „Liouviile's  Journal“  Bd.  11,  p.  5. 

59)  Art.  134.,  p.  159.  Die  elliptischen  Coordinaten  bilden  hier  einen 
Speeialfall  der  Ausdmeksweise  des  Art.  191.,  der  wir  weiterhin  die  An- 
merk. zu  Art.  154.  widmen.  Cayley  wendet  in  seiner  Abhandlung 
„On  Geodosics“  in  den  „Proccedings  of  London  Math.  Society“  von 
1872,  p.  199  die  elliptischen  Coordinaten  in  einer  etwas  abweichenden 
Form  an.  Wenn  ein  Punkt  in  der  Fläche  zweiten  Grades 


r ,,z  .T 

^ 6 ^ c 


Durchschnitt  derselben  mit  den  beiden  confocalcn  Flächen 

•*  _ I ^ — -I * = I - ~L  ^ t ^ _ -a  1 

n p'  b p c-f-p  * + 

ist,  80  sind  p und  g die  beiden  Coordinaten  desselben;  p » const., 
q = const.  bezeichnen  KrUmmungsIInien  und  wir  erhalten  nach  Art. 
160.  Dd.  l Ausdrücke  in  p und  g für  x,  y.  t.  Die  Differentialgleichung 
der  geraden  Linien  (asymptotischen  Curven)  der  Fläche  ist 

+ ,,,  =.  0. 

KC«  + p)  (*  + p)  (c  H-  p)  V(a  + q)  (b  + q]  (c  + q) 

In  dem  gewöhnlichen  Fall,  w'O  die  Fläche  ein  Ellipsoid  und  a^b'^c 
ist,  können  die  Coordinaten  p und  g unterschieden  werden,  indem  man 
annimmt,  dass  p zwischen  den  Grenzen  •— a,  6 und  g zwischen  — 5, 
— c liege. 

60)  Art.  134.,  p.  160.  Diese  Bemerkung  machte  M.  Roberts  in 
,,Liouvil!e’8  Journal“  Bd.  15,  p.  289. 

61)  Art.  136.,  p.  161.  So  wurde  die  Flache  des  Ellipsoids  zuerst  aus- 
gedrückt  durch  Legendreiti  ».Trait^desfonctionselliptiques“  Dd.l,p.  532. 

62)  Art.  1H7.,  p.  162.  Dies  ist  mit  Jacobi's  erstem  Integral  der 
Differentialgleichung  der  geodätischen  Linien  identisch,  welches  (Art. 
121)  mit  dem  Satz  von  Joachimsthal  eng  verbunden  ist.  Siche 
Hesse's  „Vorlesungen“  p.  328. 
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Wir  Torweisen  den  Leser  auch  auf  die  von  Weierstrass  ange> 
wendete  Inteprationsmethode  in  den  „Monatsberichten  d Akad.  v.  Her- 
Im‘*  1861,  p.  986. 

In  der  Bezeichnung  der  Note  59)  (Cayley)  wirb  die  obige  Gleichung 


mit  0 als  Integrationsconstante  — nahezu  die  von  Jacobi  in  den  »Vor- 
lesungen über  Dynamik'*  Vorl.  28  gegebene  Form, 

6.3)  Art.  142.,  p.  165.  Diesen  Satz  und  die  ihm  vorhergehenden 
Sätze,  von  denen  sein  Beweis  abhängt,  verdankt  man  M.  Roberts, 
der  diese  Gebiet  der  Oeomotric  so  sehr  bereichert  hat.  Siche  ,,LiouvilIe*s 
Journal**  Bd.  13,  p.  1 und  Bd.  16,  p.  276. 

64)  Art.  143.,  p.  167.  Siebe  ,, Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal** 
Bd.  4,  p.  192. 

65)  Art.  144.,  p.  170.  Die  Sätze  dieses  Art.  rühren  von  Hart 
,, Cambridge  and  Dublin  Math.  .Journal'*  Bd.  4,  p.  82  her,  die  Methode 
des  Beweises  aber  von  W.  Roberts,  siehe  „Liouville’s  Journal*'  Bd. 
2 (1857),  p.  213. 

66*)  Art.  146.,  p.  171.  Die  Niveau-Curvc  durch  den  Scheitel  eines 
Passes  oder  die  Ausflussstcllo  eines  Sees  hat  diesen  Punkt  znm  Doppel- 
punkt. Vergl,  Reech  in  Bd.  21  (1858)  dos  „Journal  de  Pecolo  poly- 
techn.“  p.  169;  Cay  ley  in  Bd.  18  des  „Philosoph.  Magazin*'  (1859)  p.  264. 

66)  Art.  148.,  p.  172.  Die  berühmte  Abhandlung  von  Gauss 
„Disquisitiones  circa  superßeies  curvas**  (1827)  ist  wieder  gedruckt  im 
Anhang  zn  TJouviUe’s  Ausgabe  von  Monge  „Applications“;  und  in  fran- 
zösischer Uebersetznng  auf  Grund  dieses  Abdrucks  in  „Nouvelles 
Annales**  Bd.  11,  p.  195—252.  Jetzt  im  4.  Bd.  von  Gauss’  Werken, 
Göttingon  1873. 

67)  Art.  153.,  p.  178.  Die  Bemerkung,  dass  die  Anwendung  der 
Multiplicationsregel  das  Resultat  in  einer  dem  Beweis  des  Gauss’schen 
Satzes  entsprechenden  Form  liefert,  ist  von  Williamson  gemacht. 

68)  Art.  164.,  p.  180.  Der  Ausdruck  enthält  zweite  Differential- 
coefficienten  von  A’,  Oy  also  dritte  der  Coordinaten,  die  jedoch  ver- 
schwinden müssen,  weil  der  Originalausdruck  E’ G*  — /*’*  nur  zweite 
Diffcrcntialcoefticienten  der  Coordinaten  enthält. 

Man  vergleiche  Liouville*s  Ausgabe  von  Monge  ,, Applications“  p. 
523.  Bertrand,  Diqnet,  Puisenx  haben  (vergl.  „Liouville’s  Jour- 
nal“ Bd.  13,  p.  80;  Anhang  zu  Monge  p.  583)  den  Gauss'schcn  Satz 
durch  die  Berechnung  des  Umfangs  und  Inhalts  einer  geodätischen 
Kreisfläche  von  sehr  kleinem  Radius  s in  einer  beliebigen  krummen 

Fläche  begründet.  Sie  fanden  für  den  Umfang  2ä«  — , und  für 


den  Inhalt  ttä* Voraussetzung,  dass  beide  durch  die  be- 

trachteten Deformationen  ungcäodert  bleiben,  fordert  die  Constanz 
von  HH\ 

Beltrami  bat  in  einer  Reihe  von  Abhandlungen  die  Vortheile  ent- 
wickelt, welche  die  EinfUbruDg  gewisser  Ausdrücke,  die  er  Differential- 
parameter erster  und  zweiter  Ordnung  nennt,  in  die  mit  der  Lehre  vom 
Krümmungsmaass  zusammenhängenden  Formeln  mit  sich  bringt.  Wir 
verweisen  dafür  anf  seine  übersichtliche  ZusainmenstelluDg  in  Bd.  1,  p. 
575  der  ,,Mathem.  Annalen“,  aus  der  man  die  Originalquellen  erfährt. 

68*)  Art.  154.,  p.  180.  1)  Für  dieDifferentialgleichungderKrümmnngs- 
lioion  und  die  Gleichung  der  Hauptkrümmungsradien  io  den  Variabelii*) 


*)  Statt  p,  q bei  Gauss,  setzen  wir  zur  Vermeidung  von  Verwech- 
selungen u,  V. 
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Uf  V und  den  Gauas'schen  Constanten  geben  wir  noch  — > vergleiche 
übrigens  die  Anmerkung  itn  Texte  — die  folgende  Ableitung  im  dircctcn 
Anschluss  an  Art.  45.  Für  =0  als  Qieichung  der  Fläche 

sind  die  A^  C den  U\-,  Bf,  Vf  proportional  und  AdX'\- Bdy-\’Cdz^<i 
Ist  die  Differentialgleichung  der  fläche.  Nach  Art.  45  habeu  wir  dann 
für  a,  V als  Coordin<aten  des  Schnittpunktes  zweier  benachbarter 
Normalen  die  beiden  Gruppen  von  Gleichungen 

a = X A$f  ß = y + B$,  y = z -f  rö; 

0 =-d  a:  -f  Ad$  + $dA,  0 = rfy  + + ^dB,  0 =*  rfz  + Crfö  + $dC ; 

und  aus  ihnen  durch  Elimination  von  $ und  d$  die  Gleichung  des  Art.  45. 

Irfx,  rfjf,  rfl| 

\a.  B.  C\=0. 

Ua.  dB,  dq 


Man  kann  dieselbe  nach  Art.  13.  der  ,, Vorlesungen*' 

adx  -j-  ö'fir  -f-  b'dy  edz  ■ 

ftdA  bdB  -f-  cdCj  a dA  b dB  -f-  c dC  | 


in  die  Form 
0 


schreiben,  weil  ihre  linke  Seite  mit  dem  durch 


ta,  b,  ci  frfx,  dy,  dz 
i,  b , c'ii  ■ [dA,  dB,  dC 

bezeichneten  Product  Ubereinstimmt.  Man  berechnet  nun  die  Grossen 
adx bdy -{- edz,  adx Vdy edz^  indem  man  für  rfx,  dy^  dz  die 
Werthe  adu  a'dv^  etc.  substituiert  und  findet  respeclive  Edu  FdVf 
Fdu Gdu.  Man  differentiiert  ferner  die  Identitäten  aA-\-bB‘\-Cc—0, 
a A + b' B -f-  c C =*  0 und  erhält 

adA  + bdB  + cdC  — {Ada  -f  Bdh  + Cdc\ 
adA  + FdB  + c'rfC  — {Ada  + Bdh*  + Cdc)\ 

daraus  aber  durch  Substitution  von  da adu a etc.  für  beide 
Grössen  die  Werthe 

— {Ddu  D' dv)  und  — {D' dn  D"dv)\ 

sodass  die  Gleichung  der  Krümmungslinicn  wird 
Edu  Fdvy  Fdu  Gdv  ' 

\ Ddu  + D’dv,  D’du  -f  /)''rfPii 
oder  wie  diess  auch  geschrieben  werden  kann 

Ijrfo*,  dudVy 

lU,  F , f?  i:  = 0. 

llD,  />'  , /?"ll 

Die  Gleichungen  d ^ dx  Ad^  ^dA^y  etc.  gehen  mit 
dA  = A^du  + Af  dvy  etc.  in 

0 = (a  $ A^)du  (ö  -f-  $ Af)  dv  A d$, 

0 = (ft  -f-  $Bi)du  -f-  (6'  -\-$Bf)dv  + ßd^y 

0 « (c  + OCt)du  -f  (c  + H-  CdO 

übert  welche  durch  Eliminution  von  duy  dvy  d^  zur  Bestimmung  von  $ 
eine  quadratische  Gleichung  liefern,  die  der  des  Art.  36.  entspricht.  Ist 
B der  Krümmungsradius,  so  hat  man 

ß*  “ («  - x)*  + (0  - y)«  + (y  - z)\  - 

und  mit  Substitution  des  entsprechenden  Werthes  von  9 in  die  Resul- 
tante ist  die  Gleichung 
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+ A,H,  iVj  + Ä,H,  cVj  + C,/?! 

'aVj  4-  A,ll,  b’Vj  + //,«,  c'VÄ  + C,/fi  “ 0- 

: A V I 

Man  kann  dlcfielbo  wie  die  vorige  behandeln  und  erbHit  dann 

' + H {A,a  -f  B,b  + C,  r).  fVa  -f-  n {A,a  -f  4*  C,c)\  ^ 

F}'  A R (Afü  -|-  ßfb  -|-  O}  A R (A^a  -f-  Bfb  f’fc)( 

wo  die  Coeffic.ienten  von  R nach  dem  Vorigen  mit  — • /),  — D\  — D*' 
überein^timmen,  so  dass  sie  w'ird 

Ort  — eVa  , D'H  - fVA\  ^ ^ 
o'rt  — FVa  , D"R  - oVä\  ™ 

Das  Maass  der  Krümmung  folgt  hieraus 

/)/)"  — />'t 

{EG  — O» 

und  die  Grosse  im  Zähler  ist  in  der  That  der  Factor  von  in  der  Rech> 
nungaufp.  178  oder  der  Determinantenausdruck  nach  Zeile  10  daselbst. 

2.  Beztiglich  der  quadratischen  Gleichung  zur  Bestimmung  von  R 
ist  cs  evident,  dass  mit  Beschränkung  der  Untersuchung  auf  eine  der 
beiden  Krümmtingsünicn  der  corrcspoiidierende  Werth  von  R linear  be- 
stimmt werden  mnss.  Man  erhält  die  entsprechende  Formel  sofort  aus 
den  Glcicliungcn  0 ^ dx  Ad$  $dA.  etc.,  indem  man  dieselben  mit 
dXf  dy^  dz  rcspective  multipliciert  und  die  Producte  addiert,  in  der 
Summe  aber  für  $ seinen  Werth  R:yj  substituiert;  nämlich 

Vj  {ilx*  + ,ly*  + fh*)  + Ä {AxiiA  + rlydß  + dzdC)  = 0, 

wo  r/x*  -f-  rf//*  -j-  f/j*  Ä»  Edit*  2Fdudv  Gdv*  ist.  Da  endlich  aus 
der  Gleichung  der  Fläche  Adlx  ß dy  -|-  Cdz  » 0 so  folgt 

dxdA  -f  dydß  -f-  = — (Atßx  + Bd^y  -j-  Cä^z) 

oder  nach  den  Werthen  der  rf*x,  ctc.  in  Art.  153.  und  nach  denWerthen 
von  />,  D\  //'  in  der  Anmerkung  zu  Art.  151. 

= — (örfii*  -\-2D'dudv  -f 
sodnss  die  Gleichung  wird 

/{(DdiA  + 2 n'diidv  + D"dv‘)  — V'Ä  (Kdu'  + -iFdudv  + Gd«*)  = 0. 

Wenn  man  in  ihr  dem  Verbal  tniss  du'.dv  den  einen  oder  den  andern  der 
durch  die  Diffcreatialglcichung  der  Krümmungslinien  bestimmten  Werthe 
beilegt,  so  bestimmt  eie  den  entsprechenden  Werth  des  KrUmmungS' 
radius  linear. 

ludcm  man  aber  die  Gleichung  in  der  Form  schreibt 
(rtO  - eVJ)  du>  + 2(rtO'  — FVÄ)  dud«  + [HD"  — GVa)  rf»*  = 0 

und  die  Bestimmungsgleicbung  für beachtet,  erhellt,  dass  sie  in  jeder 
der  beiden  Formen  ausdrückbar  ist 

(rtO  — eVÄ)  du  + (HD'  — FVÄ)  du  =■  0, 

(HD'  - fVj)  du  + (HD"  — OVa]  rfu  = 0; 

oder  was  dasselbe  sagt,  die  Gleichungen  der  Krümrauugs- 
Hoien  und  der  Krümmungsradien  können  in  den  vollständigeren 
Formen 
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I«  , Edu  + Fdv,  fdu  + adv  I dl,  , H/J—SV'j,  HD'-FVj 
\yj,  Ddu  + D'dv,  D'du  + D"d,i\  ’ ;i  — du,  flD'  — fVj,  IW"  - GV'JI  ~ 

ausgcsproclien  werden;  von  welchen  die  erste  die  quadratische  Gleichung 
der  Krümmungslinien  und  linear  den  Werth  von  R für  jede  derselben, 
die  zweite  die  quadratische  Gleichung  der  Krümmungsradien  und  linear 
die  Kichtung  der  Krümmungen  für  jeden  Werth  des  Krümmungsradius 
bestimmt.  Man  erkennt  auch,  dass  die  quadratischen  Gleichungen  für  H 
und  tht  : do  durch  lineare  Transformation  aus  einander  hervorgehen. 

Die  lineare  Gleichung 

R!.Ddu^  + 2D' dudv  + 0"dv^)i=Vj(£du*  iFdudo  + «rf«*) 

bestimmt  für  einen  beliebigen  Weith  des  Verhältnisses  du  : dv  den 
Krümmungsradius  des  Normalschnittes  durch  den  nächstfolgenden  Punkt 
{u-\-du^  a ^ Der  Krümmungsmittelpunkt  dieses  Schnittes  ist  in 
der  That  der  Durchschnittspunkt  der  Normale  in  (u,  v)  mit  der  durch 
den  Mittelpunkt  der  Verbindungsgernden  von  (»/,  a)  mit  tu-\‘duf  v-\-dv) 
normal  zu  ihr  gelegten  Ebene.  Für  a,  fi,  y als  laufende  Coordlnaten 
sind  die  Gleichungen  der  Normale  wie  vorher 

= |3  = y4*  y = s -f  6^» 

also 

(a  — x)*  + {ß  — y)'  + (y  — :)*  « oder  R^  = $*J,  $^R:Vj 

für  eine  in  der  Normale  vom  Fiisspunkt  aus  gemessene  Länge  H;  dann 
ist  die  Gleichung  der  fraglichen  Ebene  ^ 

(a  — X — ^dx  — i f/ *x  — etc.)  (r/x  -j-  ^ (fix  ctc»)  * • = 0 

oder  mit  Ersetzung  von  o — x,  ß — y — z durch  /M  : • V 

RC  : Vd  und  mit  Unterdrückung  der  Unendlichklcinen  von  höheren 
Ordnungen 

4-  id>y)  + C(dz  + id«:)}  - + <>,/  + dz*), 

was  sich  wegen  Adx  + üdy  + Cdz  » 0 auf 

R {AePx  + Bd*,j  + Cd»i)  —Vj{dx*  + dy*  + dz*)  = 0 

oder  mit  Einsetzung  der  Werlho  von  dx,  </*x,  . , in  die  obige  Glei- 
chung um  formt.  •) 

Die  Formel  erklärt  die  Bedeutung  der  Coefficienten  ß,  D\  D" \ sic 
zeigt  nämlich,  dass  die  Gleichung 

D difi  + 2 D* dudv  D" do*  » 0 

die  Richtungen  der  Indexions-  oder  Haupt* Tangenten  Im  Punkte  (u,  ü) 
bestimmt. 

Für  » 0,  />"  a»  0 geht  diese  Gleichung  in  dudv  = 0 über  und 
man  erhält  dann  u » const.,  o const.  als  die  Gleichung  der  Inflczions* 
oder  naupttangeiiten*Curven  oder  der  asymptotischen  Cur* 
ven,  die  in  jedem  Punkte  mit  der  Richtung  einer  Inflexionstangentc 
zusammen  fallen. 

3.  Wir  können  auch  die  Parameter  u,  v so  bestimmt  denken»  dass 
die  beiden  Systeme  von  KrUmmiingslinien  den  Gleichungen  u =3  conat., 
V rsB  const.  rcspectivo  entsprechen.  In  diesem  Falle  hat  die  Differential* 
gleichung  der  Krümmungsliuien  die  Form  d.  h.  es  müssen  F 

*)  Vergl.  Williamsüü  io  Bd.  11  (1871)  des  „Quarterly  Journ.“, 
p.  364. 
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und  D'  gleich  Null  sein:  // » 0 sind  also  die  Bedingungsglei- 

chuDgeu,  welche  für  UE^const.,  e » const.  als  Form  der  Gleichungen 
der  KrümmuiigsUnieu  stattfindcu.  Io  Toller  Länge  geschrieben  sind  sie 


dxdx.dydy  dz  ^ 
du  dv  ' du  di>  ” du  dv 


1 dx 

<iy 

dz 

du  ’ 

du 

dx 

dy 

dz 

^ ’ 

dB  ’ 

dv 

d*x 

<Py 

dudv' 

dudv' 

dudv 

die  erste  dieser  Gleichungen  drückt  nur  aus,  dass  die  Curren  u»  conet., 
V » const.  sich  rechtwinklig  durcbscbmeiden. 

Mit  den  vorigen  Bedingungen  F » 0»  />'  «s  0 wird  die  (quadratische 
Gleichung  für  den  Krümmungsradius 

(«/)  — eV2)  («  0 " - aV2)  — 0 

und  aus  den  Gleichungen  des  vorigen  Art.  folgt  durch  die  succesiven 
Substitutionen  du  — 0,  de  » 0,  dass  die  Werthe 

bVä 


rcspective  den  beiden  Krümmongsllnien  u =»  const. , v « const  ent> 
sprechen. 

Die  Determinantengleichuog  7>'b0  kann  durch  die  drei  Gleichungen 


d*j?  , . dx  . dx 
dudü  du  ^ dv 


> 0 etc. 


ersetzt  werden  für  A,  ju  als  unbestimmte  Coefficienton ; indem  man  sie 

mit  “ , “i  ^ respeclive  multipliciert  und  die  Producte  addiert,  er- 
du  du  du 

hält  man  die  Gleichung  mit  allein 
, dE 


du 


+ 1E^0; 


ebenso  durch  MultipUcatiOn  mit 
fl  allein 


dx  dy  dz 
dv  ' dv'  dv 

0, 


und  Addition  die  mit 


und  scbliesst  daraus,  durch  Substitution,  dass  für  ub>  const.,  c»coust. 
als  die  Oleichungon  der  Krümmungslinien  die  Coordinaten  x,  y^  z als 
Functionen  von  u,  v die  partiellen  UifferentialgleichungeD  erfüllen 

d* 

du  dv  2Ä’  dv  du  26'  du  dv 


69)  Art.  165.,  p.  182.  Man  kann  diese  sich  an  den  Ausdruck  des 
Curvenelemeuts  anschliessenden  Betrachtungen  mit  denen  des  Art.  119. 
vereinigen  und  erhält  damit  Bestätigungen  und  Vervollständigungen  der 
dort  gegebenen  Sätze.  Denken  wir  auf  der  krummen  Fläche  eine 
Linie  A und  durch  jeden  ihrer  Punkte  eine  zu  ihr  normale  geodätische 
Linie  zählen  wir  die  Langen  v von  jener  von  einem  festen  Punkte 


*)  Vergl.  Lamd  ,,Lecons  sur  les  coordonndes  curvilignes.**  (1859) 
p.  89. 
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in  ihr,  nennen  u die  LUngen  von  diesen,  so  ist  v =»  const.  die  Gleichung’ 
einer  zu  normalen  geodätisclieu  Linie,  u » const.  die  Gleichung  einer 
Curve  C\  die  den  Ort  der  Knden  gleich  langer  //  bildet.  Die  Curven 
Ä und  C sind  orthogonal;  denn  es  ist  </.«*«*=  A'r/u* + ß?r/o*, 
und  für  den  betrachteten  Fall  erhält  man  die  Gleichung  einer  beliebigen 
geodätischen  Linie,  die  mit  // (i; » const.)  den  Winkel  $ macht,  in 

der  Form  du  — ^ ”r 

du  do 

Damit  also  (de  0,  9 = 0}  eine  geodätische  Linie  sei,  muss 
dF 

*■0,  F also  eine  Function  von  e sein : man  bat  aber  für  u » 0 /'  = 0 
du 

für  jede»  t»,  d.  h.  die  Curven  />  und  C sind  orthogonal.  Man  erhält  von 
da  aus  die  Üauss'schen  und  dio  Sätze  des  Art.  119.  wieder,  die  auch 
llotti  wohl  gleichzeitig  gegeben  hat  (,.Annali  di  ^tatcmatica,**  Bd.  3, 
j).  336;  vergl.  Weingartens  Abhandlung  „Joum.  f.  Math.“,  Bd.  6*2. 
p.  160)  und  kann  sie  vervollständigen:  Auf  einer  beliebigen  Fläche 
durchschneiden  sich  confocalc  geodätische  Ellipsen  und  Hyperbeln 
rechtwinklig.  Auf  einer  beliebigen  Fläche  bildet  die  Tangeiitc  ciuer 
geodätischen  Farabel  gleiche  Winkel  mit  dem  geodätischen  Radius 
vector  und  der  geodätischen  Normale  zur  Dircctrix.  Vergl.  auch 
Böklen’s  Abhandlung  „Grunerl’s  Archiv“,  Bd.  39,  p.  189  u.  204,  wo 
am  letzteren  Orte  die  Gauss’schc  Lehre  vom  Entsprechen  zwischen 
Linien  auf  den  F'lacben  und  sphärischen  Linien  etwas  weiter  nusgeführt 
ist.  Cliristoffel  in  einer  wichtigen  Abhandlung  .,.\llgemcine  Theorie 
der  geodätischen  Dreiecke“  (Abhandlungen  der  Akad.  r.  Berlin  1869) 
hat,  ausgehend  von  der  Definitiun  eines  geodätischen  Kreises,  den  Be> 
griff  der  reducierten  Länge  eines  geodätischen  Bogens  aufge> 
stellt  und  auf  ihn  die  Theorie  der  geodätischen  Dreiecke,  die  .illgemeine 
Trigonometrie  der  OberBächeu,  gegründet.  Die  rcducierte  Länge  eines 
geodätischen  Bogens  ändert  sich  bei  einer  Verbiegung  nicht.  Die  Ab> 
handlung  t'ndigt  mit  einer  geodätischen  Classitication  der  krummen 
Oberflächen.  Eine  l’ebersicht  ihres  Inhaltes  gab  Beltrami  in  ,,Ken* 
dicoDti  de  K.  Ist.  Lomb.“  2.  ser,  Bd.  2 (1869). 

70)  Art  155.,  p-  182.  Siehe  ,, Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal“ 
Bd.  3,  p,  161. 

71)  Art.  160.,  p.  191.  Veigl.  Bour’s  „Theorie  de  la  ddformation 
des  surfaccs“  im  ,, Journal  de  Tecolo  poly.“  Bd.  22,  p.  1.  Die  woitorc 
Entwickelung  geht  über  auf  spcciellc  die  Rechnung  vereinfachende  Fälle. 
Der  erste  ist  der,  in  welchem  die  Function  g die  Quadratwurzel  aus 
einem  Polynom  zweiten  Grades  in  n ist,  dessen  CoefHcientcn  Willkür* 
liehe  Functionen  von  u sind;  er  entspricht  Flächen,  für  welche  min- 
destens ein  System  geodätischer  Linien  existiert,  die  in  Gerade  Irans* 
formlerbar  sind,  d.  h.  Fluchen,  die  sich  auf  Rogelflächen  abwickcln 
lassen.  Wir  geben  bei  der  Lehre  von  den  Rcgclflächen  einen  Theil 
dieser  Untersuchung. 

Der  zweite  Fall  setzt  g als  eine  Function  von  u allein  voraus  und 
entspricht  den  auf  ihre  Meridiane  (ti)  und  ihre  Parullelkrciso  (u)  bezo- 
genen Rotationsflächen. 

Drittens  entspricht  der  Specialität  s u*  a*  mit  a als  einoin 
coiistanten  Parameter  eine  einzige  Familie  von  Flächen,  welche  den 
beiden  vorerwähnten  Classcn  zugleich  angohört,  oder  welche  auf  ein- 
ander entwickclbur  sind,  sow’ohl  indem  man  aus  einem  ihrer  Systeme 
geodätischer  Linien  die  Erzeugenden  einer  windschiefen  Regelfläche, 
als  auch  indem  man  aus  denselben  die  Meridiane  einer  Rotationsflächu 
macht.  Bour  bezeichnet  als  den  Typus  dieser  Gruppe  die  von  ihm 
Alyssdidc  genannte  Fläche,  die  durch  Rotation  ciuer  KettenUnie  um 
ihre  Directrix  erzeugt  wird. 
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Die  zweite  Preis- Ablinndlnng  der  Akad.  von  Paris  im  Jahre  1860 
von  O.  Honnet  ist  abgcdruckl  iin  ,fJourual  de  l'ecole  polytj*  Hd.  24, 
p.  209  nnd  Pd.  25,  p.  1 f.  Sie  beginnt  mit  einer  neuen  Ableitung  des 
Gauss’scheii  Satze«,  welche  mit  der  Untersnehang  von  Minding  in  Bd. 
19  von  ,,Crcllc’s  Journal“  analog  ist,  Anwendungen  der  Hauptentwick* 
Iiing  sind  den  MinimalflUchen  gewidmet.  In  einer  Addition  (Hd.  25,  p. 
31^151)  entwickelt  und  bespricht  Bonnct  sodann  ausführlich  die  von 
der  Znruckführuiig  des  linearen  Klements  auf  die  Form  — d.  li. 

von  der  vorgängigen  Integration  einer  DitTercntialgleiehung  erster  Ord- 
nung — unabhängige  und  dadurch  allgemeinere  Untersuchung  von 
Codazzi,  welche  gleichfalls  atis  Anlass  jenes  Preises  zu  Tage  trat.  Kr 
giebt  auch  Anwendungen  dorsclhcn;  zuerst  in  den  Sätzen:  In  zwei  auf 
einander  abwickelbaren  FtHcheii  können  die  asymptotischen  Linien  der 
einen  nicht  in  asymptotische  Linien  der  andern  transformiert  werden, 
80  lange  die  Flächen  verschieden  sind.  Dagegen:  Wenn  ?wci  Kegel- 
flächen  auf  einander  abwickelbar  sind,  so  werden  die  geraden  Erzeu- 
genden der  einen  immer  in  die  der  andern  transformiert.  Sodann  in 
Untersuchung  der  Fragen  nach  denjenigen  auf  einander  abwickelbaren 
Flächen,  für  welche  die  Krlimmungslinicn  conjugierte  Linien  sind;  nach 
denjenigen,  für  welche  die  Hauptkrümmungsradien  in  correspondierenden 
Punkten  gleich  sind;  ferner  zur  Untersuchung  der  Flächen,  bei  welchen 
der  eine  Hauptkrümmungsradius  stets  eine  Function  des  andern  ist  — 
Flächen,  auf  welche  zuerst  W e i nga  rten  in  Abhandlungen  in  ,,Crelle*s 
Journal“  Bd.  59,  p.  382;  Bd.  G2,  p.  Gl  die  Aufmerksamkeit  lenkte*)  (er 
zeigte,  dass  für  solche  Flächeu  die  Flächen  der  Hauptkrümmungsceutra 
auf  einander  abwickelbar  sind):  endlich  auf  den  Satz  von  Lame,  nach 
welchem  das  System  der  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  das  einzige 
zugleich  dreifach  orthogonale  und  isotherme  System  ist,  nnd  auf  die 
Kigenschaften  von  Flächen,  auf  welchen  man  zwei  Systeme  geodätischer 
Kreise  ziehen  kann,  die  zu  eiuander  orthogonal  sind. 

Zur  Literatur  für  die  Frage  von  der  Apiilicabilität  neunen  wir 
noch  eine  Abhandlung  von  Minding  in  Bd.  6,  p.  159  von  ,,Crelle"s 
Journal“  wegen  des  Nachweises  von  der  UnverUnderliehkeit  der  geo- 
dätischen Krümmung  der  auf  der  Fläche  gezogenen  Linien  bei  der 
Biegung;  und  Jcllet's  Abhandlung  ,,On  tho  Properties  of  inextensibles 
surUces“  in  Bd.  22  der  ,, Transact.  of  the  R.  Irish  Acad.“ 

Die  Frage  der  ApplicabilitUt  steht,  wie  es  Bour  bemerkt  (a.  a.  O. 
p.  7).  in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  krummlinigen  Coordinaten, 
welche  nach  Lame*s  Vorgang  („Le^ons  sur  les  coordonndes  ctirvilignes*" 
Paris  1859)  in  neuerer  Zeit  vielfach  behandelt  worden  ist.  Wir  nennen 
die  Arbeiten  von  Aoust  (,,Crelle’s  Journal“  Bd.58;  „Annali  di  Matern.“ 
Bd.  G (1.  Ser.)  und  Bd.  2,  3,  5 (2.  Ser.)  und  dessen  Werk  „Analyse 
infinitesimale  des  courbes  trace'es  sur  une  surface  quelconquo“  Paris 
1869,  und  besonders  die  (bis  jetzt  fünf)  Abliundluogen  von  Codazzi  in 
(len  Bünden  der  2.  8er.  der  genannten  „Annali  di  Matern.“,  sowie  die 
Arbeit  von  Brioschi  im  1.  Bd.  derselben. 

71*)  Von  den  OrthogoualflUchcn. 

1.  Der  Beweis  des  Art.  46.,  p.  54  für  den  Dupin’schcn  Satz  kann 
in  einer  etwas  andern  und  mehr  geometrischen  Form  gegeben  worden, 

*)  Von  Beltrami  und  Dini  ist  die  Frage  nach  den  unter  ihnen 
anftretenden  Kegclflächen  (Helicoidcn)  erörtert  worden  in  Bd.  7 (l.Sdr.) 
der  ,, Annali  di  Matern.“  und  in  Bd.  3 des  ,,Giornale  di  Matern.**  Die 
allgemeine  Geometrie  der  Oherfiächcn  ist  überhaupt  von  don  genannten 
Forschem  durch  zahlreiche  Arbeiten  bereichert  worden,  die  sich  in  den 
vorbena^nten  Zeitschriften  und  in  den  Abhandlungen  von  Bologua,  Modena 
und  Pisa  gedruckt  finden. 
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wie  folgt:  Man  denke  eine  gegebene  FlHche  iiud  von  ihr  aus  in  jeder 
ihrer  Normalen  eine  unendlich  kleine  Strecke  l abgetragen,  welche  von 
Punkt  zu  Punkt  variirt,  oder  sagen  wir  eine  willkürliche  Function  der 
Lage  des  Punktes  auf  der  Fläche  ist;  so  bilden  die  Endpunkte  eine 
neue  Fläche  ^ die  wir  als  die  benachbarte  bezeichnen  wollen.  Jedem 
Punkte  der  gegebenen  entspricht  ein  Punkt  der  benachbarten  Fläche, 
nämlich  der  Punkt  in  der  Normale  in  der  Entfernung  l;  jeder  Curve 
und  jedem  System  von  Curven  in  der  gegebenen  Fläche  entspricht 
darum  auch  eine  Curve  und  ein  System  von  Curven  in  der  Nachbar- 
fläche. Denken  wir  uns  auf  der  gegebenen  Fläche  zwei  Systeme  von 
Curven,  die  sich  rechtwinklig  durchschneiden , so  entstehen  auf  der 
Nachbarfläche  die  entsprechenden  Systeme,  die  sich  jedoch  im  Allge- 
meinen nicht  rechtwinklig  schneiden  werden. 

Sei  ein  Punkt  auf  der  gegebenen  Fläche,  AC  je  ein  Element 
zweier  in  ihr  von  A ausgehenden  Curven, 

80  eoUen  A A',  BB\  Cef  die  unendlich  klei- 
Den  Strecken  in  den  drei  Normalen  und 
A' B\  A' cf  die  Elemente  der  entsprechenden  A 
Curven  in  der  Naebbarfläebo  sein.  Für 
BAC  als  rechten  Winkel  ist  B' ÄC  im  All- 
gemeinen kein  rechter  Winkel,  und  er  ist 
es  nur  dann  auch,  wenn  die  Normalen  BB' 

und  4^/1' oder  auch,  was  dasselbe  ist,  wenn  ^ ß 

Cef  und  AA  sich  durchschneiden  — denn 

wenn  das  eine  Paar  sich  schneidet,  so  auch  das  andere,  wie  man  sehen 
wird.  Wenn  aber  diese  Normalpaare  sich  schneiden,  so  sind  AB  ^ AC 
Elemente  der  Krümmungslinion  und  die  beiden  Systeme  von  Curven  in 
der  gegebenen  Fläche  sind  die  Krümmungslinien  derselben. 

Seien  £c,  y,  z die  Coordinaten  des  Punktes  A\  «,  ß,  y die  Uich- 
tungscosinns  von  AA\  «j,  ß,,  y,  die  von  AB^  a,,  ßt,  yi  die  von  AC) 
zur  Abkürzung  sei 

a = + yd,,  I*  = -fy,rf,,  a,=ot,d^+|5,rfj,  + y,rf,. 

Dann  ist  die  Bedingung  für  den  Durchschnitt  der  Normalen  AA\BB 
a,d,a  + ß,J,  ß + y,J,y  «0 
und  die  für  den  Durchschnitt  von  AA\  CCf 

“i  ^f«+  ßi  ^tß  + yi^ty  = 

beide  Bedingungen  sind  gleichbedeutend  und  sagen  aus,  dass  der  Winkel 
B'ACf  ein  rechter  ist. 

Seien  /,  f|  die  Längen  von  AA\  AB^  AC,  so  sind  die  Coordinaten 
von  A\  B,  C von  A aus  gemessen  respective 

Qa,  Iß,  ly),  (/|0„  l,ß,.  /,•/,),  (l,a„  l,ß„  l,y,). 

Die  Gleichungen  der  Normale  in  A können  für  X,  V,  Z als  lau- 
fende Coordinaten  und  $ als  einen  variabeln  Parameter  geschrieben 
werden 

A'  =-  X 4-  der,  r = y 4-  0ß,  Z = i 4-  ^y; 

für  die  Normale  gelten  daher  entsprechend  dem  Uebergang  von  x,  y,  z 
EU  j:  -+■  /,  CTj,  y 4“  ^ ßi>  * Gleichuügcn 

X = ar  -|-  öa  4*  4"  ^ d|(Ö«),  V y $ß  /|  ß^  4-  f|  <5|(Öß), 

z «—  z + öy  4-  /iyi  4-^^l(^y); 

und  wenn  beide  Normalen  sich  im  Punkte  X,  K,  Z schneiden  sollen, 
so  müssen 

Salmoo,  aoal.  Geom,  d.  Raumei.  II,  2.  Aufl,  41 
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und  also  durch  Kliinination  von  {f  und  d|0 

|a„  «,  J,’o 

ß,  = 0 
7i.  y.  ^i7 

bcId,  Oller  weil  ßy,  — ß,y  =*  Ot,  ya,  — yi«  = ßt,  “Pi  — “iß  = y,  ist, 
o,Ä,a+  ß,«,ß4-  y,S,y-=0. 

Ebenso  ist  die  Bediuf'ang  für  das  Durchschneiden  der  Normalen 
AA',  CCf 

«,a,a  + ß,S,ß  + yid»y  <=“  0. 

Wir  haben  zunächst  die  Identität  beider  Bcdlng^ungcn  zu  zeigen. 
Wir  ziehen  aus 

a,d,a  + + y,J,y  =.  a,«,a  + ßyi,ß  + y,  d,y 

die  Gleichung 

(o,di  — o,  <J,)  tt'-f  {ßtS,  — ßi^t)  ß + (y«d|  — yid,)y  = 0 

und  veriticicren  dieselbe.  Es  ist  aber 

a,ä,  — K,d,  ff,(o,  d,  + ßiti^  + y,rf,)  — o,  (n.rf^  + ß,dy'+  yt d.), 
dies  ist 

(a,ß,  — a,  ß,)  + (y,o,  — y,o,)  d, 

oder  was  dasselbe  ist 

ßd,  — yd^, 

SO  dass  die  zu  bestätigende  Gleichung  wird 

{ßd,  — yd^)a+{yd^—  ad,)ß  + C“dy  ~ ?''i)y  “= 

Schreiben  wir  nun  er,  ß,  y respective  gleich  wo  für 

I sa  f(xy  y,  z)  als  Gleichung  der  Flache  X,  i',  Z die  derivierten  Func- 
tionen y ^ sind  und  /f  = i'*+Z*)  ist,  so  besteht 

dx  ^ ihj  dt 

die  linke  Seite  unserer  Gleichung  aus  zwei  Thcilen,  von  denen  der 
erste  ist 

\{{ßd,  - yd,)  X + (yd,  - ad,)y+  («d,-  pd,)z} 

oder 

i{ « (d, z - d.  r)  + ß{d,x  - d, Z)  + y(d, r-  d, X) }, 

und  also  verschwindet;  während  der  zweite  ist 

— J{{“  (ßd,  — yd^)  + (j(yd,  — ad,)  + y (ad,  — ^d,)}fl 

und  daher  auch  verschwindet.  Wir  haben  also  identisch 

0,^1«  + ß,8iß  + y,ä,y  = a,d,a  + + y,a,y 

und  das  Verschwinden  der  einen  Function  zieht  das  Verschwinden  der 
andern  nach  sich. 

Wir  nutersuchen  ferner  die  Bedingung,  unter  welcher  B' ÄC  ein 
rechter  Winkel  ist  und  bemerken  zuerst,  dnss  die  Coordinaten  von  Ä* 
aus  denen  von  A durch  Substitution  von  x + 2/4*^Pi»  - + ^yi 
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für  X,  y,  z respective  hervorj^ehen,  d.  h.  dass  sie  sind 
X -j-  /a  + /,  Cf,  etc* 

oder  für  Ä als  Anfangspunkt 

/i  («I  H"  / dl«  + ^ (?i  + ^ (yi  + + y ^lO  i 

ebenso  die  von  Cf  für  denselben  Anfanf^spunkt 

h (o^f  + (ßi  + ^»0*  (yt  + ^^»y  ”1"  y^iO* 

Die  Bedingung'  für  den  rechten  Winkel  ist  also 

(a,  -f  -f-  “^lO  («»  + + «^tO  + + + + + 

+ (yi  + /*^iy  + y^i 0 (y» H~ ^^2y  + y^»0 

Durch  Kntwickeliing  verschwinden  die  von  /,  d,/»  8^1  unabhängigen 
Glieder  und  die  Bedingung  wird  mit  Unterdrückung  derjenigen  Glieder« 
welche  nicht  von  der  ersten  Ordnung  in  diesen  Grössen  sind 

o,(/d,a  + ®t^i0  + + ad|0  i ~i"  4“  + ß^iO  I 

+ "/i(/<^ty  + y^tO  + yt(/dV/  + ydjO  = o ; 
hier  zerstören  sich  die  Glieder  in  d,/,  und  die  übrigen  sind  durch  l 
theilhar  und  geben  nach  Unterdrückung  dieses  Factors  die  Bedingung 

(of,d,a  + ßt^tß  + y,d,y)  + + ßtdtß  + y,d,y)  ==*  0, 

welche  nach  dem  vorher  Bewiesenen  in  jeder  der  beiden  Formen 
of,d,a  + (3,J,ß  4-  y,d,y  = 0,  or,d,a  + + y,d,y  =0 

geschrieben  werden  kann.  Damit  ist  der  ausgesprochene  Satz  bewiesen. 

Denkt  man  nun  ein  System  von  Orthogonalflaclien  und  nehmen  wir 
für  die  Fläche  des  vorhergehenden  Beweises  irgend  eine  Flache  der 
einen  Familie  desselben«  so  hat  man  auf  ihr  und  der  nächstfolgenden 
Fläche  der  Familie  zwei  Reihen  von  Curven,  welche  sieh  rechtwinklig 
diirchschneiden,  und  die  bewiesene  Eigenschaft  sagt«  dass  diese  zwei 
Reihen  von  Curven  ln  der  gegebenen  Fläche  und  somit  in  jeder  Fläche 
der  Familie  die  Krümmungslinien  sind.  Und  da  für  die  Flachen  der 
beiden  andern  Familien  das  Nämliche  statttindet«  so  haben  wir  Dupin's 
Theorem. 

2.  Indem  wir  zum  vorigen  Beweis  zurückgehen,  ist  cs  von  Wichtig- 
keit, zu  bemerken,  dass  gezeigt  >vcrdcn  musste«  dass  ACf  Ele- 

mente der  Kriimmungslinien  der  benachbarten  Fläche  sind,  dass  aber 
dieses  in  der  That  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall  ist.  Wenn  wir  be- 
denken« dass  die  Nachbardache  als  mit  einem  willkürlich  variierenden 
Werth  l construiert  in  der  That  nur  irgend  eine  der  gegebenen  unend- 
lich nahe  gelegene  Fläche  ist«  so  erkennen  wir«  weil  nach  Voraussetzung 
AA'  und  ßB'  sich  durchschneiden  und  auch  AA\  CCf  y also  auch  AB 
und  ÄBf  and  auch  AC  und  A'Cf  y dass  der  Satz«  wenn  er  wahr  wäre, 
das  Folgende  ausspräcbe:  Nimmt  man  in  der  gegebenen  Fläche  einen 
Punkt  A und  zieht  man  die  zugehörige  Normale  derselben  bis  zum 
Schnitt  mit  der  Nachbardäche,  so  schneiden  die  Tangenten  der  Krüm- 
mungsIinicD  der  ersten  Fläche  in  A die  entsprechenden  Tangenten  der 
Krümmungslinien  der  Nncbbardäche  in  Ä,  Es  ist  ofTenbftr«  dass  dicss 
nicht  im  Allgemeinen  der  Fall  sein  kann,  dass  vielmehr  dazu  eine  Ein- 
schränkung der  absoluten  WillkürlicUkeit  der  Function  l erforder- 
lich ist.*) 


*)  Cayloy  hat  gezeigt,  dass  für  die  Bestimmung  der  Lage 
des  Punktes  A in  der  gegebenen  Fläche  durch  Parameter  Uy 
t>,  für  welche  u =»  coust.«  u =*  const.  rcspective  die  Gleichungen  der 
Krümmungslinicn  sind,  die  Bedingung  lautet,  dass  l dieselben  partiellen 

41* 


Digitized  by  Google 


G44  Literatar-Nachweisungcn  und  Zusätze. 

Derselbe  Schluss  kann  in  anderer  Weise  ausgesprochen  werden. 
Für  r»/‘(x,  y,  j)  als  eine  völlig  willkürliche  Function  von  x,  y,  i 
gehört  die  Flächenfamilie  r«/’(x,  y»  r)  nicht  zu  einem  System  von 
Orthogonalflächon;  damit  sie  cs  thue^  muss  die  vorher  entwickelte 
Kigcnschaft  statttinden»  nämlich  es  ist  nothwendig,  dass  die  Tangenten 
der  KrUmmungslinien  im  Punkte  A der  Fläche  r und  in  dem  auf  der  zu- 
gehörigen Normale  gelegenen  Punkte  A‘  der  Nachbarfläehe  r r/r  sich 
schneiden.  Und  dicss  erfordert,  dass  r als  Fnnction  von  x,  y,  z einer 
gewissen  partiellen  Differentialgleichung  dritter  Ordnung  genüge,  deren 
Untersuchung  nach  Cayley  wir  nun  geben  wollen.*) 

Das  Theorem  vou  Dupin  und  der  Kegriff  der  Orthogonalfiächen 
bilden  die  Grundlage  von  Lamers  Theorie  der  krummlinigen  Coordi- 
natcn.  Siche  die  Arbeiten  von  Lamd  in  ,,Cumptes  rendua**  Bd.  6 
(1838)  und  in  .«Liouvillc's  JournaP*  Dd.  5 (1840),  sowie  in  späteren  Ab- 
handlungen; auch  in  „Le^ons  snr  Ics  coordonnecs  curvitignes.*^  Paris 
1859.  Wenn  mau  nämlich  die  drei  Familien  von  OrtbogonalÜächen 
durch  die  Gleichungen  p » /(x,  y,  z),  o»<p(x,  y,  z),  r ==  i,l>(x,  y,  z) 
ausdrUckt,  so  sind  umgekehrt  x.  y.  z Functionen  von  p,  g,  r,  welche 
mau  als  die  krummlinigen  Coordinaten  des  Punktes  bezeichnet.  Offenbar 
sind  für  r,  die  eine  der  Coordinaten,  als  eine  absolute  Constante  die 
p,  g Parameter,  die  die  Lage  des  Punktes  in  der  Flache  y,  z) 

nach  der  Weise  von  Gauss  in  seiner  Theorie  der  Krümmung  bestimmen. 
Un«i  Hos  Dupio*s  Theorem  erhellt,  dass  die  Gleichnngen  der  Krümmungs- 
linieii  auf  dieser  Fläche  durch  p const.,  g = const.  respcctivo  darge- 
stellt sind;  so  dass  x,  y,  z der  Differentialgleichung 

— t ^ „ 1 ~ 0 

dp  dg  * £ dg  dp  ^ G dp  dg 

Differentialgleichungen  befriedigt,  denen  die  Coordinaten  x,  y,  z als 
Functionen  von  u,  v genügen  müssen,  also 

— 1 ^ ^ ~(i 

dudv  * £ dv  du  ' G du  da 

*)  Die  Demerknng,  dass  r keine  ganz  willkürliche  Function  von 
X,  y,  z sein  könne,  ward  zuerst  von  Bouquet  im  11.  Bd.  von  „Lioo* 
ville's  Journ.“  p.  446  (1846)  gemacht,  und  er  zeigte  auch,  dass  in  dem 
besonderen  Falle,  wo  r von  der  Form  f{x)  -f*  ^>iy)  + '0(*)  Ist,  die  noth- 
wendige  Bedingung  in  der  Befriodigung  einer  partiellen  Differential- 
gleichung dritter  Ordnung  bestehe,  die  er  entwickelt.  Nach  ihm  be- 
gründete Serret  im  12.  Bd.  desselben  Journals  p.  241  die  Gleichung  in 
anderer  Weise.  Dass  dasselbe  allgemein  gelte,  ward  durch  Bonnet 
,,Comptes  rendiis*^  Bd.  54,  p.  556  (1862)  gezeigt  und  von  Darboux  so- 
dann in  ,,Annn1es  de  Pöcolc  normale**  Bd.  3,  p.  110  (1866)  eine  Methode 
der  Bildung  dieser  Gleichung  angezeigt.  Kr  sprach  den  Satz  in  fol- 
gender Form  aus:  Wenn  c,  y die  Richtungscosinus  des  Elements  einer 
KrUmmungsIinie  in  einem  gegebenen  Punkt  der  Fläche  r » /"(x,  y,  z) 
sind,  so  muss  die  Function  so  beschaffen  sein,  dass  die  Diffcreiilial- 
gleichung  tidx"\-fidy  + ydz  = 0 mit  Hilfe  eines  Factors  intograbcl  wird. 

Die  Form  der  Bedingung  des  Textes  entspricht  der  von  Levy 
,, Journal  de  röcolo  pnlyt.'*  4.3  (1870),  der  jedoch  nicht  die  partielle 
Differentialgleichung  selbst,  sondern  nur  die  Werthe  bestimmte,  die  sie 

dx  ” ^ * ~dy~^  respective  aniiimmt.  Die  wirkliche  Gleichung, 

welche  alle  früher  angeführten  Ergebnisse  als  speciellc  Fälle  umfasst, 
wurde  vou  Cayley  im  75.  Bd.  der  „Coraptes  rendus“  (1872)  gegeben, 
je«locb  zuerst  noch  in  einer  Form,  welche  mit  einem  fremden  Factor 
behaftet  war. 
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und  deo  beiden  entsprechenden  mit  r und  r»  p an  Stelle  ron  p,  q 
penü^en;  ein  ange/uhrtermaasseo  von  Laro^  jedoch  ohne  die  geometrische 
Bedeutung  gegebenes  Resultat. 

Wir  leiten  hier  einen  einfachen  Beweis  des  Dnpin'schen  Theorems 
ab;  für  x,  y,  z als  gegebene  Kuuetionen  von  (p,  7,  r)  und  für  die  Ab- 
kürzungen 


dx  dx  . dy  dy  . ff  • ^ 

dp  (iq  dpdq  ' dpdq 
dx  </*x  dy  rf*y  , dz  d* z 
dp  dqdr  ’ dpdqdr  dpdq  dr 


[p,  ?]. 

Ip.  9>']. 


etc. 


können  die  Bedingungen  des  rechtwinkligen  Durchschnitts  in  der  Form 
t?.  f]  = 0,  [r,  p]  = 0,  [p,  ?]  = 0 
geschrieben  werden;  die  ersten  beiden  liefern  die  Verhältnisse 


dx  ^ dy  ^ dl  ^ dy  dz  dz  dy  ^ dz  dx  dxdz  ^ dxdy  dy  dx 

dr  * dr  dr  dp  dq  dp  dq  dp  dq  dp  dg  dp  dq  dp  dq ' 

Durch  DHferentiation  der  drei  Gleichungen  nach  p^  q^  r respective 
finden  wir 


[»■P.  9I  + [P7.  ’■]  “ 0.  [P7.  »■]  + [»'•i  P]  =”  0,  [?r,  /)]  4-  [r/i,  q[  = 0, 

<1.  h. 


[?’■.  p]  = 0,  \rp,  y]  — 0,  [pq,  r]  = 0. 

Die  letzte  dieser  Gleichungen  giebt  durch  Substitution  der  vorge- 

i_  i,T 

cebenen  werthe  von  — , , --- 

” dr  dr  dr 


dx 

dy 

dz  . 

dp  ' 

dp  ’ 

dp 

dx 

dz 

dq  ’ 

dq  ' 

dq 

<f*x 

(Py 

<Pz  . 

dpdq  ' 

dp  dq  * 

dpdq 

und  die  Gleichung  [p,  ~ 0 ist 

dx  dx  , dy  dy  .dz  dz  ^ 

dpdq  dpdq  dpdq 

Diese  Gleichungen  werden  daher  durch  die  Werthe  von  x»  y«  z in 
Function  von  p,  q^  r befriedigt  und  wenn  man  darin  r als  eine  gegelieno 
Constantc  uud  p,  q als  veränderliche  Parameter  betrachtet^  so  wird 
eine  bestimmte  Fläche  der  Familie  rsss^(x,  y,  z)  dargestellt,  und  man 
erkennt,  dass  diese  Fläche  von  den  Flächen  der  beiden  andern  Familien 
in  ihren  Krümmungslinien  geschnitten  wird. 

3.  Wir  gehen^nun  zur  Untersuchung  der  Cayley^schen  Differential- 
gleichung Uber. 

Sei  P ein  Punkt  in  einer  einem  Orthogonalsjstem  angebörigen 
Fläche  und  bezeichnen  Ps\  die  Normale,  PT^y  PT^  die  Richtungen  der 
Krümroungslinien  derselben,  so  sind  nach  dem  Dupin'sclien  Satze  die 
Tangentialebenen  der  beiden  Orthogonalfiächen  NP7\,  NPTf.  Denken 
wir  nnn  eine  Fläche  durch  einen  nächstfolgenden  Punkt  P’  der  Normale,  so 
schneiden,  wenn  dieselbe  die  nächstfolgende  in  der  nämlichen  Familie 
des  Systems  der  OrthogonalHächen  ist,  die  Ebenen  SP7\y  NPTf  auch 
ihro  Tangentialebene  in  P'  in  den  Tangenten  der  bezüglichen  Krüm- 
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mun^sUnien  P'T^.  Das  ist  die  Bedingung,  welche  analytisch 

ausgedrückt  worden  soll. 

Nehmen  wir  r — f{Xy  y,  j)  =*  0 als  Gleichung  der  Familie  des 
Orthogoualflachensystems,  so  dass  die  gegebene  Flüche  diejenige  ist, 
welche  einem  gegebenen  Werth  des  Parameters  r entspricht.  Seien  die 
ersten  Diflfercntialquotienten  von  /*  oder  von  r als  Function  von  x,  y,  z 
durch  /'|.  ff,  ff  und  die  zweiten  DitTerentialquotientco  durch  /'n,  /*^,  /*j|, 
/t3?  Ai>  f\t  bezeichnet,  so  dass  für  den  gedachten  Punkt  P als  Anfangs* 
punkt  der  Coordiuaten  f\X-\- f^y f^z  ^0^  wir  wollen  kurz  schreiben 
7* » 0,  die  Gleichung  der  Tangentialebene  bezeichnet,  während  die  In* 
flexionstangenten  als  die  Schnittlinien  von  T » 0 mit  dem  Kegel 

(/ii.  /■ff.  /■«.  Aa.  Al.  Ai5«.  y>  s)*  = 0 oder  kurz  — 0 

erhalten  werden.  Die  beiden  llaupttangcnten  sind  alsdann  dadurch  be- 
stimmt, dass  sie  zugleich  mit  den  Indcxionstnngenten  conjugiert  har- 
monisch und  zu  einander  rechtwinklig,  d.  h.  zu  den  Durchschnittslioien  der 
Ebene  T « 0 mit  dem  Kegel  x*  -|-  ^*  + schreiben  wir  f's»  ü,  conju- 
giert harmonisch  sind.  Denken  wir  nun  die  Gleichung  des  durch  die 
Normale  und  die  Intlexionstangcntcn  in  bestimmten  Kbenenpaares 
gebildet  und  sei  dieselbe 


« (/li".  At".  /■»".  Aj".  Al".  A»"  5 ’J,  »)’  = 0 oder  H'  = 0, 

SO  sind  die  Ebenen  yPTf,  NP1\  auch  mit  diesen  harmonisch  conjugiert, 
so  dass  die  resultierende  Bedingung  erhalten  wird,  indem  man  uusdrückt, 
dass  die  drei  Kegel  f/»0,  /''»Ü,  II' = 0 die  Ebene  in  drei 

Linienpaaren  einer  Involution  durchschiicidcn;  es  ist  also  das  analj- 
tische  Problem  von  Art.  860.,  6.  der  „Kegelschnitte**  und  die  allgemein  dort 
gegebene  Bedingung  wird  auf  den  gegenwärtigen  Fall  angewendet,  in- 
dem man  für  diu  Cocflicienten  von  F die  Einheit  bei  gleichen  und  die 
Null  bei  ungleichen  Indices  oinführt.  ln  Form  einer  Determinante  ge- 
schrieben ist  sie 

\fu  I As  I /m  • 2As  » 2Ai  » I 


Au  A»t. 

fu . 

2Aa » 2Ai  I 

2Ai 

1 . 

1 . 

0 , 

0 , 

0 

= 0. 

A.  0, 

0 . 

0 , 

Aa  ) 

A 1 

0,  A. 

0, 

A 1 

0 , 

A 

1 0, 

0, 

fi  • 

/ S * 

A.  , 

0 

Für  als  die  den  AV'  entsprechenden  Unterdeterminauten  ist 
also  die  Form  der  fraglichen  Bedingung 


^’i/'Ai"  + Vh"  + ^«"As"  + 2^W'A,"  + 2^i"Ai"  + ä^'ii'Vir  = 0*) 


und  es  erübrigt  die  Bestimmung  der  Grössen  A*”. 

Dazu  bemerken  wir  zuerst,  dass  die  Gleichung  des  Ebenenpaars 
durch  die  Normale  und  das  erste  Paar  der  Indcxionstangoatcn  durch 
Elimination  von  $ zwischeu  duu  Gleichungen 

r4-$7’'  = 0,  6^-f  = 0 


*)  Cayley  hat  auch  gezeigt,  dass  die  durch  Abtragung  der  unend- 
lich kleinen  Distanz  p als  einer  gegebenen  Function  von  x,  z in  den 
Normalen  einer  Fläche  erzeugte  neue  Fliicho  mit  jener  zu  demselben 
Orthogonalsystem  gehört,  wenn  man  hat 

(^11.  ^M.  /■».  >'«i. 

und^dass  diese  Bestimmung  mit  der  im  Text  gegebenen  äquivalent  ist. 


Digilized  by  Google 


Litcrfttur-Nachwcisnngcn  un^l  Zusätze, 


647 


erhalten  wird,  wo 

r - A*  + /■,«  + A»,  n - a.i/„r,  + f»r,  + r„  a)  + yu»f, +r«r,+ a,a) 

+:(AiA+/i/.+/W.),  V r-A,A*+/i/,»+r3,A‘+2A/Wi+2A//.+2A//, 

sind;  daher  ist 'diese  Gleichung  des  Kbenpaares 

T^v  — ^mT  4-  — 0. 

Nun  ist  der  nächstfolgende  Punkt  /*'  ein  Punkt  in  der  Normale, 
für  dessen  Coordinaten  Xf^*  A/',,  Z/s  ^ einer  unendlich  kleinen 
Grösse  mit  verschwindendem  Quadrat  genommen  werden  können.  Mit 
d als  abkürzendetn  Symbol  für  die  Operation 


Vx 


dz 


werden  die  entsprechenden  DifTerentialcoefhcienten  für  den  neuen  Punkt 
h + h + Wt.  h + fu  + Wii . etc. 
und  die  Gleichnng  der  Tangentialebene  in  für  diesen  Punkt  als  An- 
fangspunkt ist 

fyx  -f  fty  + A'i  =■  0 oder  T -f  id T =»  0 , für  ST  — xd/*,  + y^ft  4* 

sodass  ST  mit  dem  vorher  eingefUhrten  U identisch  ist. 

Bio  Gleichung  des  Kegels,  welcher  die  Inflexionstangenten  bestimmt, 
ist  l/~\-XS(/  — Ot  und  auf  die  ursprünglichen  Axon  bezogen  wird  dio 
Gleichung  der  Ebene  und  des  Kegels  respective 

r+ r)  = 0,  i/-f  i(d^/-2n)=0; 

wir  werden  aber  sofort  sehen,  dass  die  durch  Veränderung  des  Anfangs- 
punktes der  Coordinaten  hinzu  getretenen  Glieder  das  Resultat  nicht 
beeinflussen. 

Um  nun  die  Gleichung  dos  durch  die  Normale  und -diese  Inflexions- 
tangenten bestimmten  Ebonenpaars  zu  bilden,  haben  wir  $ zwischen 
den  Gleichungen 

r 4-  i(n  — r')  4-  ö(r  -f  etc.)  u + i{su  — 2 /i)  4-  2 ö(/i -f  «tc.) 
4-  4-  etc.)  « 0 

zu  eliminieren.  Und  weil  die  Bedingung  auszudrückeu  ist,  dass  die 
resultierende  Gleichung  eine  Fläche  bezeichnet,  die  7' in  einem  Linien- 
paar  einer  Involution  schneidet,  zu  der  auch  die  DurchKcliniltsliuien 
von  V mit  2’  gehören,  so  haben  wir  auf  Glieder  des  Resultats,  welche 
T oder  U enthalten,  nicht  zu  achten,  noch  auch  auf  Glieder  mit  X in 
einer  böhern  als  der  ersten  Potenz;  oder  die  allein  in  Rechnung  zu 
ziehenden  Glieder  sind 

— 2i7  7^(/I—  2^)4-  2"»(d£/  — 2H)  =*0 

und  nach  Division  mit  7^ 


Wir  erhalten  also 

fu  ^ W 4-  A*  4-  A*)  JAi  - 2(dA)*.  etc. 

und  dio  verlangte  Bedingung  ist 

W + A*  + A’)  if'u  Sfu  + r„  sr„  + F„  Sf-„  + 2 F„  Sf„  + 2 JA. 

-r2/-„JA.)  = 2(#',„  F„,  Fu,  /•„,  FukSf,,  JA.  JA)*. 

4.  Cayley  hat  aber  gezeigt,  dass  die  ursprünglich  in  einer  der 
eben  geschriebenen  äquivalenten  Form  erhaltene  Bedingung  einen  an- 
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weseutlichen  Factor  enthält,  indem  auch  die  rechte  Seite  der  Gleichung 
durch  (/"i*  + A*  "f“  A*)  theilbar  iat.  Diese  soll  jetzt  begründet  werden. 

Wir  wissen,  dass  die  Doppelpunkte  einer  durch  zwei  Gleichungen 
u _ ( Jx,  y)*e=0,  t*  { \xy  y)*  » 0 bestimmten  Involution 
durch  die  Gleichung  u^Vf  — bb  0 bestimmt  sind  (vcrgl.  „Kegelschn.** 
Art.  S36.)  und  6nden  für  u und  als  Functionen  von  x,  z mit 

A*  “1*  Ay  + A*  0 also  “i etc-,  dass  die  Doppelpunkte 
durch  die  Gleichung 

i“i.  "j. 

»I.  «t<  I’J  = 0 
lA,  f„  Al 

ausgedrUckt  werden.  In  Folge  dessen  sind  die  zwei  Haupttangenten 
als  Durchschnittslinien  der  Tangentialebene  mit  dem  Kegel 

jAi*  + fit!f  + Al  M Al®  + Ai.y  + ft3-<  Al®  + AiV  + Aj=j 

® . tf  . = — 0 

I A . A . A 

bestimmt,  oder  in  entwickelter  Form 

fjsi  ^331  f*3>  •*'i  y»  */  ^ 0 

für 

^11  “ — AA»)»  “■  — AAjI»  ^33  — 2(AAa  — AAi)» 

ffs  ^ A CAt  /ss)  "1"  AAi  — AA»i  ^31=*  A (AjA:)  f\/it  — AAs* 

A»  *■  ACAi  — Am)  "f  /«As  — AiAsi- 

Es  ist  nützlich  zu  bemerken,  dass  der  nach  der  eben  entwickelten 
Kegel  aus  zwei  anderen  Kegelschnitten  abgeleitete  neue  Kegelschnitt, 
die  Jacobi'scho  Cuive  zu  zwei  Kegelschnitten  und  einer  Geraden,  mit 
jedem  der  beiden  gegebenen  Kegelschnitte  durch  die  lnvarianten*Rela- 
tion  O 0 verbunden  ist  (vergl.  „Kcgelschii.“  Art.  346.).  Diese  beiden 
Relationen  sind  in  nnaerem  Falle 

^ “1"  ^«^»2  + “1“  2 -f*  2Fj,f3,  + = 0, 

+ etc.  =»0, 

für  und  F^j^*  als  die  Coefficieiitcn  der  KeciprokalgleicbuDgeo  oder 
der  adjungierten  Systeme  d.  I.  respective  fnfii  etc.  Es  ist 

offenbar,  dass  die  letztere  Bedingung  in  unserem  Falle  in  die  ein 
fache  Form 

Al  + At  + As  — t) 

übergebt,  welche  die  obigen  Werthe  bestätigen. 

ln  Bezug  auf  die  Bedingung  ferner,  unter  welcher  drei  Kegel* 
schnitte  H'  = 0 von  einer  Geraden  in  drei  Paaren  einer 

Involution  geschnitten  werden,  ist  geometrisch  evident,  dass  für  W als 
ein  vollkommenes  Quadrat  (^x  -{-  4'  diese  Bedingung  nur  erfüllt 

sein  kann,  wenn  ^ durch  einen  der  Doppelpunkte  der 

Involution  geht,  und  wir  werden  so  zu  einer  identischen  Gleichung  ge- 
führt, die  man  leicht  bestätigen  kann,  nämlich  zu  der  Gleichung 

’Ai.  A,  A 

n I * Af3  , /j|  ) /ji  TJ,  U|,  Uf,  «3  , 

Ul.  tf„  »jj 

in  welcher  in  «|,  etc.  für  die  x,  »/,  z die  >?As  — tft»  tf\  — SAs»  lAj  — »?Ai 
zu  setzen  sind , so  dass  die  Determinante  rechts  io  unserem 
Falle  wird 


Digitized  by  Google 


LitcrRtur’NAcbweisung'on  und  Zusätze. 


649 


r, , nft  - tr„  r»  (v  r,  - tr,)  + r»  ar,  - m + r«  (i/i  - nr^), 

r„  tr,  - ir„  r,  ivr,  - j/i)  + /•«  (tr,  - i/it  + /„  (tr,  - vr,), 

r„  tr,  - nr, , r„  iir,  - tr,)  + r»  (tr,  -tr,)+ /■«  (tr,  - nr,) 

oder  wie  sie  auch  geschrieben  werden  kann 


0 , 

0, 

A . 

A . 

Aa  I 

0. 

0 , 

nr,  - tr„ 

tr,  - tr,. 

^At  - nfx  ! 

t. 

A. 

A II  » 

f II  t 

Aal  i 

n,  Al 

A II  » 

fn  I 

A«  1 

\t,  A. 

All  » 

Ata  1 

Aaa 

In  dem  vorliegenden  besondem  Falle,  wo 

{ = «/•.  = r„r,  + r„r,  + r„r, , «tc. 

sind,  kann  diese  Determinante  rediicicrt  werden,  indem  man  die  mit 
Alt  At  t Aa  respective  multiplicierten  Klemente  der  letzten  drei  Reihen 
von  denen  der  ersten  subtrahiert;  indem  man  dann  noch  bemerkt,  dass 

r,  (nr,  - tr,)  + r,  (tr,  - tr,)  -\-r,(tr,-  nr,) = o 

ist,  sieht  man,  was  za  zeigen  wir  beabsichtigten,  dass  die  Determinante 
durch  Al*  + Al*  “I“  Aa*  theilbar  ist  und  dass  der  Quotient  ist 


0, 

^Aa  — tAf» 

f/i  ^Aa» 

tr,  - nr. 

A, 

An  » 

Alt  . 

Aai 

A, 

An  » 

A«  j 

Aia 

A. 

Aai  > 

Ata  y 

Aaa 

Der  Quotient  kann  in  einer  hiervon  verschiedenen  und  vielleicht 
zweckmässigem  Form  durch  das  folgende  von  Cayley  gegebene  Vor- 
fahren ermittelt  werden:  Man  hat  mit  den  vorher  gebrauchten  Zeichen 
die  folgenden  Identitäten 

r\C  = f„  (/,' + /.*  + /■,*)  + 2 r,  (r,«r,  - r,  sr,) , 

fn"  ■=  u,(r,* + r,' + r,')  + 2 r,<f,  «r,-  r,sr,) , 

f»  = f>,(f,' +r,'  + r,')  + 2 r,(f,»r,  - r, />r,) , 

r»  =•  !«(/■,•  + r,'  + /•,•) + r,(f,sr,-r,  ar,)+r,(r,ar,-r,srr), 

f,"  = f,i  (A*  + A*  + /i*)  + r,(r,ar,-r,ar,)+r,(r,ar,-r,  ar,\ 

r\,"  ”■  ta(f,'  + A* + A’)  + A(A  ar,-r,«r,)+r,(f,ar,-r,ar,)- 

Also  haben  wir 

f„"ar,  + f„’’ar,  + f^sr,  = (t„sr,  + t„ar,  + t„ar,)(r,’  + a*  + r,') 
+ (A  ar,  + r,ar,  + r,ar,)  (f,ar,  - r.ar,), 

mit  entsprechenden  Werthen  für 

r,,'ar,  + yn"ar,  + fn’ar,  «»d  F„"sf,  + F„"df,  + F„’'sr,i 

daher  unmittelbar 

Fn",  F„",  F„",  F,„  F„"  5 sf„  sr„  ar,Y 
= (/,'  + A*  + A*)  (f.i,  fa.  f«.  fo.  fri.  f>.  5 ar„  ar„  ar,)’. 

Nach  Unterdrückung  des  Factors  /■,’  + /i*  + r,*  wird  schliesslich 
unsere  Gleichung 

F„"ar„  + F„"ar«  + F^-dr„  + 2 F„"dr„  + 2 F,;’sr„  + 2 F^-’ar,, 

=*=  2 tfii,  fjj,  ftj,  fj, , fji  J dAi»  ^Aii  ^Aa)*‘ 
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Schreiben  wir  aber  endlich  für  ~ /ts*»  f'|,,  etc.  wie  es  in  der 

Theorie  der  Kegelschnitte  üblich  ist,  so  ist  die  entwickelte  Form  der 
für  die  rcducierte  rechte  Seite  der  Schlussgleichung  des  Art.  3.  vorhin 
erhaltenen  Determinante 


- {ywArtu  - tf,)  + - iQ  + FMift  - *!/■,) 

+ /■«  [/i(5/i  - r,r»)  + - JA,)]  + . . } ; 

und  da  man  nach  den  vorigen  Helationen  hat 

2 A,  Wi  - Ut)  = All"  - (Ai*  + A.*  + A,*)  f,..  etc. i 
A.  (4 A,  - -jAa)  + A,  (JA,  - f A.)  = - (A.‘  + A.*  + A,‘)  f«.  etc. 

und  überdiess  F||f|i -|~  etc.  s 0 ist,  so  wird  die  Entwickelung  der  De- 
terminante weiter  in 

+ 2 + 2 + 2 Fn’F„ 

und  damit  die  Diffcrontlalglcichung  in  die  neue  Form 


FuSf,,  + + F3;’d/*33  + 2 F^Sf^  + 2 + 2 

= 2 |Fj,  Fxi  -f-  Ffi  Fff  -1-  Fff  F,3  -|-  2 2 >5,  F31  + 2 F,t  Fn| 


UborgefUhrt. 

Man  erhält  als  specicllen  Fall  der  allgemeinen  Gleichung  Ca^^ley's 
die  von  Bouquet  a.  a.  O.  gegebene  unter  der  Voraussetznng,  dass  die 
Gleichung  des  Flächensystems  die  Form  r =*  X -f-  F'  -f-  Z hat  für 
X,  F,  Z als  Functionen  respective  von  z allein.  Dann  bat  man 


A,  = A",  A.=  n A,  = Z'i  An 
= y-'/r,  F„  = z'x\ 
Fu"^{y^-z")Xy'z\  y„”: 
= .\-A"",  3f„  = yy- 


1 = A".  /■„- J-". 

F33  = X = /"ai  = =a  0; 

=^(Z"- X") X'F'Z',  F„"-=(X"— F")X'F'Z'; 
» d/* 33  “ z z , 


und  die  DiÖfcrentialgleichung  wird  durch  Division  mit  X'V'Z'  verwan- 
delt in 


X^r^CF^-Z")  + F'F'"(Z"  — X")  -f  Z'Z''-(X"  — F") 

+ 2 (F"  — Z")  (Z"  — Ä"')  (X"  - F")  = 0. 

5.  Selbst  dann  aber,  wenn  die  Bedingungsgleichuiigen  durch  eine 
angenommene  Gleichung  befriedigt  werden,  orseboint  es  als  nicht  leicht, 
die  beiden  cunjugierten  Systeme  ru  bestimmen.  So  bemerkte  Bouquet, 
dass  die  eben  gefundene  Bedingung  erfüllt  wird,  wenn  das  gegebene 
System  von  der  Form  >j*  ~ r ist,  ohne  aber  einen  Weg  zur  Ent- 

deckung der  conjugierten  Systeme  anzudeuten,  und  die  Resultate,  welche 
Sorret’s  Scharfsinn  und  analytische  Kraft  in  der  Ableitung  der  Gleich- 
ungen der  conjugierten  Systeme  bei  befriedigter  Bedingungsgleicbung 
zu  Tage  förderte,  sind  von  sehr  compliciertem  Cbaracter.  Wir  theileu 
nur  die  beiden  einfachsten  Fälle  mit,  die  man  ohne  Schwierigkeit  veri- 
ücieren  kann  und  verweisen  für  die  übrigen  auf  seine  Abhandlung.  Er 
zeigte , dass  die  drei  Gleichungen 


?^  = r,  + + + = + = ? 

ein  dreifaches  System  conjugierter  OrthogonalHächen  darstellcn.  Die 
Flächen  (r)  sind  hyperbolische  Paraboloide,  das  System  (p)  ist  von  den 
geschlossenen  Theilcn  und  das  System  (9)  von  den  unendlichen  Mänteln 
der  Flächen  vierter  Ordnung 

(:»  _ „ 2p*  U*  + + 2x»)  + p*  = 0 
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(^bildet.  Serret  bat  bemerkt,  dass  aus  dem  vorher  Entwickelten  direct 
fol^e,  dass  die  Summe  oder  Differcus  der  Distanzen  jedes  Punktes  in 
der  nUmlichen  Krümmungslinie  eines  hyperbolischen  Pnraboloides  mit 
gleichen  llauptpurabeln  von  zwei  festen  Erzeugenden  constant  ist.  Kr 
tindet  auch,  nur  in  etwas  weniger  einfacher  Furniy  die  folgenden 
Oleichungen  eines  anderen  Systems  von  Orthogunalfliicben 

p sss  xyzi  7 =«  (x*  -f"  ö>***)^  + 4* 

r (x*  4"  my*  4"  4“  4~  “2*)^ 

für  CD  als  Cubikwiirzel  der  Einheit. 

Ein  interessantes  dem  System  confocaler  Flächen  zweiten  Grades 
sehr  analoges  System  von  Orthogonalilächen  ist  das  von  Darboux  an- 
gegebene, welches  aus  den  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreis  doppelt  enthaltenden  Flächen  vierter  Ordnung 


4^/*4"^^  • I cX 


z*4-rf» 


0 


besteht  (Art.  318.)  für  a,  6,  c,  d als  gegebene  Constante,  und  für  die 
succe^sive  Ersetzung  von  1 durch  die  Parameter  x,  y,z.  Die  Formeln 
für  X,  y^  z in  Function  von  p,  r sind 

(a‘  - 4^»)  X«  = + pH“  + 9)  ("  +_r) 

(4»  - 4rf«)  V'  = (*  + ?)(*  + »•) 

(,t  _ 4rf»)  .»  = -’Kg  + P)  (f  + ?)  (c  + r) 

^ {c-a)(c-b) 

WO  für  die  Abkürzungen 

{'2d  4-  p)  (2rf  + -7)  (2c/  + r)  (2rf  — p)  (2rf  — 9)  (2rf  — r) 

4d(2rf  — o)(2d  — i)(2d  — c)'  " 4d(2d  + o)  (2  d -f  6)  (2d  + c) 

4d«  

|K(4dm)  + K(4dn)J-  * 

ist.  Für  d=«00  geht  das  System  in  das  der  confocalen  Flüchen  zweiten 
Grades 

. -L  ^ . -I U -i-  0 

Über,  ein  leichter  Wechsel  der  Uezoiclmung  würde  das  constauto  Glied 
zur  negativen  Einheit  machen. 

W.  Roberts  (vergl.  y,Comptes  rendus“  Sept.  1861.  Bd.  53,  p.  646,  etc, 
nnd  vollständiger  in  „Crelle's  Journ.**  Bd.  6:2,  p.  50.]  hat,  indem  er 
die  Bedingung  der  Ortliogonalität  von  zwei  Flächen  in  elliptischen 
Coordioaten  ausdruckte.Orthogonalsystcme  von  derGleicbung 
aus  bestimmt,  für  <p,  t/r*  x als  Functionen  der  drei  elliptischcu  Coordi> 
Daten  respcctive;  und  er  hat  so  zu  den  früher  bekannten  einige  neue 
hinzugefügt.  Geometrisch  das  Interessanteste  von  ihnen  ist  vielleicht 
das  von  der  Gleichung  in  elliptischen  Coordinaten  pv  = ccl,  für  das  er 
die  folgende  Construction  gegeben  hat:  Man  denke  einen  festen  Punkt 
in  einer  der  Axeu  eines  Systems  von  confocalen  Ellipsoiden  als  Scheitel 
umschriebener  Kegel  derselben,  so  ist  der  Ort  der  Bcrührongscurven  eine 
bestimmte  Flache  dritter  Ordnung  nnd  wenn  der  Scheitel  der  Kegel  die 
Axe  durchläuft,  so  entspringt  eine  Familie  solcher  Flächen  mit  einem 
veränderlichen  Parameter.  Die  beiden  andern  Axen  liefern  in  gleicher 
Weise  zwei  andere  Familien  und  die  Flächen  dieser  drei  Familien  schnei- 
den sich  paarweise  orthogonal. 
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Man  zeigt  ohne  Schwierigkeit^  dass  die  KrümmungsliDien  der  vor- 
erwähnten Flüchen  Kreise  stndf  deren  Ebenen  zu  den  Haiiptebenen  der 
Ellipsoide  normal  stehen.  Seien  A,  B zwei  feste  Punkte  in  zwei  Axen 
des  confocalcn  Systems  respective,  so  entsprechen  ihnen  zwei  sich  recht- 
winklig durcbschneidende  Flächen  und  die  Durchschnittscurve  derselben 
ist  der  Ort  von  solchen  Punkten  M in  den  confocalen  Ellipsoiden,  denen 
Tangentialebenen  der  letzteren  durch  die  Linie  AB  entsprechen.  Ist 
dann  P der  Punkt,  in  welchem  die  Normale  eines  der  beiden  Ellipsoide 
in  M die  durch  die  Linie  AB  gehende  Hauptebene  schneidet,  so  ist  der- 
selbe als  Pol  von  AB  \n  Pezug  auf  den  in  dieser  Ebene  gelegenen 
Focalkegolschnitt  ein  fester  Punkt  und  der  Ort  von  M oder  die  Kriim- 
mungslinio  ist  daher  ein  Kreis  in  einer  zu  der  durch  AB  gebenden 
Hauptebone  normalen  Ebene. 

72)  Art.  161..  p.  191.  Die  Theorie  der  Strahlensysterae  wurde  in 
voller  Allgemeinheit  zuerst  von  W.  R.  Hamilton  im  Anhang  zu  einer 
den  optischen  regelmässigen  Strahlensystemcn  gewidmeten  Abhandlung 
(„Transactions  of  the  R.  Irish  Acad.**  Bd.  ^ entwickelt  und  ist  später 
mit  grosser  Eleganz  durch  Kummer  vervollständigt  worden.  Siebe 
„Crelle's  JoumaP*  Bd.  ^ p.  189.  In  sehr  einfacher  Weise  hat  Möbius 
(„Berichte  der  K.  S.  Gesellsch.  d.  Wissenseb.“  Math.  phys.  Klasse. 
Bd.  die  Eigenschaften  unendlich  dünner  Strahlenbündel  aus  der 
Aftinität  ihrer  Querschnitte  (siche  des  Verfassers  „Darstell.  Geometrie'* 
Art.  21 , a.)  abgeleitet.  Die  zweifach  unendlichen  Strahlonsysteme  sind 
die  Congruenzeu  von  Plücker  und  wir  berühren  sie  mehrfach  in  den 
späteren  Entwickelungen.  (Siehe  Kap.  VI.,  VII.  und  bezügliche  Noten.) 

Das  Vorstehende  ist  ein  Auszug  aus  der  genannten  Arbeit  von 
Kummer. 

731  Art.  169.»  p.  2Q9.  Anderseits  hat  Kronccker  („Monatsberichte 
der  K.  Akad.  d.  Wissensch.  zu  Berlin.*'  Aug.  1869]  das  Dichtigkeitsmaass 
als  eine  dem  Fall  a»3  entsprechende  Specialisicrnng  eines  noch  allge- 
meineren im  Kaum  von  a Dimensionen  gültigen  Begriffs,  nämlich  vom 
Element  des  Integrals  der  Characteristik  eines  allgemeinen  Functions- 
systems, nachgewiesen.  (Vcrgl.  ibid.  März  1869.)  Mit  dem  Studium 
dieser  Entwickelungen  mag  man  das  der  Abhandlungen  vonLipschitz 
in  den  Bänden  7^  71,  7^  lA  des  Journals  verbinden,  Uber  die  der  Ver- 
fasser eine  UcbcrsicTTt  im  Bd.  4 des  „Bulletin**  gegeben  hat. 


Kapitel  III. 

74)  Art.  171. , p.  212.  Vergl.  G.  Boole  „A  Treatise  on  differential 
Equätions'*  (1859)  Kap.  p.  322  f. 

Art.  186, . p.  232.  Die  Vergleichung  mit  der  Differentialgleichung 
der  Minimalflächen  in  Art.  64..  4 zeigt,  dass  unter  den  Regelflächen 
nur  die  Ebene  und  die  flachgängige  Schraubeofläche  Minimalflächen  sind. 

75)  Art.  193..  p.  240.  Vergl.  Boole's  Abhandlungen  in  „Philos. 
Transactions"  1862,  p.  437  und  ,,Crelle’s  Journal**  Bd.  61^  p.  309. 

76)  Art.  194-,  p.  242.  Cayley  hat  „Quarterly  Journal**  Bd.  6, 
p.  108  den  zu  der  linken  Seite  der  Gleichung  der  developpabeln  Fläche 
hinzukommendeu  Factor  in  der  Hcsse'schen  Determinante  — den  er 
als  Pro-Hessian  bezeichnet  — in  den  Fällen  einer  Developpabeln  vierter 
und  fünfter  und  der  in  Art.  QQ  betrachteten  Developpabeln  sechster  Ord- 
nung bestimmt;  die  durch  sein  Verschwinden  repräsentierte  Fläche  ist 
im  ersten  Falle  mit  der  Developpabeln  selbst  identisch,  in  den  beiden 
anderen  Fällen  ist  die  Rückkelirkante  der  Developpabeln  auch  eine 
Rückkehrcurve  dieser  Fläche  und  daher  in  der  Durchdringung  beider 
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sechsfnch  — welches  wohl  als  allgemein  gültig  angesehen  werden  darf. 
Die  Doppelcurve  der  Developpnbeln  ist  als  einfache  Curve  io  derselben 
Fläche  enthalten  und  zählt  in  der  Durchdringung  doppelt. 

lieber  characteristische  Unterschiede  der  Kegel  unter  den  Dcvelop- 
pabeln  hinsichtlich  der  Differentialgleichung  hat  Merri  fi e Id  gehandelt; 
z,  B.  «^London  Math.  Society“  Bd.  3,  p.  222. 

77)  Art.  198.,  p.  243.  Vergl,  Monge  „Application“  p.  53. 

78)  Art.  198.,  p.  244.  Siehe  Boo1e*s  „Differential  Equationa“ 
p.  322. 

79)  Art.  200.,  p.  248,  Beisp.  Vergl.  Art.  47.  Monge  hat  bewiesen, 
dass  wenn  eine  Fläche  F* » 0 mit  einem  dreiaxigen  Ellipsoid  zusammen 
den  Ort  der  Krümmungscentra  einer  andern  Fläche  bildet,  die  geodä- 
tischen Linien  von  0,  welche  das  Ellipsoid  berühren,  der  Gleichung 
genügen 

a*{ydz  — idy)  + V^izdx  — a*r/z)  + c*{xdy  — ydx) 

— b^c*dx^  -j-  c* ß*  ö* 

80)  Art.  201.,  p.  248.  Vergl.  Monge’s  „Application“  p.  74. 

81)  Art.  203.,  p.  250.  Die  Sätze  dieses  Abschnittes  sind  besonders 
durch  Chasles*  Abhandlung  im  11.  Bd.  der  ,,Correspondonce  von  Que- 
lelet“  p.  50  und  durch  diejenige  von  Cayley  im  7.  Bd.  des  „Cambridge 
and  Dublin  Math.  Journal“  p.  171  gegeben.  Man  vergleiche  auch  spätere 
Abhandlungen  des  letztem  Autors  z.  B.  „On  Scroils  otherwiso  skew 
surfaces“  in  „Pbllos.  Transactions“  1863,  p.  453;  etc. 

Art.  211.,  p.  259.  Vergl.  die  zuerst  genannte  Abhandlung  von 
Cayley. 

82)  Art.  212.,  p.  259.  Eine  Discussion  dieser  Flächen  gab  zuerst 
der  Verfasser  in  „Cambridge  and  Dublin  Math.  Journal“  Bd.  8,  p.  45. 

Ueber  die  Beziehungen  der  KegcHläcben  zur  Geometrie  der  geraden 
Linie  im  Raum  siehe  Bd.  1,  Art.  53.,  3.  Man  nehme  Kenntniss  von  der 
Abhandlung  Plücker's  in  „Annalt  di  Matern.“  Bd.  1,  p.  160,  besonders 
auch  in  Rücksicht  anf  ihre  Classification,  für  welche  wir  weiterhin  die 
Beispiele  des  dritten  und  vierten  Grades  eingehend,  den  Fall  des  fünften 
Grades  übersichtlich  erörtern. 

Einer  besonderen  Art  der  Rogclfiächcn , welche  viele  Fälle  umfasst, 
widmen  wir  die  folgenden  Entwickelungen. 

In  Bd.  I.,  Art.  167.  ist  bewiesen,  dass  der  Ort  der  Pole  der  Taii- 
gentenebene  einer  Fläche  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  die  zu  ihr  con- 
focalen  Flächen  die  entsprechende  Normale  jener  Fläche  ist,  was  sich 
leicht  auf  das  allgemeinere  System  einer  Flachcnschaar  zweiten  Grades, 
d.  h.  der  einer  und  derselben  developpabcln  Fläche  vierter  Classc  ein- 
geschriebenen Flächen  überträgt.  Da  cs  zu  jeder  Ebene  eine  sie  be- 
rührende Fläche  der  Schaar  giebt  und  diese  selbst  durch  zwei  ihrer 
Flächen  bestimmt  ist,  die  zugehörigen  Pole  aber  entsprechende  Punkte 
von  zwei  coIHuearen  Räumen  sind,  für  die  die  Ecken  und  Fluchen  des 
gemeinsamen  Quadrupels  sich  selbst  entsprechen,  so  fällt  die  Betrach- 
tung solcher  Geraden  unter  die  des  Strahlcnconiplexes  aus  zwei  colU- 
nearen  Räumen,  der  iin  Bd.  I.,  Art.  157.  Beisp.,  characterisiert  ist.  Dabei 
entsprechen  unendlich  viele  Flächenschaaren  demselben  Uomplex. 

Lässt  man  die  Polarebene  eine  devcloppable  Fläche  n*®*  Classe  be- 
schreiben, so  erzeugt  die  ihr  als  Ort  der  Pole  in  Bezug  auf  die  Flächen 
der  Schaar  entsprechende  Gerade  eine  Rcgclfiächc;  die  Erzeugenden 
derselben  gehören  dem  Complex  an  und  machen  mit  den  Hauptpunkten 
und  Hauptebenen  desselben  ein  constantes  Doppclverbältniss. 

Diese  Flache  ist  im  Allgemeinen  vom  Grade  2n;  donn  die  Gerade 
der  Pole  beschreibt  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  wenn  die  Polarcbenc 
sich  um  eine  Gerade  dreht  (Bd.  I.,  Art.  177.)  und  die  Anzahl  der  durch 
eine  Gerade  an  die  Regelfläche  gebenden  TangeDtenebeDen  ist  somit 
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gleich  der  Zahl  der  einem  Paraboloid  mit  der  developpabelo  Flüche 
gemeinsamen  Tanguotialebenen.  Da  das  Paraboloid  die  Flächen  des 
gemeinsamen  Quadrupels  berührt^  so  vermindert  sich  für  jede  ßeriihrung 
der  Developpabeln  mit  einer  solchen  Fläche  der  Orad  der  Regeldäche 
nm  Eins.  Da  die  Polo  der  sHmmtlichen  Ebenen  der  developpabeln 
Fläche  in  Bezug  auf  je  eine  Fläche  der  Schaar  die  Reciprocalcurven 
der  Developpabeln  in  Bezug  auf  diese  bilden,  so  erscheint  die  be- 
sprochene Kegeldächc  nach  Hd.  I.,  Art.  119.  als  erzeugt  durch  eine 
Schaar  projectivischer  Curven  Ordnung,  die  die  Erzeugenden  in 
projectivischen  Reihen  schneiden  ; insbesondere  entsprechen  den  Grenz- 
Hächen  der  Schaar,  den  in  den  Qiiadrupolebenen  gelegenen  Doppclkegel- 
schnitten  (Hd.  I.,  Art.  166.)  ebene  Curven  Ordnung  in  diesen 

Ebenen,  welche  zusammen  mit  je  n Geraden,  die  den  Tangentialebenen 
der  Developpabeln  durch  die  Gegcnccke  entsprechen,  den  betreffenden 
Querschnitt  der  Kegeldäche  bilden. 

Wenn  die  betrachtete  Developpable  in  Bezug  auf  ein  als  funda- 
mental betrachtetes  Tetraeder  involutorisch  ist,  d.  h.  durch  Gleichungen 
in  Kbenencoordinaten  von  der  Form 


+ s.'"  + jr  + «4  U"  =■  0 . 
«,'tr + «t'ir  -h  oi/t,’”  + = » 


dargestcllt  wird,  so  entstehen  RogeUiächen,  welche  als  tetraedral-sym* 
metrisch  bezeichnet  worden  sind  (vorgl.  das  Werk  von  de  la  Gour- 
ncrie  ,tRecherches  siir  les  surfaces  n'gldes  tetraddrales  symmdtriqnes^* 
Paris  1867.  Die  sogleich  zu  erwähnende  Fläche  achten  Grades  mit  vier 
Doppelkegelschnittcn  ist  die  projectivische  Verallgemeinerung  der  Qua* 
drispinale  von  de  laQonruerie;  ihre  Rcciproke  nennt  derselbe  die  Qua* 
drtcuspidalc) ; insbesondere  für  die  Developpable  zweier  zu  diesem  Te- 
traeder coujugierten  Flächen  zweiten  Grades  Regelliächen  achten  Gra- 
des, welche  noch  specieller  in  den  Ebenen  des  Fandamentaltetraeders 
Doppelkegelschnitte  enthalten,  wonn  diese  zugl»^icb  die  Hauptebeneri 
der  Flächenschaar  zweiten  Grades  sind,  welche  zur  Ableitung  benutzt 
wird  — die  Reciproken  der  Doppelkogelschnitte  der  Developpabeln  in 
Bezug  auf  die  Grenztlachen  der  Schaar. 

l 1 , 1 j-,.* 

Sind  X «,•  f .*  « 0,  und  X die  Gleicbungen  der 

4 ' * 4 * ' 4 ö,  — e 

Developpabeln  und  der  Flächenschaar,  so  wird  der  Pol  ar^  der  Ebene 
durch  IXj  » (a^-  ***  p)  und  also  die  Keciprokalcurvc  der  Developpabeln 

für  die  dem  Parameter  p entsprechende  Fläche  zweiten  Grades  durch 
die  Gleichungen 


1 a . CT  .* 


0, 


l a, 

4 («,  ■ 


0 


bestimmt,  znischen  denen  nnr  p zu  eliminieren  ist,  nm  die  Glcichnng 
der  so  erzeogten  KegcIflUche  zu  erhalten.  Ha  an»  den  Gleichungen  der 
DeTeloppabcln  für  p'  als  einen  Parameter  {,*  = (p* — «,.)  und  somit 

ixj  = ij(p  — Oj)  (p’  — "o  sind  die  Punkte  der  Flüche  durch 

zwei  Parameter  p,  p’  ansgedriiekt;  und  zwar  sind  p const.,  wie  schon 
bemerkt,  die  Cnrven  vierter  Ordnung  und  p'  = const.  die  geraden  Er- 
zeugenden. Im  Falle  Cartcsicher  Coordinaten  und  der  Schaar  der  Con- 
focalen  erhält  man  einfacher 

* *(e  — u)(p'— a)^,  y (p  — A)(p' — I = *-,(p  — c)(p'— y)l. 
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woraus  folgt 


dx  dx  . dy  dy  , 
d Q d(^  dq 


d z d z 
d Q dQ 


i.  (e  - «)  + *-,«  (»-*)  + i-,‘  (e  ~ e). 


Es  gicbt  also  einen  Werth  von  9,  für  welchen  der  erste  Theil  dieser 
Gleichung  verschwindet  und  somit  eine  Cnrve  vierter  Ordnung  auf  der 
Rcgeldllche,  die  zu  allen  ihren  Krzongenden  normal  ist.*) 

Wenn  einem  Punkte  der  Fläche  zwei  Werthsysteme  von  9,  9'  ent- 
sprechen, so  gehört  er  zur  Doppelcurve  derselben;  die  Coordinaten  ihrer 
Punkte  sind  elliptische  Functionen  eines  vcründerlichen  ParAmeters  und 
sie  ist  (von  den  Doppelkegclschnitten  abgesehen)  eine  Curve  von  der 
Ordnung  zwölf. 

Die  tetraedral-symmetrischen  Gurven  sind  Curven,  deren  Tangenten 
sämmtlich  einem  Complex  zweiten  Grades  angehören,  der  durch  das 
Tetraeder  und  durch  ein  Doppelverhältniss  dcBniert  ist;  sie  bleiben 
solche  Curven  bei  allen  den  projcctivischcn  Raumtrausformationen,  die 
das  Tetraeder  in  sich  selbst  überführen. 

Die  Quadrispinale  und  die  Quadricuspidale  von  de  la  Ooumerie 
sind  specielle  Falle  von  Flächen  achter  Ordnung  mit  vier  Doppelkegel- 
schnitten respective  vier  Doppelcurveu  vierter  Ordnung  mit  je  drei  zwei- 
seitigen Indcxionsknotcn  und  Cayley  hat  die  allgemeinen  Gleichungen 
jener  Flächen  angegeben  und  die  Bedingungen  ihres  Ueberganges  in 
Regolfläcben , sowie  specicU  in  cntwickelbaro  Flächen  — nämlich  re- 
spective in  die  gemeinsam  umschriebene  zweier  dem  Tetraeder  conju- 

Sierter  Flächen  zweiten  Grades  und  in  die  TangentonHäche  der  Dnrch- 
ringungsenrve  von  zwei  solchen  Flächen,  anfgcstellt. 

Die  vier  Kegelschnitte 

®|=0.  0|J  V — + “11*4' = 0; 

X,  = 0 , — + «„Xj*  + a,,x,*  = 0; 

X,  =>  0,  «,ix,*  — fljjXa*  + fljjX,*  = 0; 

a:4  = 0.  — 0,4X1»  — o„x,‘ — a,4Xj*  =0 


sind  Doppclkegelschnitte  der  Fläche  achter  Ordnung  — wir  deuten  zur 
Verkürzung  der  Gleichung  die  durch  lodicesverschiebung  zu  bildenden 
Glieder  durch  Punkte  an  und  setzen  für  f/tsOn  -{-  4* 

Buchstaben  r 

0 = 0|,»a„»0|4»x,»  + 0„»0n»0„»x,’  + — 2a„»o,ja,4(a„a|4  — a,ja,|)x,«x,» 

+ 2o„»a„o,4(a„o„  — OnO,4)x,'x,»  + 

+ ‘'u*(«is*o«4*  + «i!’fl»4'  — 4oi«auat4"34)  V + 

+ 2o„o,4(aaO,4a„o,4  + o„»o„»  — 2o„aMr)  x,<x,»X4» 

— 2o„a,4(o„a„aöa,4  + a,3»o„«  — 2a,3a„r)  x,<x,‘x4»  + 

2kX|*Xt*;T3*a:4*. 


Mit  den  beiden  Werthsystemen  von  X,  fiy  v ans 


X + f4  + »-  =.  0,  <4oa,4X»  + oijOsifi»  + a,j<»j,v»  = 0 


and  mit 


*)  Man  vergleiche  für  diese  Behandlung  die  Abhandlung  von  0- 
Darbonx  im  „Bulletin“  Bd.  2,  p.  301  f. 
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- 2Z  ^ "-“«irii  _|_  „,,„„)* 

4(Oj3Ö|4  — ^|3<7||)  (f7|3/7||  fl, {034)  (^13^34 

wird  sie  zur  Regelääche  ((juadrispinale);  uud  endlich  entwickelbar  mit 


- L.  4. 

^lt®34 

un<l 


0 d.  h.  X i ß : V 


^ . 1 

^*3^14  ^'l3^t4  ^11^34 


6A  *=»  6("2s^(4  '^13''?*)  ('^IS^W  ''lt'^34)  (^I»^S4  ^tS^^u)* 

Dagegen  sind  die  rationalen  Curvcn  vierter  Ordnung 

x,  = 0,  "3|a-,'X4»  — o,4X,*X4‘  + OtsX.'x,»  = 0; 

X,  = 0,  — + fl,4X|»X4*  + a„x,*x,’ -=  0; 

Xj  = 0,  n,4a-,»x,‘  — n,,X|’x4’  + o„x,’x,’  = 0; 

X4  = 0,  — fl„o-,*Xj*  — a„x,»x,*  — «,,x,»x,*  =0 

Doppclcurven  der  Fläclie  achter  Ordnung 

0==>ff,3*j,*j-3^+...+2a,sfl,4tr,*X3*X4*  — 2fl„fl|4a'i'a’,*x/  + 2<7„«,3a-|<«-,»j-3* 

-|-  2A j-,*.rt*X3*a:4*. 

Mit  den  vier  Werthsystemen  von  X,  9 aus 

^ + (*  + » = 0.  = 0 

und  mit 


V ß Z V ß 1 

k^fl^ßn  ^—  +^15^14  - r ^'si  ~ 

wird  die  Fläche  eine  liegeldäche  (Qnadrispinale)  and  für 
(flts  «i4)^+(O|s»»i)^  + ('')«Oj4)^”0  »nd  l:(*:»=(<’»3'>i<)^:(<»is«i4)^:(aitOM)^ 
* = [ ("tjO|4)^  •—  (aija«4)h[{‘»ij«t4)^  — («ii''»i)^J:((an»n)^  — (OfjOii)^] 

die  Taugentenfläche  einer  /?Aumcurve  vierter  Ordnung  erster  Art. 

Cayley  hat  anderseits  (siehe  ,, Cambridge  Transautions“  Bd.  11,  2, 
1868)  diese  Kegelflächcn  als  Specialfälle  derjenigen  aufgewiesen,  die 
erzeugt  werden  durch  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte 
zweier  ebenen  Curven  (/,  U*  von  den  Ordnungen  m und  m \ wenn  die 
correspondierenden  Punkte  durch  die  entsprecheuden  Tangenten  von  zwei 
sich  eindeutig  entsprechenden  Curven  .Q,  Sl'  in  denselben  Ebenen  von 
den  respectiven  Classen  v,  v ausgeschnitten  werden,  so  dass  die  Cor* 
respondenz  der  Punkte  P,  P’  von  If  von  dem  Typus  v»',  v m ist, 
so  Ist  der  Grad  der  entstehenden  Kegelfläche  (v~\-v)mm\  Denn  die 
Schnittlinie  s beider  Ebenen  schneidet  ^ in  m Punkten  P,  von  deren 
jedem  v Tangenten  an  A gehen,  denen  ebenso  viele  an  Sl'  entsprechen, 
welche  U'  in  je  rn  Punkten  schneiden,  so  dass  in  der  Ebene  von  [/* 
vmtn  Erzeugende  der  Fläche  liegen;  und  da  die  Ebene  von  U davon 
aus  gleichen  Gründen  v'mtn  enthält,  so  schneidet  s die  Fläche  in  mm\v^9*) 
Punkten. 

Für  einen  beliebigen  Punkt  P in  ^ giebt  es  vtn  entsprechende  in 
l/'  und  somit  ebenso  viele  Erzeugende  der  Fläche:  die  Curven  1/  und  (/ 
sind  somit  von  den  respectiven  Vielfachheiten  vm  und  v m.  Die  Schnitte 
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ihrer  Klicnen  mit  der  Flache  bestehen  aus  diesen  Corven  und  ans  re> 
Bpective  v'mtn  und  Krzeugenden. 

Wenn  zwei  entsprechende  T angenten  von  Sl  und  Ä*  die  Gerade  m 
in  demselben  Punkte  achneiden,  so  .liegen  tn  Punkte  P und  m Punkte 
von  P*  und  aomit  mm'  Ei  zeugende  der  Fläche  in  der  Ebene  derselben  und 
diese  ist  eine  singuläre  Tnngctilialcbenc , die  nocii  eipe  Curve  von  der 
Ordnung  (v v'  — X)  mm'  mit  der  Fläche  gemein  bat.  Und  da  die 
Corrcepondenz  der  Punkte  auf  entsprechenden  Tangenten  von  Sl  und  Sl’ 
in  s vom  Typus  (p,  u)  ist,  so  giebt  es  {v v)  solcher  Tangential- 
ebenen. Für  Sl  und  Sl'  als  feste  Punkte  hat  man  den  Fall  der  Pro* 
jectivität  ihrer  Tangenten;  die  Fläche  wird  vom  Grade  die  Cur* 

ven  V,  if  sind  vielfach  in  den  Graden  m'  und  und  ea  gicht  zwei  sin- 
guläre Tangentialebenen,  welche  mm  Erzeugende  und  eine  Curve  der 
Ordnung  mm  mit  der  Fläche  gemein  haben,  und  die  die  Gerade  Sl  Sl' 
mit  den  Doppelpunkten  Fj,  F,  der  projectivlschen  Kcthen  in  x verbinden. 
Für  m =»  ni  =s  2 hat  man  eine  Regeltläche  achten  Grades  mit  V , if  als 
doppelten  Kegelschnitten. 

Wenn  die  Punkte  Ä,  F|,  h\  rcspective  ß*,  F, , h\  den  I.eitcurven 
Vy  ü’  angeboren,  sagen  wir  allgemein  o>,  /*j,  und  co',  /"/,  /"/  mal  re- 
spective,  so  treten  Modiücationcn  ein;  die  Curven  Vy  V'  siud  vielfach 
in  den  Graden  m’  — to",  m — ro  und  die  Schnitte  ihrer  Ebenen  enthalten 
ausser  ihnen  m'{m  — ca)  — f^f^  — und  m{m' — ca)  — 
Erzeugende;  die  Fläche  ist  vom  Grade  'imm'  — mco'  — m'co  --  — A/s  * 

Die  singnlure  Tangentialebene  aus  /*j  schneidet  in  der  /*/(m  — ca  — /,) 
fachen  Geraden  ÄA'i,  der  fi(m'  — co  — f/)  fachen  Geraden  ß*F|,  in 
(w  — ca  — /*|)  (m'  — CD*  — f'i)  anderen  Erzeugenden  und  ln  einer  Curve 
von  der  Ordnung  {mm’  — co  co'  — AA  )?  analog  die  in  A‘,  in  der 
ft  {m  co  ^ ff)  (uchcn  Geraden  SlFf  A("*  ““  ® ““  A ) 
radcD  Sl'f\i  (m  — oo — A)  — A ) anderen  Geraden  und  in 

einer  Curve  von  der  Ordnung  (mm'  — coco’  — fff). 

Für  m™m'in:4,  o)s=ü)'s=i2,  /*|=/', " 2 erhält  man  eine 
Kcgoldäche  achten  Grades  mit  rationalen  Doppelcurvon  vierter  Ordnung. 

Wählt  man  die  Ebenen  ßß'A',,  ßß'F|,  ßA*,  F,,  ß'A',  F,  als  die 
Fundamentalebenen  Xi  =»  0,  a-,  «=*  ü,  0:^,  » 0,  » 0,  so  können  die 

Curven  (/,  (/'  durch  a-j  0,  A “ ^5  *^4  = 0»  A “ ^ projcclivi- 

schen  Büschel  ß und  ß'  durch  ar,  — jlx*  — 0,  x,  — kla-f  = 0 mit  il  als 
Parameter  und  k als  einer  Constanten  gegeben  sein;  für  .Y^.  als  Coordi- 
naten  von  P und  Xf  als  die  von  P’  hat  man  die  Bedingungen 

Xi  — XXj^Oy  .Y,=-0,  ft^0\  Xf  ^ kXXf  ^0,  X/  — 0.  A=“Ö; 
die  Gleichungen  der  Geraden  P/*'  sind 

j f * -^3  » ■ ^4  I 

j '^*1 1 » -^'3  » X'4  ' ™ 0 

j > -^*1 » '^'s  > . 

und  die  Elimination  der  sieben  Grossen  A’i,  A*,,  A’s,  AV,  AV»  -Y,',  X 
giebt  die  Gleichung  der  Fläche. 

Wenn  dann  insbesondere  die  Cnrven  (/,  if  Gleichungen  von  der 
Form  haben*) 

■^3  “*  “t*  **  0; 

X4  = 0,  Anx{  —0, 


*)  Von  solchen  Cnrven  hat  Cayley  ausführlich  gehandelt  in  den 
„Edinhurg  Transactions**  Bd.  25  (1868—69).  ln  de  )a  Gournerie^s 
Schrift  siehe  p.  196  f. 

Salmon,  anal  Opom.  d.  Raumot.  IT.  2.  Aufl.  42 
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so  dass  für  r = i — mit  q als  relativen  Primrahlen  die  gegebenen 

Schnitte  von  den  Ordnungen  pq  oder  ^pq  sind  (im  letztem  Fall  mit 
je  drei  pq  fachen  Punkten),  so  ist  die  Kegelfläche  vom  Grade  2p* und 
die  gegebenen  Schnitte  sind  pq  fach  in  derselben,  so  dass  ihre  Kbenen 
im  ersten  Falle  pq  Erzeugende  ausserdem,  im  zweiten  'aber  keine  sol- 
chen enthalten.  Ist  aber  r gebrochen  oder  9 ]>  1 , so  zerfHllt 
die  Regelfliiche  in  q Regel  flächen  vom  Grade  2p*9,  für  deren 
jede  im  ersten  Falle  die  Curven  U ^ 1/  p fach  sind,  während  p*  q fache 
Gerade  in  der  Ebene  einer  jeden  liegen;  während  sie  im  zweiten  Falle 
in  jeder  derselben  p fach  ist  nnd  den  vollständigen  Schnitt  bildet. 

Den  Werlhen  r » 2 und  r =*  — 2 entsprechen  die  Quadrispinale 
nnd  die  Quadricuspidale;  für  r ^ erhält  man  eine  Fläche  sechsten 
Grades,  die  nach  Salmon's  Bemerkung  in  die  Fläche  der  Hauptkrüm- 
mungscentra  eines  ElHpsoids  übergeht,  wenn  man  X,-  durch  in  ihrer 
Gleichung  ersetzt, 

82*)  Art.  220.,  p.  266.  Vergl.  Cayley^s  Abhandlung  in  „Philos. 
Transactions'*  Bd.  153,  p.  453  f.,  ebendort  auch  Art.  216. 

83)  Art.  227.,  p.  279.  Für  die  Abwickelung  der  UmdrehungsÖächen 
verwci.sen  wir  auf  die  Abhaudlung  von  ßour  selbst  ,, Journal  de  Pccole 
polyt.“  Bd.  22.  p.  78  f.  Vcrgl.  Note  71. 


Kapitel  IV. 

84)  Art.  230.,  p.  280.  Siebe  Fresnel  „Memoires  de  ITnstitut.** 
Bd.  7,  p,  136  (1827). 

85}  Art.  234.,  p.  284.  Diese  Sätze  gab  Mac  Cullagh  im  16.  Bd* 
der  „Transactions  of  the  R.  Irish  Acnd.'*  Neuerdings  sind  die  Apsidal- 
dächen  von  Catalan  in  „Mdmoircs  de  l'Acad.  Belgique*'  Bd.  38,  p.  1 
studiert  worden. 

86)  Art.  236.,  p.  286.  W.  R.  Hamilton  zeigte  zuerst,  dass  die 
WellctiflUche  vier  Knotenpunkte  und  vier  längs  Kreisen  berührende 
Tangentialebenen  habe  im  17.  Bd.  der  ,, Transactions  of  the  R.  Irish 
Acad.'*  p.  132  (1837).  Lloyd  bestätigte  die  daraus  abgeleiteten  opti- 
schen Gesetze  durch  Versuche  (ibid.  p.  146).  Die  folgenden  geometri- 
schen Untersuchungen  theilte  Mac  Cullagh  mit  (p.  248).  Vergl.  auch 
Plücker’s  Abhandlung  ira  19.  Bd.  p.  1,  91  (1839)  von  ,,Crelle’s 
Journal“. 

87)  Art.  239.,  p.  289.  W.  Roberts  hat  auch  die  Cubatur  der  Wel- 
lonfläclie  in  eleganter  Form  gegeben  in  Bd.  4 (1.  ser.)  der  „Annali  di 
Matern.**  p.  345. 

88)  Art.  243  , p.  293.  Zu  Untersuchungen  Uber  die  Krnmmungs- 
linien  der  Wellenllächc  gab  eine  unrichtige  Bemerkung  in  „Crelle's 
Journal“  Anlass  fürBertrnnd  „Comptes  rcndiis**  Nov.  1858,  Combes- 
eure  und  Brtoschi  in  „Annali  di  Matern.**  (1.  8er.)  Bd.  2,  p.  135, 
278  resp. 

Eine  Bemerkung  des  Letzteren  sei  erwähnt.  Wenn  in  der  Ebene 
Ix my nz  ^ (p  die  Grössen  /,  m,  n,  qp  Functionen  zweier  Verän- 
derlichen a,  e sind  (wie  in  Note  zu  p.  18ü),  so  umbUllt  die  Ebene  eine 
Fläche,  für  welche  die  Curvenfamilien  w « const.,  e » const.  in  ihren 
Durchschnitten  durch  conjugierte  Tangenten  der  Fläche  berührt  werden, 
subald  die  Bedingung 
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j ^ m n (p 

1 /,  n,  <p, 

, /,  m,  «,  <p, 

m„  w„  9i| 

erfüllt  ist,  iii  welcher  die  Indices  1,  2 die  Differentiatioii  nach  u,  t' 
resp.  bezeiclmen;  während  die  Curven  sich  rechtwiDklig  schneiden, 
wenn  man  bat 

(f*  -f  m*  4’  4*  ”i»i)  ^ + »”*”1  + nn,)(/^,4*  ^«^”1  + 

89)  Art.  244.,  p.  293.  Clebsch's  Abhandlung  findet  man  im  62.  Bd. 
von  ,,Crelle*8  Journal“  p.  64.  Man  vergl.  auch  eine  Arbeit  von  Cayley 
im  Bd.  12,  p.  319  der  „Cambridge  Philos.  Transactions“  (1873),  in  wel- 
cher die  Fläche  gründlich  discutiert  ist.  Dort  wird  die  Bezeichnung 
der  Note  69)  gebraucht,  durch  welche  die  Gleichungen  des  Art.  207.  in 
Bd.  1 die  Form 

— « (o*  -f~  p)*(«*  -f  V)»  “ y«A*y*  « (6*  -f  + ?)» 

— aßc*2*  ==  (e*  -j-  p)*(f*  4"  ?) 

erhalten  mit  a,  ß,  y in  der  Bedeutung  von  Art.  206.  a.  a.  O. 

90)  Art.  246.,  p.  296.  Vergl.  „Quarterly  Journal“  Bd.  2,  p.  218. 

90*)  Art.  248.,  p.  298.  Der  Ursprung  der  acht  Doppelberührungs- 

cbenen  der  Fläche  kann  nach  einer  Bemerkung  von  D ar  bo  ux  geometrisch 
nachgewieacn  worden,  indem  man  die  acht  Erzeugenden  der  Fläche 
zweiten  Grades  betrachtet,  welche  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreis  schneiden.  (Bd.  1,  Art.  139.)  Die  Normalen  der  Fläche  längs 
einer  dieser  Linien  liegen  sämmtlich  in  der  Ebene,  weiche  sie  mit  der 
Tangente  des  imaginären  Kreises  in  ihrem  unendlich  fernen  Punkt  be- 
stimmt, und  sie  umhüllen  in  derselben  einen  Kegelschnitt. 

In  derselben  Weise  entstellt  immer  drann  eine  ebene  Cuspidalcurve 
in  der  Fläche  derCentra,  wenn  die  gegebene  Fläche  eine  gerade  Linie 
enthält,  die  den  unendlich  fernen  imaginären  Kreis  schneidet, 

91)  Art.  250.,  p.  300.  Vergl.  auch  Cayley  in  „Annali  di  Matern.“ 
(1.  ser.)  Bd.  3.  p.  345,  wo  dessen  eigene  und  W.  Uobert*s  sonst  nicht 
veröffentlichte  Lösung  des  Problems  mitgetheilt  sind.  Oder  die  Note 
des  Herausgebers  im  39.  Bd.  p.  19  von  „Grunert’s  Archiv.“ 

92)  Art.  250,  p.  300.  Von  der  reichen  Literatur  der  Fusspunkt« 
flächen  nennen  wir  die  Arbeiten  von  W.  Roberts  in  Bd.  10  und  12  des 
Journals  vou  Liouville;  die  von  Torlolini  in  ,,Crelle*s  Journal“  Bd.  31, 
von  T.  A.  Hirst  in  „Annali  di  Matm.“  Bd.  2,  „Quarterly  Journal  of 
Math.“  Bd.  3,  „Crelle’s  Journal“  Bd.  62.  Die  vorletzte  Arbeit  behandelt 
besonders  die  Kriimmungsverhältnisse  der  Fusspunktflächen;  die  letzte 
kann  die  besondere  Literatur  der  Quadratur  und  Cnbatnr,  etc.  der  de- 
rivierten  Flächen  vertreten.  Die  Sätze  von  Steiner  „Crelle's  Journal“ . 
Bd.  21,  p.  67  und  Raabe  (ibid.  Bd.  50,  p.  193)  über  Fusspunktcurveu 
werden  darin  auf  Flächen  erweitert.  Wenn  man  unter  Volumen  der 
Fusspunktfläcbe  den  Inhalt  des  Kegels  versteht,  der  den  Anfangspunkt 
zur  Spitze  und  den  Theil  der  Fnsspunktfläche  zur  Basis  hat,  welcher 
dem  betrachteten  Theil  einer  gegebenen  Fläche  entspricht,  so  zeigt 
Hirst,  dass  die  Anfangspunkte  für  alle  Fusspunktflächen 
von  constantem  Volumen  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung 
liegen,  welches  auch  die  Natur  der  Originalfläche  sei;  dass 
dieser  Ort  für  alle  geschlossenen  Flächen  insbesondere  vom 
zweiten  Grade  ist  und  endlich,  dass  alle  Oorter  dieser  Art 
ein  System  ähnlicher  und  ähnlich  gelegener  Flächen  zweiten 
Grade  8 bilden,  welche  den  Anfangspunkt  der  Fnsspunktfläche 
kleinsten  Volumens  zum  gemeinschaftlichen  Contrum  haben, 

42* 
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Man  vergleiche  für  die  Spccialitat  des  Kllipsoida  aucli  Magener 
in  Hd.  34  des  ,, Archiv  der  Math.  u.  Physik'*  und  für  die  allgemeine 
Untersuchung  die  Dissertation  von  Fischer  „de  superficierum  pedalium 
theoremalihus  quibusdam“.  (Berlin  1859.)  Ferner  Note  102). 

Der  Ursprung  der  Theorie  der  successiven  Derivatxon  geht  auf 
Maclaurin  zurück.  (Vergl.  „Pliilos.  Transaclions**  von  1718,  No.  356.) 

93)  Art.  250.,  p.  301.  Auf  Grund  dieser  I^efinition  hat  W.  Robert*« 
gebrochene  derivierte  Curveii  und  FlUcher»  untersucht.  So  entspringt 
für  n » Vt  Ellipse  das  Cnssini'sche  Oval,  und  eine  analoge  Fläche 

geht  ebenso  aus  dem  Ellipsoid  hervor.  Für  das  ElHpsoid 


4.  P.  4.  1, 

o*  ^ 6*  ^ c* 


1 


ist  ihre  Gleichnng  mit  r*  «=  x*  -f"  !/*  + ** 

_2x*  , 2y* , 

r*  4.  ü*  r»  -f  i»  r*  -f  0»  * 

Vergl.  W.  Koherts'  Abhandlung  in  Bd.  5 (1.  ser.)  p.  133  der  „Annali 
di  Matern/* 

94)  Art.  251.,  p.  302.  Vergl.  die  Abhandlung  von  Hirst  im  ßd.  2. 
(1.  ser.)  p.  165  ibid.  Dazu  Art.  12.3.,  329.,  330.  der  „Höh.  Curven'*. 

95)  Art,  20I.,  p.  303.  Sein  letzter  Thcil  ist  wohl  von  Chasics  1817 
zuerst  ausgesprochen  worden.  W.  Thomson  und  Liouville  haben 
im  10.  und  12.  Bd.  von  „Liouville's  Journal**  die  nämliche  Methode  der 
Transformation  in  nnulytisehcr  Form  behandelt.  Man  nennt  sic  auch 
die  Methode  der  reciproken  Radien.  In  Kap.  VIII.  erkennen  wir  sie 
als  Spccialfall  einer  allgemeinen  Methode  der  birationalen  Transfor- 
mation. Siehe  auch  Note  182. 

Die  Methode  von  Hart  zur  Ableitung  von  Focaleigenschaftcii  durch 
Inversion,  die  in  Art.  282.  der  „Ilöh.  Curven“  entwickelt  ist,  kann  auf 
Curven  im  Raum  tind  auf  krumme  Flaclien  angewendet  werden.  Die  In- 
verse einer  ebenen  Ciirvo  ist  eine  sphärische  Curvc  und  insbesondere 
die  Inverse  eines  Kcgelscbnitts  der  Durchschnitt  einer  Kugel  mit  einem 
Kegel  zweiten  Gra<les.  Und  wie  a.  a.  0.  folgt  ans  der  Focaleigenschaft 
p 4 p'  » const.  des  Kegelsclmittes  eine  Focaleigenschaft  der  Curve  im 
Kaum  7p  4~  ^p'  ^P  ' ähnlicher  Art  ist  die  Inverse  einer  bi- 

circularen  Curve  vierter  Ordnung  eine  Curve  im  Raum  mit  analogen 
Focaleigenscliaften.  Vergl.  besonders  das  Werk  von  G.  Darboux 
,,Sur  une  classe  remarqiiablo  des  courbes  et  des  siirfaces  algebriques.** 
(Paris  1873)  und  die  Abhandlung  von  Casey  ,,Ou  Cyclidos  and  Spbero- 
Quartics**  im  161.  Bd.  der  ,, Philos.  Transact.“  (1871)  — auf  welche 
beide  wir  noch  zurückkommen. 

Eine  Fläche,  welche  in»  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  sich  selbst 
.invers  ist,  bat  man  anallaginatisch  genannt.  »Siehe  Moutard 
ifNouvelles  Annalcs“  ßd.  23,  p.  306.  Wir  betrachten  später  (Art.  313  f.) 
ausführlicher  das  wichtigste  Beispiel  solcher  anallagmatischeu  Flächen, 
die  Cycitde.  Die  fünf  inversionscentra,  für  welche  eine  solche  Fläche 
in  sicii  seihst  übergeht,  liegen  so,  dass  jeder  von  ihnen  der  Durchschnitt 
der  vier  Höhen  des  von  den  vier  übrigen  gebildeten  Tetraeders  Ut;  die 
zugehörigen  Kugeln  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkto  der  Inversion 
schneiden  sich  paarweis  orthogonal. 

Für  eine  Originalfläche  Ordnung,  in  welcher  das  Inversions- 
centrum  vielfach  im  Grade  p und  der  absolute  Kreis  vielfach  im  Grade  q 
ist,  sind  die  Ordnting  n*  und  die  Vielfachheit  des  Centrums  p*  respec- 
tive  des  absoluten  Kreises  q*  mit  Jonen  durch  die  Helationon  verbunden 

«•*=2n  — p — 2p,  p**=n  — 2p,  p*=sn  — p — p. 
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welche  gleiche  umgekehrte  nach  sich  zieheu.  Für  p *-h  ^9  **  a hat  man 
gleichzeitig  a*  ®=  ^ « p,  q*  — q. 

Anwendungen  der  Methode  der  Inversion  auf  das  Studium  der  spe- 
ciellen  Dupin’schen  Cyclide  gab  Mannheim  in  Bd.  19j  p.  Q2  der 
,,Nouvelles  Annales'^ 

96)  Art.  253, , p.  305.  Man  findet  in  den  „Philos.  Trnnsactions*'  für 

1858  und  in  Hd.  2 scr.)  der  „Annalt  de  Matern.**  p.  168  eine  Discus- 
aion  der  Flache  von  Cayley  in  Betreff  ihrer  Formen  und  ihrer  Doppel- 
und  Cuspidal-Curvcn  für  die  verschiedenen  Werthe  von  c*. 

97)  Art.  255. , p.  307.  Nach  einer  Mittlieilung  von  Darboux  in 
Bd.  ZO.  (1870)  der  „Comptes  rondus**  p.  1328;  siehe  auch  die  Note  nach 
L.  Mareks  in  Bd.  a der  „Mathem.  Annalen**  p.  21. 

Ferner  Abhandlungen  von  S«  Roberts  in  „Proceedings  of  the  Lon- 
don Math.  Society**  1873  und  Sturm  in  „Mathem.  Annalen**  Bd.  p.  567. 

98)  Art.  257. . p.  309.  Diese  Zahl  ist  die  Summe  der  Ordnung  und 
der  CTasse  der  Flache  zusammen  mit  der  Zahl  ihrer  Wendetangenten 
aus  einem  Punkte  and  der  Zahl  derselben  in  einer  Ebene. 

09}  Art.  *258. , p.  309.  Diese  Relation  rührt  nach  einer  Bemerkung 
von  Lie  in  Nr.  A der  „Göttinger  Nachrichten**  von  1870  von  Klein  her. 

100)  Art.  269. t p.  310.  Diese  Zahl  ist  der  dreifachen  Summe  der 
Ordnung  und  der  Classe  mit  der  Zahl  der  Wendetangenten  aus  einem 
Punkte  und  der  Zahl  derselben  in  einer  Ebene  gleich.  Für  eine  Fläche 
und  ihre  Reciproke  sind  daher  Ordnung  und  Classe  der  Flächen  der 
Hanptkrümmungsceutra  dieselben  — w'ie  S.  Roberts  und  Sturm  be- 
merkten. 

101)  Art.  260.,  p.  311.  Vergl.  eine  Abhandlung  von  S.  Roberts 
in  den  „Proceedings  of  the  London  Math.  Society**  von  1873. 

102)  Art.  262. , p.  313.  Vergl.  auch  Sturm  „Ueber  Fusspuokt- 
Curven  und  Flächen**  im  Bd.  ^ p.  241  der  „Mathem.  Annalen**. 
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103)  Art.  263. , p.  315.  Vergleiche  Clebsch’s  Abhandlung  in  Bd.  62 
des  „Journal**  p.  62« 

104)  Art.  265. , p.  319.  Man  vergleiche  die  hier  mit  benutzten  treff- 
lichen .Arbeiten,  welche  Cremona  über  diese  Fläche  veröffentlicht  hat; 
„Atti  del  R.  Istit.  Lombardo“  Bd.  2 (1861)  und  „Journal'*  Bd.  fiü. 

Emil  Weyr  hat  dieselben  in  einem  eigenen  Werke  behandelt 
„Geometrie  der  räumlichen  Erzeugnisse  ein-  zweideutiger  Gebilde  ins- 
besondere der  Regelfläcben  dritter  Ordnung**.  Leipzig  1870. 

Man  vergleiche  auch  des  Herausgebers  „Darstellende  Geometrie**, 
Art.  114. 

105)  Art.  267. , p.  324.  Vergleiche  Klein  in  Bd.  6 der  „Mathem. 
Anna!.**  p.  558. 

IM)  Art,  268. , p.  324.  Die  Einwirkung  der  Knoten  Cy,  A’g,  auf 
die  Classe  der  Fläche  ward  in  Bd.  2 des  „Cambridge  and  Dublin  Math. 
Jonrn.**  p.  65  (1847)  angegeben  und  in  Hd.  A ibid.  p.  2.52  (1849)  wurden 
die  sieben  und  zwanzig  geraden  Linien  für  die  verschiedenen  Combi- 
nationen  dieser  Knoten  aufgezUhlt.  Die  speciellen  Fälle  . u, 

wurden  von  Schäfli  in  seiner  Abhandlung  „Philosoph.  Transactions** 
1863,  p.  2Ül  bemerkt. 

Diese  Arbeit  ist  neuerdings  vervollständigt  worden  durch  Cayley 
io  „Philosoph.  Transactions**  1869,  p.  321^326  namentlich  in  Beziehung 
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auf  die  Reciprokainächeu  der  verschiedenen  Fälle  und  die  Singulari« 

tuten. 

107)  Art.  268. . p.  Die  Eigenschaften  der  Steiner'scben  Fläche 

sind  durch  Kummer,  Weicrstrass.  Cromona,  Schroter,  Sturm  untersucht 
worden;  siehe  ,, Journal“  Bd.  6^  ,,Matlieni.  Annal.“  Bd.  ^ p.  76. 

108)  Art.  269, ♦ p.  .*127.  Vergleiche  Clebsch  „Journal“  Bd.  5^ 

p. 

109)  Art.  269. , p.  827.  Siehe  ,, Cambridge  and  Dublin  Math.  Journ.“ 
Bd.  p.  lim. 

1 10)  Art.  269, , p.  .827.  „Journal**  Bd.  59_,  p.  193.  Vergleiche  auch 
die  Darstellung  von  Gordan  in  „Mathem.  Anual.**  Bd.  ^ p.  Ml  und 
einen  andern  neuen  Beweis  von  Reye  in  Bd.  7^  p.  HA  von  ,,Crelle*s 
Journal“.  [Aus  den  Grundlagen  desselben  ergiöbt  sich  auch,  dass  eine 
biquadratische  quaternäre  Form  auf  unendlich  viele  Arten  als  Summe  von 
zehn  Biquadraten  (aber  nicht  als  solche  von  neun)  darstellbar  ist.]  Steiner 
gab  das  Theorem  vom  Pentaeder  in  der  inhaltrcichen  Abhandlung  „Ueber 
die  Flächen  dritten  Grades“  (1856).  (,, Grelle’»  Journal“  Bd.  ^ p.  193). 
Doch  waren  die  meisten  der  schönen  Resultate,  die  er  fand,  einige  Jahre 
vorher  schon  den  englichen  Geometern  bekannt,  die  den  Gegenstand  um 
1819  erfasst  hatten.  Die  Steiner’schc  Arbeit  hat  neuerdings  durch  die 
Preisausschrcibuiig  der  Akademie  von  Berlin  zu  zwei  inhaltreicheo  wei- 
terführenden geometrischen  Arbeiten  den  Anlass  gegeben,  die  hier  zu 
nonnensind.  Von  Cremoua  siehe  ,,Crclle’s  Journal“  Bd.  ^ p,  4 — 127; 
und  von  Sturm  Synthetische  Untersuchungen  Uber  Flachen  dritter 
Ordnung“  (Leipzig  1867). 

1 10* ' Zu  Art.  272.  kann  als  ein  Beispiel  der  Satz  bemerkt  werden,  dass 
die  zehn  Kegelschnitte,  in  welchen  die  Tangcntlalkegel  der  Knoten- 
punkte die  Hesse'scbe  Fläche  noch  durebschneiden , zehnmal  zu  dreien 
in  perspectivischor  Lago  sind  für  zehn  Centra,  welche  auf  den  Pen- 
taederkunten  und  in  einer  einzigen  Ebene  liegen.  Siehe  Kckardt  in 
der  ,, Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.**  1874,  p.  259.  Die  Specialisieriing 
für  den  Fall  der  Flache  mit  vier  Doppelpunkten  giebt  derselbe  in  Bd.  1 
der  „Mathem.  Annalen“  p.  6QQ. 

111)  Art.  277. , p.  313.  Man  vergleiche  die  Darstellung  von  Sturm 
im  vierten  Kapitel  seines  angeführten  Werkes, 

H2)  Art.  280- , p.  346.  Steiner  gab  an  (a.  a.  O.  p.  141) , dass  100 
Gerade  existieren , deren  zweite  Polare  sich  auf  eine  Gerade  reduciert. 
Man  vergleiche  Sturm’s  Werk  p.  136,  137. 

113}  Art.  281.,  p.  347.  Die  Theorie  der  geraden  Linieu  auf  Flächen 
dritter  Ordnung  ward  zuerst  im  Jahre  1849  in  einer  Correspondcuz 
zwischen  Cayley  und  Salmou  studiert;  der  erstcre  machte  die  Be- 
merkung, dass  eine  bestimmte  Zahl  von  geraden  Linien  in  der  Fläche 
liegen  müsse,  der  Letztere  bestimmte  die  Anzahl  derselben  in  der  im 
Texte  gegebenen  Art  und  gab  die  Untersuchung  des  Art.  284.  Siebe 
Bd.  A dos  „Cambridge  and  Dublin  Mathem.  JouroaP'  p.  118 , 262. 

114)  Art.  284,,  p.  349.  Siehe  Steiner’»  Abhandlung  p.  137.  Ver- 
gleiche Cremona’s  Note  „Sülle  ventisette  Kette“  in  „Kendicondi  del 
R.  Ist,  Lorabardo“  Marz  1871. 

115)  Art.  284. , p.  .'150.  Vergleiche  die  Abhandlung  vou  Schröter 
„Crelle’s  JoumaP*  Bd.  p.  265.  lieber  eine  andere  auch  von  Steiner 
gekannte  Erzeugung  der  Fläche  dritter  Ordnung  siehe  Affolter  in 
„Gruuert’s  Archiv“  Bd.  5^  p.  113. 

116)  Art.  285. , p.  351.  Siche  „Qunrterly  Journal“  ßd.  2^  p.  116. 
Für  die  Berechnung  einer  Doppelsechs  siehe  Cayley’s  Mittheilnug  io 
Bd,  1^  p.  58  des  „Quarterly  Journ.“  und  Note  118. 

in)  Art.  286. , p.  3.53  Aum.  Zu  diesem  Gegenstand  vergleiche  man 
die  „Comptes  rendus“  vom  L Halbjahr  1861. 

118)  Art.  286. , p.  353.  Vergleiche  auch  Sturm  a.  a.  O.  p.  58.  Vou 
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der  allgemeinen  Fläche  dritten  Grades  mit  22  reellen  Grades  besitzt 
der  Herans^ber  ein  Stabmodell  seit  1865,  über  dessen  bequeme  Dar> 
Stellung  er  Auskunft  gegeben  hat  in  Bd.  lA  der  „Zeitschrift  für  Math/* 
(Literatnrzeitung.)  Seit  1869  ist  ein  von  Wiener  construiertes  Gyps- 
modell  mehrfach  verbreitet,  das  auf  Anregung  von  Clebsch  entstanden 
ist,  Berechnungen  aus  Anlass  desselben  hat  Cajley  mitgetheilt  in 
„Transact.  of  Cambridge’*  Bd,  12  (1873)  p.  36G— 383.  Neuerdings  sind 
auch  die  Flüchen  dritter  Ordnung  mit  vier  Knotenpunkten  und  die  Dia- 
gonaldüche  (auch  als  .Stabmodell)  modelliert  worden.  Das  Princip  der 
Stabmodelle  ist  auf  sehr  viele  andere  Fälle  bequem  anwendbar. 

1 19)  Art.  288.,  p.  351.  Siebe  „Cambridge  and  Dublin  Math.  Journ.“ 
Bd.  4^  p.  256. 


Transactions’*  von  1863,  p.  193 — 241  findet  man  die  übrigen  Fülle  dis- 
cutiert. 

121)  und  122)  Art.  288. t p.  355,  356.  Siehe  Klein  „Mathem.  Anna- 
len“ Bd.  6j  p.  551 ; Schläfli  „Annali  di  Matern.“  Bd.  5^  p.  289. 

123)  Art.  289.,  p.  .356.  Vergleiche  die  Abhandlung  über  das  Fünf- 
seit  nnd  die  Gleichung  fünften  Grades  in  Bd.  A der  ,, Mathem.  Annalen“ 
p.  ’284  f. . besonders  p.  332.  Eine  Zwischenstufe  von  der  allgemeinen 
Fläche  dritter  Ordnung  zur  Diagonaldücho  bildet  ein  von  Caylcy  in 
„Pbilos.  Magazine**  (1864);  L P*  493.  angeführtes  Beispiel 


Die  Flüche  hat  unter  ihren  dreifachen  Tangentialebenen  drei,  die  durch 
eino  Gerade  gehen,  und  drei,  deren  Gerade  dnreh  jo  einen  Punkt 
gehen. 

124)  Art.  289. , p.  358.  Siehe  Klein’s  Arbeit  „Mathem.  Annalen“ 
Bd.  6j  p.  570. 

125)  Art.  290. . p.  358  In  Bd.  63  von  „Crelle’s  Journ.“  p.  21. 

1’26)  Art.  297. . p.  371  Der  vorangehende  Abschnitt  ist  ira  Wesent- 
lichen einer  Abhandlung  des  Verfassers  in  den  Philosoph.  Traosactions** 
von  1860,  p.  229  entnommen. 

Knrz  nach  der  Lesung  derselben  und  vor  ihrer  VeröflfentUchung  er- 
schienen zwei  Abhandlungen  von  Clebsch  in  Bd.  58  von  ,,Crellc*s 
Journal**,  in  denen  einige  seiner  Resultate  mitgetheilt  wurden,  be* 
sonders  die  Ansdrückbarkeit  aller  Invarianten  der  cubischen  quater- 
nären Form  in  Function  von  fünf  fundamentalen,  und  der  oben  ge- 
gebene Ausdruck  für  die  Fläche.  welche  die  sieben  und  zwanzig  Geraden 
heraussobneidet.  Die  vom  Verfasser  benutzte  Methode  ist  aber  ganz 
verschieden  von  der  von  Clebsch  und  die  Discussion  der  Covariauten 
sowie  die  Kntdecknng  der  Invariante  J waren  neu. 

Clebsch  hat  seine  letzten  vier  Invarianten  in  Function  der  Coef- 
ficienten  der  Hesse’schen  Determinante  ausgedrückt;  so  z.  B.  ist  die 
zweite  die  Invariante  (12  3 4)  der  Hesse'schen  Covariante. 


127)  Art.  298. , p.  372.  Siche  Chasles*  Memoir  über  die  Kegel- 
flüchen dritten  und  vierten  Grades  in  Bd.  5^  p.  888  der  ,.Comptes  ren- 
dus**(186l) ; C ay  ley  *8  Abhandlungen,  von  denen  die  erste  und  letzte  die  all- 
gemeine Theorie  betreffen,  stehen  in  den  Bänden  153.  164, 159  (1863—1869) 
der  „Pbilos.  Transactions**  p.  463,  669,  111  respcctlve;  und  „Cambridge 
Transactions**  Bd.  11  (1868),  diese  über  Regelfiüchcn  aus  zwei  Leiteurven 
mit  einer  (a,  a ) Correspondenz.  Siebe  oben  p.  656.  IL  A.  Schwarz 
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hatte  sich  aach  mit  den  ncgeldUchen  vierten  Grades  beschäftigt  und  gab 
brieflich  an  Cayley  eine  Krgänziing  zu  dessen  zweiter  Abhandlung; 
die  Classification  derselben  vollendete  Crem ona  in  einer  geometrischen 
Abhandlung,  die  im  d.  Hde.  der  „Mem.  del  H.  Ist.  di  Bologna**  (1868) 
veröffentlicht  ist.  Wir  geben  im  Text  die  Nummerierung  der  Arten  auch 
nach  der  Bezeichnung  von  Cayley  und  Cremonn.  Von  Schwarz  er- 
sohien  in  Hd.  67  von  ,,CreUo*s  Journal**  (1867)  eine  Abhandlung  über 
die  geradlinigen  Flüchen  fünften  Grades,  deren  Haiiptergcb» 
nisse  wir  hier  erwähnen.  Nach  der  Natur  der  Doppclcurve  lassen  sich 
fünfzehn  Arten  von  Kcgclfiächen  fünften  Grades  unterscheiden,  von 
denen  zehn  das  Geschlecht  Null,  vier  das  Geschlecht  Kins  und  eine  das 
Geschlecht  Zwei  haben.  Die  Doppelcurvc  ist  der  Keihe  nach 

i)  eine  vierfache  Gerade.  2)  eine  Kaumeurve  sechster  Ordnung' mit 
einem  dreifachen  Punkt.  3)  eine  dreifache  Leitgerado  und  eine  Kaum- 
eurve dritter  Ordnung.  4)  eine  dreifache  Leitgerade,  ein  Kegelschnitt 
und  eine  Doppelerzeugendo.  5)  eine  dreifache  und  eine  zweifache  Leit* 
gerade,  nebst  zwei  Uoppclerzongendcn,  wobei  die  Leitgeraden  einander 
unendlich  nahe  rücken  können.  6)  eine  zweifache  Lcitgerado  und  eine 
Kaumeurve  fünfter  Ordnung  mit  einem  dreifachen  Punkt.  7)  eine  zwei* 
fache  Leitgerade,  eine  Kaumeurve  vierter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
und  eine  Doppelerzeugende.  8)  ein  Kegelschnitt  und  eine  Kaumeurve 
vierter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkt.  9)  drei  Kegelschnitte,  welche 
je  zwei  Punkte  gemein  haben,  von  denen  einer  allen  dreien  angehört. 
10)  eine  DoppctcrzeiigoDdc  und  eine  Kanmeurvo  fünfter  Ordnung  mit 
Doppelpunkt.  — 11)  eine  Kaumeurve  fünfter  Ordnung.  12)  eine  drei- 
fache I^eitgerade  und  ein  doppelter  Kegelschnitt.  13}  eine  dreifache 
und  eine  zweifache  gerade  Leitlinie  und  eine  Doppelerzeugende. 
14)  eine  zweifache  gerade  Leitlinie  und  eine  Kaumeurve  vierter  Ord- 
nung. — 15)  eine  dreifache  und  eine  zweifache  gerade  Leitlinie,  die 
einander  auch  unendlich  nahe  rücken  können. 

128)  Art.  29H..  p.  372.  Man  findet  die  Arbeiten  von  Kummer  in 
den  ,, Monatsberichten  der  Berliner  Akad.**  1863,  Juli  und  in  Bd.  64 
von  „Crclle's  Journal“  p.  60;  die  von  Clebsch  in  ,,Crelle’s  Journal** 
Bd.  69,  p.  142  (1808).  Kurndörfer  hat  die  speciellen  Fälle  der  Flüche 
mit  Doppelpunkten  und  mit  zerfallendem  Doppelkegelschnitt  untersucht, 
siehe  „Math.  Annalen**  Bd.  1,  2,  3,  4;  im  Wesentlichen  nach  der 
Methode  der  Abbildung  von  Clebsch,  die  wir  im  VIII.  Kapitel  darlegen. 

Die  Abhandlung  von  Casey  ,,On  Cyclides  and  Sphero  Quartics** 
findet  man  in  Bd.  161  der  „Philos.  Transactions“  (1871). 

Darboux'  hierher  gehörige  Arbeiten  (siehe  ,,Comptes  rendus**  Hd. 
68  (1869,  1)  p.  1311)  sind  zusammengefasst  in  seinem  Werke  „Sur  uue 
Classe  rcmarcpiablc  de  Courbes  et  de  Surfaces  algebriques**.  Paris  1873. 
Von  Moutard  sind  zu  nennen  „Sur  les  curfaces  anallagmatiques  du 
quatriöme  ordre**  in  ßd.  *23  der  ,,NouveUes  Annales'*  p.  636  (1864)  und 
,,Sur  les  lignes  de  courbure  d'une  classe  de  surfaces  du  quatri^me  ordre.“ 
„Coinptes  rendus“  Von  Bd.  59,  1864,  2 p.  243;  an  derselben  Stelle  un- 
mittelbar vorher  (p.  240)  findet  man  die  Mittheilung  derselben  Entdeckung, 
von  Darboux. 

Von  andern  Arbeiten  Uber  die  Cyclidc  (in  eingeschränktem  Sinne 
des  Wortes)  erwähnen  wir  die  von  Maxwell  in  Bd.  9 dos  „Quarterly 
Journ.**  p.  111,  (1867),  weil  in  ihr  der  wichtigste  Gesichtspunkt  des 
Art.  325.  zuerst  hervortrat  und  weil  ihr  vortreffliche  stereographische 
Abbildungen  beigegeben  sind,  welche  die  Formen  der  Ring-,  Spindel- 
und  Horn-Cyclide  und  der  parabolischen  Cyclido  mittelst  ihrer  Krüm- 
mnngskreise  sehr  anschaulich  machen. 

129)  Art.  308.,  p.  384.  Man  vergleiche  eine  Abhaudlung  von  Sturm 
in  Bd.  4 der  „Mathem.  Aoualen**  p.  249. 

Das  Beispiel  des  Art.  308.  vom  Ort  der  Krümmaogskreise  der  Nor- 
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raalscbnitte  ist  wohl  von  Joachimstbal  in  seinen  Vorlesungen  zuerst 
gegeben  worden. 

130)  Art,  309. , p.  3fl6.  Zur  Frage  von  den  vielfachen  geraden 
Linien  einer  Flache  ist  hervorzuheben  die  Abhandlung  von  Zeuthen 
f.Math.  Annalen*'  13d.  L P«  L 

131)  Art.  310. . p.  .387.  Siehe  Flücker’s  „Neue  Geometrie“  Bd,  1, 
Art.  213. . besonders  p.  221  f. 

132)  Art.  312. , p.  389.  In  der  bei  Note  128  zuerst  genannten  Arbeit. 

133)  Art.  312. . p.  331).  Siehe  die  Abhandlung  von  Geiser  in 
,,CrelIe’s  Journal**  Hd.  7^  p.  249. 

134)  Art.  315.  ^ p.  .394.  Siehe  die  unter  128  citierten  Abhandlungen. 

135)  Art.  316.,  p.  305.  Für  die  wirkliche  Transformation  verweisen 
wir  auf  Casey’s  Abhandlung  (Note  128)  p.  599  und  das  Buch  von  Dar- 
boux  p.  135. 

136)  Art.  318.,  p.  398.  Es  ist  die  Ansdehnung  von  llarVs  Theorem 
für  die  entsprechenden  ebenen  Curven  („Höh.  Curven“  Art.  278 — 280.) 
auf  den  Kaum.  Catey  und  Darboux,  .Moutard  scheinen  unabhängig 
von  einander  diess  schöne  Ergebniss  gefunden  zu  haben.  Siehe  ,,Conipte8 
rendus“  Bd.  50j  p.  24J  f.  und  Casey’s  Abhandlung  p.  638. 

137)  bi»  139)  Art.  .319.  bis  Art,  321.,  p.  399,  400.  Wir  geben  die 
Verweisongen  auf  das  Werk  von  Darboux,  welche  den  bezeiebneten 
Stollen  entsprechen;  p.  140.  p.  266.  p.  281 . p.  *287  respective. 

Dio  letzte  Stelle  giebt  den  Hinweis  auf  Darboux'  Untersuchung  des 
Normalcnproblems  der  Cycliden  in  genauer  Parallele  zu  Clebsch's  Unter* 
Buchungen  über  dasselbe  Problem  bei  den  Flächen  zweiten  Grades. 

140)  Art.  323. . p.  402  Siehe  Casey’s  Abhandlung  p.  593. 

140*)  Art.  327  f.,  p.  406  Vergl.  Cayiey’s  „Memoirs  on  Qiiartic 
Surfaces**  in  Bd.  3 der  ,.Proceediogs  of  tbc  London  Math.  Society**. 

140**)  Art.  3*29.,  p.  4Q8.  Die  Ortsääche  der  Spitzen  der  Kegel  zweiten 
Grades  durch  sechs  Punkte  im  Kaum  hat  Hierholzer  zugleich  mit 
drei  andern  Ortsflilchen  analoger  Art  in  einer  Abhandlung  erörtert 
„Ueber  Kegelschnitte  im  Kaume“  in  Bd.  2 der  „Math.  Annalen“  — dem 
Titel  entgegen  enthält  sie  die  Bestimmung  der  Anzahlen  von  Kegoln 
zweiten  Grades,  welche  acht  Bedingnngen  genügen,  des  dualistisch  ent- 
sprechenden Problems.  Caylcy  hat  in  ..Proceeding»  of  the  London  Math. 
Society**  Bd.  4 (1872)  die  sieben  OrtsÜächen  der  Scheitel  solcher  Kegel 
behandelt,  welche  m Punkte  enthalten  nnd  6 — m Gerade  berühren.  Sie 
sind  der  Reihe  nach  von  den  Ordnungen  4^  ^ 1^  ^ ^ ^ 8 und 
bieten  eine  Reihe  merkwürdiger  Singulantäten  dar;  ihre  Gleichungen 
sind  a.  a.  O.  aufgcstellt  und  discutiert. 

Die  Fläche  achter  Ordnung  des  letzten  Falles  enthält  die  sechs 
Geraden  als  zweifache  Linien,  die  dreissig  Transversalen  derselben  zu 
vier  als  einfache  Gerade,  und  die  zehn  Curven  vierter  Ordnung  erster 
Art,  in  welchen  sich  die  durch  die  conjugierten  Ternen  der  Geraden 
bestimmten  Hyperboloide  schneiden. 

Auf  der  Fläche  achter  Ordnung  dos  zweiten  Falles  dagegen  sind  dio 
fünf  gegebenen  Punkte  vierfache  conlsche  Punkte,  die  gegebene  Gerade 
und  die  zehn  Verbindungslinien  der  fünf  Punkte  sind  Doppellinien  in 
ihr  und  sie  enthält  überdiess  zehn  einfache  Gerade,  nämlich  die  Trans- 
versalen zu  der  gegebenen  Geraden  und  der  Verbindungslinie  von  zwei 
unter  den  fünf  Punkten  in  der  Verbindungsebene  der  drei  übrigen;  längs 
jeder  solchen  Geraden  wird  die  Fläche  von  der  beziigliclien  Ebene 
berührt, 

140<=)  Art.  331.,  p.  411.  Zuerst  in  „Monatsberichte  der  Akademie  von 
Berlin“  1864;  dann  in  den  „Abhandlungen**  der  Akademie  von  1866; 
p.  62  f. 

140**)  Art.  332-,  p.  412.  Das  Tetraedroid  behandelte  Cayley  zuerst 
im  LL  Bd.  von  „Liouvillo's  Journal'*  (1846). 
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Kapitel  VII. 

141^  Art.  334. » p.  417.  VergWiclie  Plüoker’s  Werk  „Nene  Geo- 
metrie des  Raumes  gegründet  auf  die  lietrachtnng  der  geraden  Linie 
als  Kaumelement*\  Leipzig  18(>8.  1869.  p.  987  f.;  die  hier  angezogene 
Stelle  p.  296. 

Die  ersten  VeröfTentlichungen  Pliiokcr's  Uber  dieses  Gebiet  sind  in 
den  ,,riiilosoph.  Trnnsactions“  von  1865  u.  1866  (p.  725—791,  p.  361— 380) 
enthalten. 

An  sie  schlossen  sich  unmittelbar  an  die  Arbeiten  von  B a ttaglin  iüber 
die  Complcxe  ersten  und  zweiten  Grades  in  „Rendicondi  d.  R.  Accad.  di 
Napoli“,  Juni  1866  und  „Atti  della  R.  Accad.  di  NapoU“  Bd.  3 0866), 
weiche  letztere  den  entsprechenden  V^eröfifcntlichungen  aus  Plücker's 
Nachlass  (dnreh  Klein)  voningingen.  aber  nicht  den  allgemeinen  Com- 
plcx  zweiten  Grades  sondern  eine  Bpecialisiernng  desselben  betreffen. 
Der  Complex  Grades  ist  von  BnttagUni  in  den  Schriften  der  Aka- 
demie von  Neapel  vom  Jahre  1868  behandelt  worden,  und  derselbe 
Gelehrte  ist  auch  auf  die  Beziehungen  zur  Statik  nnd  Mechanik  cinge* 
gangen.  Man  findet  diese  Arbeiten  Battaglini's  in  den  Bänden  ^ 7| 
10,  11  (1867—1873)  seines  ,,Giornale“. 

Ueber  die  Beziehungen  der  Liniengeometrie  Plücker’s  zu  älteren  Unter- 
suchungen von  Möbius  (Nullsystem  und  Statik);  Poinsot,  Cbaslcs;  von 
Sturm  und  Hamilton,  sowie  den  nahe  gleichzeitigen  nnabhängigen  von 
KiimniGr  lese  man  die  treffliche  Darstellung  von  Clcbsch  in  der  Schrift 
„Zum  Gedächtniss  an  Julius  Plucker“  (1872)  p.  26  f. 

142)  Art.  386..  p.  419.  Man  sehe  Pasch  ,,Uober  die  Brennfläcben 
der  Strahlensystcme  und  die  SingularitiitenflUchen  der  Complexe“  in  Bd. 
76  von  „Crelle's  Journal“  p.  156,  speciell  p.  164  und  vergleiche  dessen 
Ilahilitatianssohrift,  Giessen  1870. 

143)  Art.  337..  p.  49t  Siehe  Plücker’s  Werk  p.  211  f.  Dazu  die 
Note  von  Klein  in  Bd.  I der  „Matkem.  Annalen“  p.  208. 

144)  Art.  338.,  p,  422,  Note.  Vergleiche  Klein  „Mathem.  Annalen“ 
Bd.  ^ p.  287. 

145 ) Art.  340.,  p.  425.  Siehe  Kummer’s  ,,Algebr.  Slrahlensysteme“ 
(1867)  p.  lö. 

146)  Art.  340.,  p.  4‘3.5  Vergleiche  Klein  „Mathem.  Annalen“  Bd. 
^ p.  213  f. 

147)  Art.  341..  p.  426.  Siehe  Klein  und  Lie  in  „Monatsberichten 
der  Berliner  Akad.“  von  1870;  p.  891  f. 

148)  Art.  342.,  p.  427.  Vergleiche  Darboux'  Note  in  „Comptes 
rendus“  Bd.  Z3. 

149)  Art.  343-,  p.  429.  Vergl.  Klein  in  Bd.  5 der  „Mathem.  Anna- 
len“ p.  296. 

150)  Art.  344. , p.  430.  Vergleiche  die  inhaltreiche  Arbeit  von  S. 
Lie  „Ueber  Complexe  mit  Anwendung  auf  die  Theorie  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen in  Bd.  ^ p.  145 — 256  der  „Mathem.  Annalen“,  mit 
welcher  die  vorher  citierte  Arbeit  von  Klein  in  nächster  Verbindung 
steht. 

161)  Art  345..  p.  431.  Siehe  Kuramer's  „Algebr.  Strahlensyslemc“ 
p.  IL 

152)  Art.  345.,  p,  431  Vergleiche  Klein’s  Dissertation  „Ueber 
die  Transformation  der  allgem.  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen 
Linieii-Coordinaten  auf  eine  kanonische  Form.“  (Bonn  1867)  p.  35. 
Dazu  die  Dissertation  von  Weiler  .,Uebcr  die  verschiedenen  Gattungen 
der  Complexe  zweiten  Grades.“  (Leipzig  1874),  wo  auch  die  Literatur 
angegeben  ist. 
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153)  Art.  346.»  p.  433.  Stehe  Kummer^s  „Algebr.  Strahlensysteme** 
p.  71  f. 

154)  Art.  346.,  p.  435.  A.  a.  O.  p.  59  f. 

155)  Art.  347.,  p.  435.  Siehe  Kummer  in  den  „Monatsberichten 
der  Berliner  Akad.“  von  1872,  p.  474,  wo  auch  von  Modellen  der  unten 
betrachteten  speciellen  Formen  berichtet  wird. 

156)  Art.  348  , p.  437.  Siehe  „Mathetn.  Annalen**  Bd.  2,  p.  1 und 
Bd.  5.  p.  435. 

157)  Art.  357.,  p.  449.  Unter  den  Compleien  zweiten  Grades  hat 
der  speeielle,  dessen  Singularitätenfläche  die  Wellenfläcbe  ist,  der  In- 
begriff der  Schnittlinien  rechtwinkliger  Paare  von  Tangentialebenen 
einer  Fläche  zweiten  Grades,  nähere  Betrachtung  durch  Painvin  ge- 
funden, siehe  „Bulletin  des  Sciences  Mathcm.“  Bd.  2,  p.  368.  Ver- 
gleiche auch  Aschieri  in  Bd.  8,  p.  75  des  ,,Giornale'*. 

Von  allgemeiner  Wichtigkeit  sind  die  bisher  ununtersuchten  Con- 
grueiizen  oder  die  Strnhlensjstcme,  welche  aus  den  Verbindungs- 
linien der  entsprechenden  Punktepaare  einer  algebraischen 
Fläche  mit  einer  ihrer  Kernflächen  respcctive  der  corre- 
u pond ie re nd e n Punkte  beider  KernflUchen  bestehen. 

Ein  Problem  von  Bedeutung,  dessen  vollständigo  Behandlung  erst 
durch  die  Begriffe  der  Lioiengeometrie  möglich  wurde,  ist  das  ,,Pro- 
hlem  der  räumlichen  Projcctivitat“,  welches  Sturm  in  Bd.  6 
der  „Mathem.  Annalen**  p.  513  —550  (vorher  „Göttinger  Nachr.**  1873, 
No.  12)  erörtert  bat. 

Dasselbe  fordert  zu  zwei  Gruppen  von  gleichvielen  einander  ztige- 
ordneten  Punkten  diejenigen  entsprechenden  Geraden  und  ihre  Verthei- 
lung  im  Raume  zu  bestimmen,  welche  mit  ihnen  projectivische  Ebenen- 
büschcl  erzeugen. 

Für  zwei  Gruppen  von  vier  Punkten  .4’,  B*  liefert  jeder 
Werth  k des  Doppelverhälthisscs  zwei  entsprechende  Complexe  zweiten 
Grades  (Bd.  1,  Art.  136,  Beisp.)  und  die  Elimination  desselben  als  den 
Inbegriff  aller  Geraden  r des  Raumes,  welche  mit  beiden  Gruppen 
projectivische  Büschel  erzeugen,  einen  Complez  vierten  Grades, 
der  die  Strahlenbündel  , aus  den  acht  Punkten  der  Strahlenebencn  in 
den  durch  eie  bestimmten  Ebenen  und  die  zwölf  linearen  Congruenzen 
enthält,  die  aus  den  Verbindungsstrahlen  der  Kanten  des  einen  Tetra- 
eders mit  den  entsprechenden  oder  den  diesen  gegenüberliegenden 
Kanten  des  andern  bestehen. 

Die  Gruppenpaare  von  fünf,  sechs,  etc.  bis  elf  Punkten  liefern  eine 
Fülle  von  geometrischen  Gebilden  und  Sätzen  über  dieselben,  für  die 
wir  auf  die  angeführte  Abhandlung  verweisen. 


Kapitel  VIII. 

158)  Art.  359.,  p.  449.  Zuerst  bemerkt  von  Noether  in  den  „Göt* 
tiuger  Nachrichten**  von  1869  „Zur  Theorie  algebraischer  Formen.** 

Siehe  die  Ausführungen  von  Lie  und  Klein  in  Bd  5 der  „Mathem. 
Annalen**  p.  250,  257,  278  f.  Auch  die  Uebertragung  des  Dupin'schen 
Theorems  auf  die  Liniengeomotrio  ist  daselbst  ausgeführt. 

159)  Art.  361.,  p.  452.  Abgesehen  von  den  Flächen  zweiten  Grades 
(siehe  folgende  Note)  beginnt  die  Theorie  der  eindeutigen  Abbildung 
algebraischer  Flächen  auf  die  Ebene  mit  den  nach  Inhalt  und  Methode 
vollständig  zusammcntreffenden  nahe  gleichzeitigen  und  von  einander 
unabhängigen  Arbeiten  von  Clebsch  (Bd.  65  von  „Crelle*s  Journal'* 
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und  Cremona  in  seiuor  gekrönten  Abhandlung  über  die  FlHohen  dritten 
Grades  (1865,  1866).  Und  abermals  geschieht  das  Hervortreten  der 
allgemeinen  Theorie  der  birationalcn  Raumtransformatiouen  gleichzeitig 
und  gleichartig  von  Cayley,  Cremona  und  Noother  (1870,  1871), 
wenn  auch  in  mehr  aualytischer  oder  in  mehr  geometrischer  Form  — 
zum  Knveise  der  grossen  Qleichartigkoit  der  Grundlagen  sowohl  als  der 
Objecte  der  Untersuchnng,  zu  welchen  die  analytische  und  synthetische 
Hchandiing  nachgerade  gelangt  sind.  Wir  folgen  im  Naebstehenden 
wesentlich  dem  historischen  Kntwickelungsgangc  der  Sache  und  ver- 
weisen jederzeit  auf  die  Quellen. 

160)  Art,  361.,  p.  A53.  Siehe  die  fast  gleicbzcitigen  Arbeiten  von 
CayTey  ,, Philos.  Mag.**  (1861)  Bd.  2^  p.  35 ; und  Chasles  in  Bd.  £3 
(1861)  p.  985  der  „Comptes  rendus**.  Vorher  Plücker  in  Bd.  von 
„Crelle*8  Journ.**  (1847)  p.  341.  Das  einfache  ClaBsificationsgesetz  ge- 
hört Cayley  und  Chasles. 

161)  Art.  .362.,  p.  455.  Vergleiche  Clifford  in  London  Math.  So- 
cicty“  Bd.  ^ p.  178. 

162)  Art.  363.,  p.  4.5.5.  Siehe  Clebsch  „Die  Geometrie  auf  den 
Flächen  dritter  Ordnung.**  „Crello’s  Journal“  Bd.  ^ p,  359. 

Vergleiche  Cremona*s  Preisschrift  in  Hd.6^  p.  Die  allgemei- 
nere Auffassung  des  Letzteren  kann  als  eine  wesentlich  fördernde  für 
die  weiteren  Entwickelungen  dieses  Gebietes  angesehen  werden. 

163)  Art.  366.,  p.  461.  Siebe  Clebsch  „Mathera.  Annalen“  Bd.  ^ 
p.  3.36. 

164)  Art.  366.,  p.  461.  In  Bd.  ^ p.  442  der  „Mathem.  Annalen.“ 

165)  Art.  366.,  p.  462.  Siehe  „Mathe'm.  Annalen“  Bd.  ^ p.  419. 

166)  Art.  367..  p.  462.  Für  die  Ausführung  dieser  Elimination  siehe 
Brill  Bd.  5 der  ,,Mathem.  Ajmaleii'*  p.  401. 

167)  Art,  367.,  p.  463.  Clebsch  „Mathem.  Annalen“  Bd.  ^ p.  445. 
In  Bd.  ^ p.  1 erweiterte  derselbe  seine  Methode  auf  dio  Rogeldächen 
vom  Qeschlechte  Null.  Vergl.  Armenante  in  Bd.  A der  ,,AnnaIi  di 
Matern.**  und  die  Anmerkung  in  Bd.  ^ p.  421  der  ,,Maihem.  Annalen“. 
Endlich  für  eine  besondere  Classe  der  Kegeinächen  mit  specielier 
Rücksicht  auf  ihre  asymptotischen  Curven  Cre  m.o  n a „Annali  di  Matern.** 


Art.  367.,  p.  464.  Clebsch  „Crelle’s  Journal“  Bd.  69  „Ueber 
die  Flüchen  vierter  Ordnung,  welche  eine  Doppelcurve  zweiten  Grades 
enthalten.**  p.  112  f. 

169)  Art.  368.,  p.  464.  Siehe  „Crellc's  Journal**  Bd.  ^ p.  II  un- 
mittelbar nach  der  Abhandlung  von  Kummer,  sowie  im  gleichen  Bande 
p.  172  eine  Note  von  Cayley.  Der  Kuminer'scheii  Darlegung  schlossen 
sich  geometrische  Untersuchungen  der  Fläche  durch  Schröter  und 
Cremona  (siehe  Bd  ^ p.  19  und  Bd.  ^ p.  315)  rasch  an,  welche  zu 
einer  Geometrie  auf  der  Fläche  führten. 

170)  Art.  368.,  p.  465.  Siehe  „Rendicondi  delP  Islit.  Lomb.**  Januar 
1867, 

171)  Art.  368.,  p.  467.  „Annali  di  Matern,**  Bd.  4,  p.  73  f. 

172)  Art.  369  , p.  467.  Vergleiche  Clebsch  in  Bd.  6^  p,  142  von 
„Crelle’s  Journ.“ 

173)  Art.  372-,  p.  473.  „Mathero.  Aniialon*'  Bd.  ^ p.  592;  ^ p.  41j 
3,  p.  496i  ^ p.  LII* 

174)  Art  372,.  p.  473.  Siehe  „Math.  Annalen**  Bd.  L p.  253 ; „Ab- 
handlungen der  Gesellscli.  d.  Wissensch.  zu  Güttingen**  Bd.  16  oder 
„Mathcm.  Annalen**  Bd.  ^ p.  45. 

176)  Art.  372.,  p,  474.  Siehe  „Mathem.  Annalen**  Bd.  ^ p.  248. 

176)  Art.  372- , p.  474.  In  Bd.  2 des  „Bulletin  des  Sciences  math. 
et  astron.“  Febr.  1871. 

177}  Art.  373.,  p.  474,  Vergl.  Noether  in  Bd.  ^ p.  lÄfl  der  „Math. 


Bd.  ' 
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Annalen**.  Das  ausführlich  behandelte  Beispiel  der  Fläche  sechster 
Ordnung  mit  doppelter  Geraden  und  doppelter  Uaumeurve  dritter  Ord- 
nung findet  man  a.  a.  O.  p.  203 — 227. 

178)  Art.  .374..  p.  47fi.  ,,Math.  Annalen“  Bd.  ^ p.  124. 

179)  Art.  375.,  p.  47fi.  Die  grundlegenden  Hauptarbeiten  sind: 
Cayley  ,,On  the  rational  Transform,  between  two  spaces“  in  Bd.  ^ 
p.  121  der  Proceedings  of  tho  London  Math.  Society.'*  (1870). 

Cremona  ,,Ueber  die  Abbildung  algebraischer  Flächen“,  zuerst 
in  den  „Nachrichten  d.  Gcsellsch.  d.  Wissensch.  zu  Göttingen**  1871, 
No.  ^ dann  in  ,,Mathem.  Annalen“  Bd.  ^ p.  213.  Ferner  als  an  Bei- 
pielcn  reichste  Zusammenfassung  ,,Rendicondi  del  Istit.  Lombardo**,  Bd. 
1 (1871),  Heft  9 und  ^ sowie  die  Abhandlung  „Annali  di  Matern.** 
Rd.  ^ p.  31  t,  deren  Schluss  noch  aussteht. 

Kndlich  Noether,  genau  gleichzeitig  und  fast  übereinstimmend  mit 
Cremona's  Abhandlung  in  den  (Göttinger  Nachrichten  ,, lieber  die  eindeu- 
tigen Haumtransformationen  insbesondere  in  ihrer  Anwendung  auf  die 
Abbildung  algebraischer  Flächen'*  in  Bd.  ^ p.  547  der,, Math.  Annalen'*. 
In  den  Abhandlungen  der  Akademie  von  Bologna  Serie)  Bd.  1 und 
Bd.  2 (1871,  1872)  hat  Cremona  die  Transformation  2,  Grades,  deren 
inverse  vom  4^  Grade  ist  (Art.  des  Textes)  nnd  die  ebene  Abbil- 
dung von  Flächen  mit  KUckkchrcurven  entwickelt.  Bald  nach  der 
ersten  Arbeit  gab  Noether  wiedernm  die  ebene  Abbildung  einer  Fläche 
vierter  Ordnung,  die  nur  einen  bipinnuren  Doppelpunkt  enthält.  („Göt- 
tinger Nachr,**  Juni  1871.) 

180)  Alt.  380. . p,  482.  Siebe  die  Abhandlung  von  Noether  ,,Zur 
Theorie  des  eindeutigen  Kntsprechens  algebraischer  Gebilde  von  be- 
liebig vielen  Dimensionen**  in  Bd.  ^ p.  293  der  „Math.  Annalen'*. 

181)  Art.  383  , p.  489.  Das  Vorige  i.st  grossentheiU  Wiedergabe 
aus  den  letzten  Arbeiten  von  Cremona,  die  unter  179)  genannt  sind. 

182)  Art.  38.5  , p.  491.  Siehe  Cremona  in  den  „Kendicondi  del 
Ist.  Lomb.*'  Bd.  4^  Heft  L Zu  Seite  490  desselben  Art.  mag  liiiizuge- 
fligt  werden,  wie  für  die  Transformation  durch  reciproke  Radien  vectoren 
die  Kigen.schaft  besteht,  dass  das  Erzeugniss  einer  Reihe  auf  einander 
folgender  Transformationen  durch  eine  einzige  Transformation  derselben 
Art  erhalten  werden  kann,  wie  diess  schon  Liouville  analytisch  nnd 
neuerdings  in  „Lionville’s  Journal“  si^r.)  Bd.  p.  312  Mannheim 
geometrisch  bewiesen  hat. 

Für  die  allgemeine  Transformation  zweiten  Grades,  deren  inverse 
wieder  quadratisch  ist,  siebe  auch  die  von  1862  datierende  Abhandlung 
Schiaparelii*8  in  „Meraorie  della  R.  Acad.  d.  Sc.  di  Torino**. 

1831  Art.  393..  p.  501.  Vergleiche  ,, Mathein.  Annalen“  Bd.  3i  p. 
647 : Bd.  ^ p.  213.  Gerade  für  den  allgemeinen  Fall  auch  Cayley 's 
Arbeit  unter  179)  p.  170  f. 

148)  Art.  394..  p.  502.  Siehe  Hessens  Abhandlung  in  Bd.  49  von 
„Crelle's  Journal**,  vergleiche  auch  Geiser  in  Bd.  69.  p.  1Q7  desselben. 

185)  Art.  .394.,  p..  5ilL  Siehe  (179)  ,,Memor.  dcU  .\ccad.  di  Bologna“ 
(3.  Serie)  Bd.  2. 

186)  Art.  396.,  p.  505.  Vergl.  „Comptes  rendus**  1868,  p.  123  und 
„Math,  Annalen“  Bd.  ^ p.  293.  Dazu  auch  Cayley  ibid,  Hd.  ^ p.52fi 
und  Noether  in  Bd.  3 der  „Annali  di  Matein.*',  p.  17.3, 

187)  Art.  396.,  p.  506.  Siehe  „Math.  Annalen**  Bd.  ^ p.  21  f.  . 


Digiil^rtd  by  Google 


670 


Jjiteratar-NachweisuDgcn  und  ZusUtzo. 


Kapitel  IX. 

a.  Algebraische  Probleme. 

188)  Art.  397.,  p.  607.  Siehe  Jncobi  „Crelle’s  Journal*  Bd.  46, 
p.  285  (1836). 

189)  Art.  401.,  p.  513.  Für  die  WeiterfUhrung  dieser  Untersuchung 
vergleiche  die  Abhaudlung  von  Clebsch  über  die  Anwendung  der 
Abcl’sciien  Functionen  in  der  Geometrie  in  „Crelle’s  Journal“  Bd.  63, 
p.  244  f.  und  Heye  in  „Mathem.  Annalen“  Bd.  2,  p,  475. 

190)  Art.  402.,  p.  613.  Siehe  des  Herausgebers  „Darstellendo  Geo* 
metrie“  Art.  37  f. 

191)  Art.  4U3.,  p.  516.  Vergleiche  Tognoli  „Giornale  di  Matern.“ 
Bd.  8,  p.  166. 

192)  Art.  404.,  p.  516.  Cayley  bestimmte  zuerst  im  4.  Bd.  des 
,, Cambridge  and  i)iib]in  Math.  Journ.“  p.  134  (1849)  die  Ordnung  des 
Systems  ans  k Zeilen  und  A*  1 Kcihen  von  Klementen  ersten  Grades. 
Die  allgemeineren  Probleme  behandelte  zuerst  Salmon  in  Bd.  1 des 
„Quarterly  Jonm.**  p.  246  (1857);  das  im  Text  Gegebene  ist  erweiterte 
Ausführung  desselben.  Zuletzt  hat  S.  Roberts  ,,Cre11e*s  Journ.“  Bd. 
67,  p.  266  unter  Voraussetzung  der  Zerlegung  der  einzelnen  Gleichungen 
in  Factoren  diese  Frage  untersucht.  Die  Ordnung  für  die  Bedingungen 
des  biplanarcn  Doppelpunktes  in  Art.  435.  ist  von  ihm  bestimmt. 

Die  Theorie  der  Klimination  ist  nicht  vollendet,  so  lange  nicht 
Kegeln  gewonnen  sind,  die  in  allen  Fällen  die  Ordnung  der  Resultante 
bestimmen. 

193)  Art.  410.,  p.  523.  Cayley  bat  das  Salmon'schc  Ergobnias  in 
diese  zweckmässige  Form  gesetzt. 

194)  Art.  422.,  p.  537.  Vergleiche  die  geometrische  Darstellung  am 
Schlüsse  von  Crcmoua’s  ,,Preliminari“. 

196)  Art.  435.,  p.  547.  Vergleiche  die  Abhandlung  „On  the  Theory 
of  Involution“  in  „Transact.  of  the  Cambridge  Phil.  Soc.“  Bd.  11,  p. 
21  (1865). 

b.  Systeme  der  Flächen  und  Probleme  der  Berührung. 

196)  Art.  436.,  p.  550.  Vergleiche  Salmon's  Abhandlung  in  Bd.  1, 
p.  339  des  ,, Quart.  Joum.“  (1857).  Den  zuerst  angeführten  Beweis  gab 
Moutard  in  Bd.  19  der  „Nouvellea  Anual.“  p.  58  (1860). 

197)  Art.  440.,  p.  555..  Siehe  die  Mittbeilung  von  E.  de  Jonquicres 
in  den  „Comptes  reiidus“  vom  28.  März  1864. 

198)  Art.  442.,  p.  556.  Vergleiche  Zeuthen  in  den  „Comptes  ren- 
dus“  vom  1.  Juni  1874. 

199)  Art.  446.,  p.  559.  Vergleiche  „Comptes  rendus“  vom  Sept.  1865 
und  Fcbr.  1866.  Dazu  Zcutbeu's  „Bcstcmmelsc  of  characteristikerne 
i de  eleinentaere  Systemer  af  Flader  af  aiiden  Orden“  (siehe  auch 
„Nouvelles  Ann.“  ßd.  27)  und  Schubert  in  Bd.  71  des  „Journals“  p. 
366;  ueuestens  Halphcn  in  „Bulletin  de  la  Soci^t^  Mathem.“  Bd.  2, 
p.  27. 

AU  Beispiel  für  die  Anwendung  der  Methode  beben  wir  die  Auf- 
stellung der  Characteristikeii  der  quadratischen  PolarÜachcn  einer 
Fläche  Ordnung  hervor,  welche  in  Bd.  4 der  „Annali  di  Matern.“ 
p.  331  Zeuthen  gegeben  hat,  um  ans  ihnen  die  auf  die  beiden  KcrnÜächen 
bezüglichen  Cbarakterzahlcn  (Ordnuugon  und  Anzahl  der  Geraden  in 
der  Steiner'schen  KernÜäche)  abznlciten.  Siche  auch  Note  206. 

200)  Art.  447.,  p.  561.  Salmon  gab  diesen  Satz  im  4.  Bd.  des 
„Cambridge  a.  Dublin  Math.  Journ.“  p.  260  (1849)  und  sodann  die 
Gleichung  der  Fläche  zuerst  in  unzweckmässiger  Form  in  Bd.  1,  p.  336 
des  „Quart.  Journ.“,  in  der  für  numerische  Berechnung  vielleicht  besten 
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Form  aber  iu  den  ,fPhilo80ph.  Trnnsactions*^  von  1860,  p.  239.  Doch 
ist  die  schöne  Darstellung  von  Clebsch,  deren  Studium  auch  fUr 
andere  Probleme  von  Werth  sein  wird,  in  den  Text  aufgenommen, 
welche  zuerst  in  „Crelle’s  Journal“  Pd.  ^ p.  ÜJ  veröffentlicht  ist. 

201)  Art.  461..  p.  577.  Alle  diese  Ergebnisse  sind  io  der  angeführten 
Abhandlung  in  Bd.  L des  „Qtiarterly  Journ.“  entwickelt.  Für  eine  mehr 
synthetische  Ableitung  siehe  8turm's  Abhandlung  in  Bd.  7^  p.  3.50 
von  ,,Crelle’s  Journal“. 

202)  Art.  463.,  p.  678.  Vergleiche  Clebsch  in  Bd.  fii  .des  ,, Jour- 
nal“ p.  LL 

r.  Theorie  der  Ec  ciprok  al fl äch en. 

203)  Art.  472.,  p.  588.  Der  erste  Versuch,  die  Wirkung  der  Doppel- 
und  RUckkehrcurvcu  auf  die  Ordnung  der  Reciprokalduche  zu  bestim- 
men (oder  das  Poncelet’sche  Paradoxon  für  Flachen  zu  erledigen)  ward 
von  Salmon  in  zwei  Abhandlungen  von  1847  gemacht,  die  man  in  Hd. 
^ p.  üä  und  Bd.  4j  p.  188  des  „Cambridge  a.  Dublin  Math.  Journ.“ 
6ndet.  Aber  erst  am  Ende  des  .Jahres  1849  führte  ihn  die  Entdeckung 
der  siebenundzwanzig  Geraden  der  allgemeinen  Fläche  dritter  Ordnung, 
indem  sic  eine  klare  Anschauung  vou  der  Natur  der  Reciprokalflacbe 
derselben  ermöglichte,  zu  der  im  Text  auseinandergesetzten  Theorie. 
Sie  ist  zuerst  vollständiger  in  einer  Abhandlung  io  Bd.  23  der  „Transact. 
of  the  Royal  Irish  Academy'*  p.  4iü  mitgetheilt  worden. 

204)  Art  474. . p.  593.  Vergleiche  eine  Abhandlung  von  £.  de 
Jouqui^res  iu  Bd.  23.  p.  6 der  „Nouvelles  Anual.“ 

205)  Art.  478.,  p.  697.  Man  sehe  in  der  in  Note  203)  citierteu  Ab- 
handlung p.  485. 

206)  Art.  479. . p.  599.  Vergleiche  Cayley*s  und  Cromoua’s 
neueste  treffliche  Darstellungen  rcapectiVo  in  Bd.  IJ^  p.  294  dos  ,,Quar- 
terly  Journal“  und  in  der  deutschen  Ausgabe  der  ,,Preliminari*‘  p-  Hl  f. 

Zeuthen  hat  die  Methode  der  Cbaracteristiken  auf  diese  und  zahl- 
reiche andere  Fragen  in  der  Theorie  der  Curven  im  Raume  angewendet 
in  einer  umfassenden  Abhandlung  in  Bd.  3 der  „Annali“  p.  175 — 217. 

Mit  der  Annahme,  dass  ^ «J  gleich  Null  sind,  erhält  man 

für  die  Charactere  der  Durcbdringungscurven  zwischen  Flächen  zweiter 
und  dritter  Ordnung  die  folgende  Tafel. 
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Bei  der  Curve  vierter  Ordnung  zweiter  Art  giebt  ^»1,  ^=»2  respcctive 
n=5,  r=a6,  g=4,  A=3,  x=5,  y=4,  ««=2,  y=®2,  y'=6,  A'=3; 

«»4,  =»6,  —3,  ^4,  =0,  ^ ^ =-0,  ^ ^ 
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unter  Weglfl»sung  der  Niillwertbe.  Die  Tafel  giibe  zu  zahlreichen  Be- 
merkungen Anlass,  für  die  wir  nicht  Kaum  haben.  Nur  das  sei  erwähnt, 
dass  bei  der  Curve  vierter  Ordnung  erster  Art  die  Ooppelcurve,  die  (wie 
die  Doppeldeveloppable  in  vier  Kegel)  in  vier  ebene  Curven  vierter 
Ordnung  zerfällt,  die  dreifachen  Punkte  in  den  vier  Kegclspitzcn 
hat.  Diese  sind  in  jeder  der  vier  Curven  vierter  Ordnung  Doppel-In- 
dexionsknoten  (Vergl.  ,,Höh.  Curven“  Art.  *247.) 

Die  vollständigen  Hcihcn  der  Clmrnctero  für  die  Doppelcurven  der 
Developpabeln  und  die  Doppeldeveloppabeln  der  Curve  können  leicht 
berechnet  werden. 

S07)  Art.  479..  Heisp.  ^ p.  6Q1.  Vergleiche  Emil  Weyr  in  Bd.  72. 
p.  28fi  von  j,Crelle*s  Journal“.  Die  rationalen  Rniimcurven,  besonders  die 
der  vierten  Ordnung,  haben  in  neuester  Zeit  vielfache  Behandlung  ge- 
funden. Siehe  z.  B.  „Crelle’s  Jonrn.“  Hd.  7^  277;  „Malhcm.  Annalen“ 
Bd.  p.  lüL  Bd.  ^ „Giornalo“  Bd  ^ p.  217;  Bd.  IL  P-  180,  221 ; 
Bd.  ^ p.  220;  Kendicondi  del  K.  Ist.  Lombardo“  1861,  1871,  1872,  von 
denen  ich  zu  früher  Erwähntem  (vergleiche  Note  ^ die  letzte,  eine 
Abhandlung  von  Bertini,  und  zum  Allgemeinen  ~die  im  Bd.  12  des 
„Giornale“  von  Tognoli  hervorhebe. 

Die  Involutionen  Grades  und  das  Prinelp  der  Correspondenz 

Hnden  dabei  bequeme  Anwendung,  Z.  B.  ein  System  concentrischcr 
Kugeln  schneidet  aus  einer  rationalen  Curve  n'**'  Ordnung  eine  Involu- 
tion 2a*®”  Grades  mit  2(2n — 1)  Doppelpunkten  aus,  von  denen  3«  — 2 
im  Endlichen  liegen:  von  einem  Punkte  gehen  an  eine  solche  Curve 
3 n — 2 Normalen. 

Die  Normalebeiie  in  einem  Curvenpunkte  schneidet  («  — 1)  andere 
Curvenpunkle  aus  und  da  durch  ihn  3(«  — 1)  weitere  Normalebenen 
gehen,  so  hat  man  eine  Correspondenz  (n  — 1,  ka  — ^ in  einer  Corre- 
.apondenz  (A,  ^ giebt  cs  aber  1(1 — 1)  -f-  1^(A' — 1)}^  involutoriBchcr 
EIcmentenpaare ; also  hieV  («  — l)(6w  — 7)^  und  die  ^n(n  — 1}  unend- 
lich fernen  in  Abrechnung  gebracht,  erfalirt  man,  dass  eine  rationale 
Curve  Ordnung  — l)(9a  — 14)  Doppolnormalen  besitzt. 

207^)  Art.  480.,  p.  602.  Die  Brennlflclie  zweier  allgemeinen  Complexe, 
d.  li.  der  Ort  der  Spitzen  sich  berührender  Comploxkcgol  und  die  En- 
veloppe  der  Ebenen  sich  berührender  Complexcurven , als  sich  selbst 
reciprok,  bietet  ein  weiteres  gutes  Beispiel  für  diese  Theorie  dar. 
Siehe  die  Mittheilung  von  Voss  in  Nr.  der  „Göttinger  Nachrichten** 
von  1874.  * 

208)  Art.  482.,  p.  605.  Vergleiche  Cayley’s  „Meinoir  on  the  Theory 
of  Reciprocßl  Surfaces“  in  den  ,, Philosoph.  Transactions“  von  1869  p. 
201 — 230,  mit  welcher  die  Abhandlung  „On  Cubic  Surfaces**  ibid.  p. 
231—326  innig  zusammonbängt.  Der  Text  giebt  die  Hauptrcsnltate 
dieser  Arbeit  in  Verbindung  mit  Ergänzungen  vom  Juli  1871  („Trans- 
actions'*  Bd.  162,  p.  8^  in  zum  Tlicil  neuer  Darstellung. 

209)  Art.  493. , p.  616.  Vergleiche  die  Abhandlung  in  Bd.  4 der 
,,Mathem.  Annal.'*  p.  1 — 20,  welche  schon  in  Anmerk.  130)  citiert  wor- 
den ist. 
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lieber  den  Quaternionen-Calcul. 

1.  Der  Quaternioneii-Calcul  Ist  von  seinem  Krßndor  W.  K.  Haniil* 
ton  erfolgreich  zur  Herleitung  geometrischer  Sätze  angewendet  worden 
und  es  mag  daher  gerechtfertigt  erscheinen,  einen  Abriss  dieser  Methode 
dem  hinzuzufügen,  was  in  diesem  Buche  über  die  Methoden  zur  Unter- 
suchung der  Eigenschaften  des  Raumes  von  drei  Dimensionen  entwickelt 
worden  ist.  Dabei  beschränken  wir  unsere  Absicht  darauf,  dem  Leser 
zu  zeigen,  was  Quaternionen  sind  und  ihm  eine  Idee  von  ihrem  Ge- 
brauch in  geometrischen  Untersuchungen  zu  geben,  indem  wir  für  alles 
Weitere  auf  Ham  il  ton 's  Abhandlungen  „On  äymbolical  Geometry**  im 
„Cambridge  and  Dublin  Mathematical  Journal**,  auf  seine  „Lectures** 
und  „Elements  of  (^uaternions**  (18&6),  sowie  auf  die  kürzeren  Darstel- 
lungen von  Kelland  und  Tait  (Tait  ,,An  elementary  Treatise  ou 
(^uaternions**  Second  cd.  Oxford  1878.)  verweisen.  Kür  seine  Brauch- 
barkeit spricht  die  Bemerkung,  dass  er  die  Methoden  von  Möbius  und  von 
Grassinann  umfasst.  Die  genannten  Werke  geben  sehr  zahlreiche  An- 
wendungen ausser  aufdie  Geometrie  namentlich  auf  Mechanik  und  I^hysik. 

Vectoren.  ln  der  algebraischen  Geometrie  treten  die  Symbole 
X,  z etc.,  obwohl  sie  mit  Bezug  auf  in  bestimmter  Richtung  gemes- 
sene Linien  gebraucht  sind,  doch  nur  als  die  Grossen  der  von  ihnen 
dargcsteliten  Linien  in  die  Rechnung,  d.  i.  in  die  Gleichungen  ein,  mit 
denen  sie  zu  thun  hat;  diese  Gleichungen  drücken  nur  aus,  dass  gewisse 
arithmetische  Operationen  mit  denjenigen  Zahlen  zu  vollziehen  sind, 
w’elche  die  Verhältnisse  jeder  der  Linien  x,  y,  z zur  Lineareinheit  be- 
zeichnen. Wenn  wir  die  Summe  x-f-p-f-z  von  drei  bekannten  Linien 
bilden,  so  ist  das  Resultat  eine  Linie  von  bestimmter  Länge,  aber  ohne 
bestimmte  Richtung.  Die  consequentc  Entwickelung  der  algebraischen 
Geometrie  scblicsst  in  dieser  Beziehung  mit  dem  Gegensatz  des  Sinnes 
innerhalb  derselben  Richtung  ab. 

Im  Quaternionen  Calcul  muss  jedes  Symbol,  das  eine  Linie  bezeich- 
net, sowohl  ihre  Länge  als  ihre  Richtung  darstellen;  und  wenn  wir  z. 
B.  die  Summe  x -f- .y -f- z bilden  würden,  so  muss  dadurch  sowohl  die 
Richtung  als  die  Länge  der  resultierenden  Linie  bestimmt  werden. 

Die  Zeichen  -f-  und  — werden  daher  in  diesem  Calcul  nicht  als 
Zeichen  numerischer  Addition  oder  Subtraction,  sondern  zur  Bestimmung 
der  Richtungen  verwandt  — die  Art  und  Weise  dieser  Verwendung  er- 
klären wir  sogleich  — und  bezeiclmen  so  zu  sagen  geometrische  Addition 
und  Subtraction. 

2.  Wenn  die  Linie  oder  der  Vector  Aß  den  Uebergang  vom  Punkt 
A nach  dem  Punkte  ß bezeichnet,  so  wird  io  gleicher  Weise  BC  den 
Uebergang  von  ß nach  C darstellen;  das  Zeichen  -f-  kann  naturgemäss 
gebraucht  werden,  um  die  auf  einander  folgende  Ausführung  dieser 
beiden  Operationen  auszudrücken,  d.  b.  AB-^-BC  drückt  aus,  dass 
nach  einander  von  A nach  B und  von  B nach  C gegangen  werde.  Da 
aber  das  Resultat  dieser  Operatiouen  der  Uebergang  von  A nach  C ist, 
»o  gilt  die  Relation  AB-\-BC^ACy  oder  die  Summe  zweier  Vectoren  ist 
die  Diagonale  des  Parallelogramms,  welches  dieselben  zu  benachbarten 
Seiten  hat. 

Wenn  Aß  und  BC  Strecken  dersel- 
ben Geraden  sind,  so  ist  ihre  Summe 
die  gewöhnliche  algebraische  Summe  bei- 
der Linien;  und  durch  succcssive  Addition 
erkennt  man,  dass  für  a als  einen  belie- 
bigen Vector  und  m als  einen  numerischen 
Factor  ma  einen  in  der  Richtung  mit  a zu- 
sammenfallenden,  in  der  Länge  im  Verbält- 
uissm:!  zu  ihm  stehenden  Vector  darstellt. 

Salmou,  aaal.  Geoiu.  d.  Raumea.  II.  2.  Aufl. 
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Man  nennt  zwei  Vectoren  einander  gleich,  wenn  der  eine  ohne 
Drehung  mit  dem  andern  zur  Deckung  gebracht  werden  kann,  d.  h.  zw'ei 
gleiche  in  parallelen  Linien  gemeaaene  Lüngen  alnd  gleich.  Auf  Grun<l 
dieser  Uebereinkunft  können  wir  die  Gleichung  a + erlKntrrn. 

Ist  der  Vector  « durch  jede  der  gleichen  Linien  EC  und  der  Vector 
h durch  jede  der  gleichen  Linien  dargestellt,  so  ist  mit  Vor- 

austritt von  n a h ^ AHy  nnd  mit  Voraustritt  von  A 6 o *=»  C/>,  und 
da  AH  und  CH  gleiche  Linien  von  derselben  Kichtung  sind,  so  sind 
beide  Resultate  einander  gleich. 

Aus  der  Interpretation  der  Gleichung  ist  auch  offenbar,  dass  man  hat 
(fl  + *)  + c =•  n + (A  + c) 

Wenn  also  das  Zeichen  geometrisch  in  der  hier  dargelegten 
Weise  interpretiert  wird,  so  gelten  die  beiden  Grundregeln  der  alge- 
braischen Addition,  iiHmlich  das  commutative  Oeaetz  a~\-b^b~^a 
und  das  associative  Gesotz  (o 6) -J- c =»  n -f- (6 ch 

3.  Wenn  man  durch  AB  den  Uebergang  von  A nach  B bezeichnet, 
so  bezeichnet  natürlich  — AH  die  Rückwärtsvollziehiing  dieser  Opera- 
tion, somit  den  Uebergang  von  B nach  A^  sodass  AB  -{-  BA  *0  ist. 
Mau  beweist  leicht,  dass  aus  o 4"  A * c auch  /i  «=  r — 6 hervorgeht. 

Da  die  Addition  der  Linien  nach  der  eben  anscinandergesetzten 
Methode  der  Zusammensetzung  der  auf  einen  Punkt  wirkenden  Kräfte 
in  der  Statik  genau  entspricht,  so  beweist  man  ganz  ebenso  wie  in  der 
Statikf  dass  jede  Linie  als  die  Summe  dreier  Linien  dargestellt  werden 
kann,  deren  Richtungen  die  Richtungen  dreier  zu  einander  rcctangu* 
liiren  Axen  sind.  Wenn  nun  die  nach  den  drei  Axen  gemessooo 
Linearcinbeit  rcspective  durch  i,  j,  k bezeichnet  wird,  und  wenn  die 
numerischen  Verhältnisso  der  Coordinaten  eines  Punktes  P im  Räume 
zu  dieser  Linearcinbeit  wie  in  der  algebraischen  Geometrie  durch 
yj  z bezeichnet  werden,  so  sind  jene  Coordinaten  in  der  hier  entwickel- 
ten Methode  durch  la:,  Jy,  kz  respcctive  dargestellt,  und  der  Vector, 
welcher  den  Anfangspunkt  des  Systems  mit  dem  Punkto  P verbindet, 
ist  durch  ix  Jy  kz  ausgedrückt.  .Und  da  einem  beliebigen  Vector 
ein  ihm  paralleler  und  gleicher  durch  den  Anfangspunkt  entpriebt,  so 
kann  jeder  Vector  in  der  Form  (»^t+Jy  + A:z)  ausgedrückt 
werden. 


Wenn  er,  ß zweiVcctoren  von  demselben  Anfangspunkt  bezcichoeQ, 

so  erkennt  man  leicht,  dass  ein  von  demselben  Anfangspunkt 

l ^ m 

ausgehender  Vector  ist,  der  in  dem  Punkte  der  Verbindungslinie  der 
Endpunkte  der  beiden  ersten  Vecloren  endigt,  in  welchem  sie  im  V’^er- 

hältniss  / : m gethcilt  wird;  und  dass  ebenso  einen  in  der 

l -y-  m n 

Ebene  der  Endpunkte  derVectoren  er,  y endigenden  Vector  darttellt. 

Wenn  sowohl  a als  auch  ß von  der  Länge  Eins  sind,  so  macht 
(/«  -|-  mß)  mit  a und  ß Winkel,  deren  respective  Sinns  in  dem  Verhält- 
ntss  / ; m stehen. 

Diese  Grundsätze  können  zur  Entwickelung  geometrischer  Wahr- 
heiten vielfach  angewendet  werden;  so  z.  B.  ist  ^ (a  -f-  ^ y -j-  der 
Vector  des  Schwerpunktes  eines  Tetraeders,  dessen  Ecken  durch  die 
Enden  derVectoren  or,  y,  d bestimmt  sind,  und  man  kann  daraus  wie 
im  Bd.  1.  Art.  9.  weitere  Schlüsse  ziehen. 


4.  Quaternionen.  Nachdem  gezeigt  ist,  wie  Linien  nach  Rich- 
tung und  Grösse  addiert  und  subtrahiert  werden  können.  Lat  ihre  Mul- 
tiplication  und  Division  darznlcgcn. 

Es  ist  nicht  unmittelbar  klar,  welchen  Sinn  man  dem  Product 
zweier  Linien  bciznlegen  haben  wird,  aber  es  ist  naturgemäss,  den 
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Quotienten  ^ als  den  Ausdruck  der  Operation  anznsehen,  durch 

welche  die  Linie  ß in  die  Linie  a verwandelt  wird,  so  dass  ^ 

Sind  die  Vectoren  n und  ß Strecken  derselben  Qeraden,  so  ist  ihr 
Quotient  eine  numerische  Constantc,  oder  wie  Hamilton  sa^t,  ein 
Scatar;  aber  wenn  diess  nicht  der  Fall  ist,  so  hat  man,  um  ^ in  a 
übertuführen,  nicht  nur  seine  LUn^e  zu  verändern,  sondern  auch  eine 
Drehung  um  einen  bestimmten  Winkel  in  einer  bestimmten  Ebene  zu 
vollziehen. 

Wenn  wir  nun  sahen,  dass  jeder  Vector  auf  eine  Summe  von  drei 
Gliedern  zu  redneieren  ist,  und  erwägen  wollen,  wie  diess  voransznsehen 
war  auf  Grnnd  der  Ueberlegung,  dass  drei  Dingo  zu  seiner  Bestimmung 
nöthig  sind,  nämlich  seine  Länge  und  die  Kichtungscosinus  seiner  Ge- 
raden, welches  zweien  weiteren  Bedingungen  äquivalent  ist;  so  schlies- 
sen  wir  aus  dem  Umstande,  dass  zur  Bestimmung  eines  geometrischen 
Quotienten  vier  Dinge  offenbar  gehören,  nämlich  das  numerische  Ver- 
hältniss  der  Längen  der  verglichenen  Vectoren,  der  Winkel  zwischen 
beiden  und  die  Kichtungscosinus  seiner  Ebene,  welches  zwei  weiteren 
Bedingungen  äquivalent  ist;  dass  also  ein  solcher  Quotient  durch  vier 
irreducible  Glieder  ansdrUckbar  ist.  Wir  werden  diess  zunächst  streng 
beweisen  und  bemerken  hier,  dass  darin  der  Grund  zur  Wahl  des 
Namens  Qnaternionen  liegt. 

Es  ist  darin  bereits  ausgesprochen , dass  die  vier  eben  erwähnten 
Elemente  zur  Bestimmung  eines  solchen  Quotienten  hinreichen,  d.  b.  dass 
zwei  Quotienten  dieser  Art  einander  gleich  sind 

“ y 
ß 

wenn  1)  die  Längen  der  Linien  in  Proportion  sind,  or  : ß y : d; 
wenn  2)  der  Winkel  zwischen  or  und  ß dem  Winkel  zwischen  y und  S 
gleich  ist;  und  wenn  3)  alle  vier  Linien  derselben  Ebene  parallel  sind. 

Das  geometrische  Verhältniss  zweier  Linien  wird  also  als  unver- 
ändert angesehen,  wenn  sie  beide  in  demselben  Verhältniss  wachsen 
oder  abnehmen,  und  auch  dann,  wenn  sie  In  ihrer  Ebene  so  gedreht 
werden,  dass  der  von  ihnen  bestimmte  Winkel  unverändert  bleibt. 

5.  Zwei  geometrische  Brüche,  die  einerlei  Nenner  haben,  können 
durch  Addition  ihrer  Zähler  addiert  werden;  d.  h.  es  gilt  wie  in  der 

Algebra  die  Relation  -f-  ^ Man  kann  dadurch  jeden  der- 

o o o 

artigen  Bruch  in  einen  gleichwerthlgen  verwandeln,  dessen  beide  Linien 
rechtwinklig  zu  einander  sind.  Denn  wenn  y der  Zähler  und  d der 
Nenner  des  Bruches  ist,  so  kann  man  immer  y als  die  Summe  zweier 
Linien  er -|- ß darstellen,  von  denen  die  eine  die  Richtung  von  d (sie 
ist  die  Projection  von  y auf  d),  die  andere  die  zu  ihr  normale  Rich- 
tung hat.  Dann  aber  ist  das  Verhältniss  “ wegen  der  gemeinschaft- 
lichen Richtung  beider  eine  reine  Zahl  (scalar),  während  das  Verhält- 

a 

niss  das  Verhältniss  zweier  rectangiilären  Linien  ist.  Wir  können 

also  jede  Quaternion  als  eine  Summe  (5 F)  zweier  Glieder  dar- 
Btellen.  deren  eines  eine  reine  Zahl,  das  Scalen-Olied,  ist,  während  das 
andere  als  das  Verhältniss  zweier  rcctangulärer  Linien  als  dasVector- 
glicd  bezeichnet  worden  mag,  weil  das  Verhältniss  zweier  rectangn- 
lären  Linien  durch  den  zu  ihrer  Ebene  normalen  Vector  dargestellt 
werden  kann. 
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Eben  dieses  Letztere  ist  hier  noch  zu  begründen.  Eine  Quateruion 
kann  noch  in  anderer  Weise  anfgelost  werden , nämlich  in  das  Prodnet 
eines  numerischen  Factors  in  das  V^erlmltniss  zweier  gleicher  Linien. 

Offenbar  ist  ^ : denn  wenn  wir  zuerst  y in  und  dann 

P y y 

^ in  a überfuhren,  so  ist  das  Resultat  offenbar  die  UeberfUhrung  von 
y in  ff.  Denken  wir  daher  als  eine  zu  y gleiche  Linie  in  der  Rich- 
tung von  ff,  80  ist  das  VerhtUtniss  ^ eine  reine  Zahl  und  das  Verhältniss 

^ ist  als  das  Product  derselben  in  das  Verbältniss  zweier  gleichen 

y 

Linien  ß und  y dargestelli. 

Hamiltoo  bezeiebnete  diese  Darstellung  als  das  Product  aus 
Tensor  und  Versor:  der  Tensor  sei  die  Zahl,  welche  ansdrückt,  in 
welchem  Verhaltniss  die  Linie  y wächst  oder  abuimmt,  um  der  Linie  ß 
gleich  zu  werden,  und  der  Versor  bezeichne  den  Winkel,  um  welchen 
sie  zu  drehen  ist. 


Setzen  wir  nun  voraus,  dass  das  Symbol  J die  Operation  der 
Drehung  einer  Linie  um  einen  rechten  Winkel  in  einer  zum  Vector  i 
normalen  Ebene  bezeichne  (wobei  wir  festsetzen  mögen,  dass  der 
Drohungssinn  dem  der  Zeiger  einer  Uhr  entspricht,  die  wir  in  der 
Richtung  von  i betrachten,  während  das  Zifferblatt  in  die  zugehörige 
Normalebene  fällt),  so  stellt  mJ  die  Operation  derselben  Drehung  vor 
unter  gleichzeitiger  Veränderung  der  Lange  ira  Verhältoiss  m : 1. 

Ist  daher  der  Nenner  eines  geometrischen  Braches  eine  Linie  von 
der  Länge  Eins,  der  Zähler  eine  solche  von  der  Länge  L ist  9 der 
Winkel  zwischen  ihnen  und  p der  zu  ihrer  Ebene  normale  Vector  von 
der  Länge  Eins,  so  können  wir  zuerst  t io  die  Theile  l cos  l sin  $ 
zerlegen,  welche  in  der  Richtung  des  Nenners  und  normal  zu  ihr  ge- 
messen sind;  wenn  dann  F die  Operation  der  Drehung  um  einen  rech- 
ten Winkel  um  die  Axe  9 ohne  Veränderung  der  Länge  ausdrückt,  so 
ist  der  gegebene  Bruch  in  die  Form  / cos  Ä -|-  / sin  $ . V gebracht. 

Waren  Zahler  und  Nenner  mit  einander  vertauscht  worden,  so  ün- 
det  man  / cos  $ — i sin  $ . F'  als  Ausdruck  der  Drehung  um  denselben 
Winkel  im  entgegengesetzten  Sinne. 

6.  Bezeichnen  9,  a,  ß drei  Vectoren  solcher  Art,  dass  »s  « + ^ 
ist,  und  F,  ß rechtwinklige  Drehungen  normal  zu  diesen  Vectoren, 


..  wie  sie  vorher  bezeichnet  sind,  so  ist 

^ r =.  .4  + B. 

Denn  die  Figur  zeigt  für  p ä 0.V, 
Q \ o£  **  OT,  ß=  TS  und  unter  der  Vor- 

\ ; aussetzung,  dass  OP,  OQy  QP  einander 

\ . I gleich  und  auf  diesen  Linien  rechtwink - 

S lig  sind,  'und  dass  OH  eine  zur  Ebene 

\ ij  \ des  Papiers  normale  Linie  von  der 

\ ‘ Länge  gleich  OS  ist,  die  Relationen 

V = A B. 

Es  folgt  daraus,  dass  die  Symbole  der  rectangulUreu  Drehung  in 
genau  derselben  Welse  aufgelöst  werden  können,  wie  die  Vectoren  im 


Art.  3,  und  dass  also  für  /,  y,  A*  als  Symbole  von  Rotationen  ntn  die 
drei  Axen  ohne  Veränderung  der  Längen  die  gleiche  Drehung  um 
die  Axe  ^ von  den  auf  sie  bezogenen  Richtungswinkeln  a,  ß,  y in 
der  Form 


dargestellt  wird. 


I cos  ff  y cos  ß A'  cos  y 
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Dano  giebt  die  vollständige  Auflösung  des  im  letzten  Artikel  be- 
trachteten Verhältnisses  die  Form 

c cos  d -f"  ^ ^ a + •/  cos  ß -{•  K cos  y) 

und  der  allgemeinste  Ausdruck  eines  geometrischen  Bruches  ist  somit 
die  viergliedrige  Summe  b bl  ^ cJ dK ^ in  welcher  b,  d nu- 
merische Constanten  sind. 

7.  Multiplication  von  Brüchen  bezeichnet,  wie  früher  angedeutet 
ist,  den  Buccesiven  Vollzug  der  durch  die  Factoren  angestellten  Opera- 
tionen. So  drückt  J • — aus,  dass  wir  zuerst  die  Operation  der  lieber- 

J3  y 

führung  von  y in  p,  dann  die  von  ^ in  a ausfübren;  das  Brgeboiss  ist 
also  die  Ueberführung  von  y in  a. 

Cf  y 

Um  zwei  beliebige  Brüche  mit  einander  zu  multlplicieren  * -£ 

P ® 

y 

ist  eine  Zwischenoperation  nöthig.  Man  bat  ^ in  seiner  Ebene  so  zu 

o 

drehen,  dass  sein  Zähler  mit  dem  Durchschnitt  der  Ebenen  beider  Brüche 

a 

zusamraenfällt.  ^ hingegen  io  seiner  Ebene  so,  dass  sein  Neuner  mit 
P 

jenem  Durchschnitt  zusammenfällt. 

Es  ist  offenbar,  dass  bei  der  Multiplication  zweier  Quaternionen 
die  Ordnung  der  Factoren  nicht  gleichgültig  ist.  Denken  wir  C, 

D in  der  Figur  als  vier  Punkte  einer  KegelÜäche  vom  Ceutrum  0,  so 
ist  das  Resultat  der  nach  einander  fol- 
genden Drehungen  von  OD  um  einen 
Winkel  h nach  OE  und  von  OE  um 
einen  Winkel  a zu  OC  die  Ueberführung 
von  OD  zu  OC.  Hätten  wir  aber  mit  der 
Drehung  um  den  Winkel  a begonnen, 
welche  die  Ueberführung  von  OA  zu  OE 
bezeichnet,  und  dann  OE  nach  OB  um 
den  Winkel  b gedreht,  so  ist  das  Resul- 
tat die  Ueberführung  von  OA  zu  OH, 

Obwohl  nun  der  Bogen  AD  dem  Bogen  CD  gleich  ist,  so  ist  doch  die 
Ebene  von  AB  im  Allgemeinen  von  der  Ebene  von  CD  verschieden  und 
also  das  Product 


B 

/ 


I. 


j} 


OE 


OE 

ED 


Dicht  (gleich 


OB 

OE 


OE 

OA' 


B 


7 


obwohl  das  Letztere  das  Prodact  zweier  gleicher  Factoren  in  entgegen- 
gesetzter Ordnung  ist. 

Wenn  die  Winkel  a und  b beide 
je  90°  sind,  so  ist  die  Ebene  von  AB 
wohl  dieselbe  wie  die  Ebene  von  CD, 
aber  der  Drehnngssinn  des  einen  Pro- 
ducts ist  dem  des  andern  entgegenge- 
setzt. Wenn  wir  also  zwei  rectanguIXre 
Quaternionen  A,  B (d.  h.  deren  Drehung 
rechtwinklig  ist)  mit  einander  multipli- 
cieren,  so  folgt  aus  Art.  6,  dass  der 
Form  von  A . B 

l cos  $ t sin  i . y die  Form  von  ß . 


A 

A 


l cos  i 


X / 



D 

1 sin  i . y 


entspricht.  Zwei  so  auf  einander  bezogene  Quaternionen  heissen  con- 
jugiert;  wenn  die  eine  von  der  Form  5 + F ist,  so  entspricht  der  an- 
dern die  Form  5 — y. 
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Dem  speciellen  Falle  0 » 00°  entspricht  das  Gesetz:  Das  Product 
zweier  rectangulärcn  QuatomiuDcn,  deren  Kbeiien  zu  einander  nonnal 
sind,  giebt  A . ß = — ß . A. 

Seiner  Wichtigkeit  wegen  wollen  wir  diess  Gesetz  unabhängig  beweisen. 

8.  Man  erkennt  unschwer,  dass  die  Moltiplication  von  Quateruioneu 
eine  distributive  Operation  ist;  sodass  das  Product 

fl)  3. 

l ^ 


die  Summe  der  Producte 


i ß X 

, — , , etc.*  giebt.  Ebenso  wenn  die 

l fi^  X fl' 

Ordnung  der  Multiplication  die  umgekehrte  ist. 

Wenn  wir  also  zwei  Quaternionen*)  multiplicieren , die  in  ihrer 
Normalform  ausgedrückt  sind 

(<i  -|-  bl  -j-  cJ  -|-  dA  } (fl  -J-  b / c J -|-  ^ K)y 


so  ist  ihr  Product  die  Summe  der  16  Glieder,  welche  map  erhält,  Indem 
man  jedes  der  ersten  vier  Glieder  mit  jedem  der  letzten  vier  Glieder 
combiniert,  mit  Rücksicht  jedoch  auf  die  Ordnung  der  Multiplication. 

Wir  haben  die  Hedeutung  der  Glieder  //,  IJ  ^ etc.  zu  uutersueben, 
welche  io  diesem  Product  auftreten.  Dazu  erinnern  wir,  dass  / eine 
rectanguläre  Drehung  um  die  Axe  der  x bezeichnet,  und  dass  die 
Wirkung  einer  solchen  Drehung  eine  Linie  von  der  Richtung  der  Axe 
y in  die  Richtung  der  Axe  t und  eine  Linie  von  der  Richtung  der 
Axe  r in  die  der  Axe  — y überführt;  in  Folge  dessen  schreiben 
wir  die  Relationen  JJ  s=s  Ik  ^ — j»  Ebenso  erhalten  wir  Jk^^if 
Ji  » — k\  Ki  — j,  Kj  =»  — I. 

Wir  betrachten  nun  die  Wirkung  zweier  solcher  Operationen  in 
ihrer  succesiven  Ausführung.  Wenn  wir  zuerst  an  j mit  / und  sodann 
an  dem  Resultat  k mit  / operieren,  so  erhalten  wir  PJ  ^ — j oder 
— 1. 

Ebenso  folgt  » — 1,  A'*  — 1. 

Und  weil  offenbar  für  jede  boHebige  Axe  der  Drehung  wahr  ist, 
dass  die  Wirkung  zweifach  rechtwinkliger  Drehung  die  Umkehrung  der 
Linie  ist,  an  welcher  man  operiert,  so  ergiebt  sich,  dass  das  Quadrat 
jeder  rectangulären  Quaternion  gleich  — 1 sein  muss. 

Ferner  sahen  wir,  dass  Ijtsaky  Jk  = i^  also  auch  7//bi  ist; 
wegen  Kj  ^ — i ist  also  J I — K.  Ebenso  schliessen  wir  aus  den 
Gleichungen  /A;  » — j,  Ki^j^  JJ  =z:  K.  Also  ist  auch 

IJ  ^ K ^ — JI.  Ebenso  tindet  man  7A:  =*»  / =»  — AV;  kl  J =s  ^ ifC. 

Vergleichen  wir  dann  die  Relationen  Ij  ^ k,  IJ  etc.,  so  er- 

kennen wir,  (lass  die  Gleichungen,  welche  die  Wirkung  der  Operationen 
y,  y,  K an  den  Linien  i,  j,  k dnrslcllen,  genau  von  derselben  Form 
sind,  wie  die,  welche  die  Wirkungen  der  succesiven  Vollziehung  dieser 
Operationen  bezeichnen.  Und  da  wir  in  dem  practiseben  Gebrauch  des 
Calcul.s  weit  mehr  mit  den  Gesetzen  zu  thun  haben,  nach  welchen  sich 
die  Symbole  mit  ciiiHtider  coinbinicren,  als  mit  ihrer  Interpretation,  ho 
ist  es  unuolhig,  weiter  auf  die  Unterscheidung  der  Bezeichnung  /,  y,  A”; 
I,  j,  k ciuzugehen.  Alle  Sätze,  welche  für  die  Symbole  der  einen  Gruppe 
wahr  sind,  gelten  auch  für  die  der  andern;  und  indem  wir  eine  Gruppe 
der  VcctorcD  als  Linien  und  eine  andere  als  Rotationen  interpretieren, 
entspringen  für  eine  und  dieselbe  Gleichung  eine  grössere  Anzahl  gleich- 
mäbbig  wahrer  Bedeutungen. 


*)  Auch  für  das  stetige  Product  von  drei  Quaternionen  ist 

(y?  ) y"  “ y (y’y  'j. 
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Wir  können  i nach  Willkür  als  Ausdruck  einer  Linie  £ius  nach 
der  Kichtiing  der  Axe  x oder  als  eine  Uotation  um  90^^  um  dicscibo 
Axe  ansehen;  ebenso  ist  eine  Hecbtwinkel-Drehuug  um  den  Einheits- 
vector  a durch  den  Buchstaben  « so  dargcstellt,  wie  früher  in  Art.  5. 
angezcigt  ward. 

Wir  schreiben  die  allgemeine  Form  einer  Quaternion 
u -j-  bi  cj  -4" 

und  combinieron  die  darin  auftretenden  Symbole  nach  den  Gesetzen 
A»  — 1 ; y =.  A-  = — ji, 
jk  s=  I a»  — AJ,  ki  =»  J *=  — ik. 

Wenn  man  das  Product  einer  Anzahl  von  A'aetoren  bildet,  so  ist 
die  Ordnung  derselben  stets  zu  beachten;  nur  wenn  eiuer  der  Fac- 
toren  eine  reine  Zahl  isL  so  ist  seine  Ordnung  indifferent  und  er  kann 
als  Factor  des  Ganzen  links  vorgesetzt  werden.  Wenn  z.  B,  a,  y 
drei  Einhcit-Vectoren  sind  (oder  irgend  drei  rectangnlHre  Quaternionen), 
und  jSy  mit  aß  miiltipliciert  wird,  so  ist  das  Kesultat  aß’y  gleich — ay, 
weil  jÖ*  » ^ — I ist. 

Beitp.  1.  Bilde  das  Quadrat  des  Einheit'Vcctors  i cos  a-f'J  cos  ß 
k cos  y. 

Die  wirkliche  Multiplication  liefert 

I*  cos*  «4"/*  *^<^'**  ß 4“  cos*  y 4“  0^  4"  cos  ß cos  y 
4"  (Al  4"  t‘A)  cos  y cos  a 4“  ((/  +7*)  ^ cos  ß 

und  diess  rcduciert  sich  in  Folge  der  zwischen  i,  k bestehenden  Ue- 
lalionen  auf  — fcos*  ce  4~  cos*  ß 4"  V)  L wie  nÖthig. 

Wenn  der  Vector  nicht  von  der  Länge  Eins  ist,  so  findet  man  das 
Quadrat  von  (ij  4“  Jy  4“  i*'  derselben  Art  =*  — (or*  4.  y»  _1_  J.  k. 

als  das  negative  Quadrat  der  Länge  der  Linie,  welche  den  Vcctor  dar* 
stellt.  Wir  können  diess  ausdrücken,  indem  wir  sagen,  dass  das  Quadrat 
irgend  eines  Vectors  das  negative  Quadrat  seines  Tensors  ist. 

Beisp.  2.  Bestimme  das  Product  der  beiden  Einhcit-Vectoren 

(i  cos  a 4"  J ß 4"  ^ y)»  (*  4"  J CO®  ß"  4"  k cos  y"). 

Es  ist 

— (cos  a cos  a -\-  cos  ß cos  ß 4"  cos  y cos  y ) 

4-  I (cos  ß cos  y — cos  y cos  ß‘)  ~j~J(  cos  y cos  a — cos  a cos  y) 

4-  k (cos  a cos  ß'  — cos  ß cos  a). 

Man  sieht,  für  0 als  den  Winkel  zwischen  den  beiden  Voctoren  und 
a'\  ß",  y"  als  die  Richtungscosinus  der  Normalen  zu  ihrer  Ebene  kann 
das  Product  in  Uebereinstimmung  mit  Art.  5.  in  der  Form 

— cos  $ 4"  ®Iu  $ (i  cos  a ''  4"  J cos  ß"  4"  ^ cos  y**) 

geschrieben  werden-  Wären  die  Vcctorcu  vou  den  rcspcctivoii  Längen 
/,  t\  KO  würde  diess  Product  mit  l(  multiplictcrt  sein. 

Wenn  die  Factorenordnung  des  Products  umgekehrt  worden  wäre, 
80  wäre  der  numerische  oder  Scala-Theil  — eos  6 geblieben,  aber  der 
Vector-Theil  würde  sein  Zeichen  geändert  haben,  d.  h.  w’cnn  die  Zeichen 
S und  y die  Operation  der  Bildung  dieser  beiden  Thoilo  bezeichnen, 

5 (aß)  — .S(ßa)  — cos  0,  F(aß)  — - K(ßa) 
und  ferner  aß  4-  ß«  “ --S»  («ß}. 

Sind  die  beiden  Vectoren  rechtwinklig  zu  einander,  so  verschwindet 
cos  6 oder  der  Scalenthcil  des  Products;  die  Bedingung,  unter  welcher 
zwei  Vectoren  a,  ß zu  ciuander  rechtwinklig  sind,  ist  N(aß)  =*  0. 
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Ks  kann  also,  wenn  q einen  verändeHichen  Yector  durch  den  An- 
fangspunkt und  a einen  festen  Vector  bezeichnet,  die  Gleichung 

5 (pa)  =■  0 

als  die  Gleichung  einer  Ebene  angesehen  werden,  welche  normal  zu  er 
durch  den  Anfangspunkt  geht;  denn  q ist  in  dieser  Ebene  begrenzt. 
Wir  nehmen  an,  es  sei  die  Gleichung  einer  andern  Ebene  zu  finden. 
Hczciehne  a nach  Lange  und  Richtung  die  vom  Anfangspunkte  auf 
diese  Ebene  gefällte  Normale  und  sei  g der  Radius  vector  irgend  eines 
Punktes  in  der  Ebene;  dann  ist  {g  — a)  der  Vector,  welcher  den  End- 
punkt dieses  Radius  vector  mit  dem  Fusspuokt  der  Normalen  verbindet, 
und  da  diese  Linie  nach  der  Voraussetzung  zu  a normal  ist,  so  ist  die 
fragliche  Gleichung  S {g  — «)  a n>  0 oder  5 (pa)  s 

Da  aber  er*  eine  reine  Zahl  ist,  so  können  wir  mit  ihm  unter  dem 
Zeichen  S dividieren  und  die  Gleichung  also  in  der  Form 


schreiben.  Dieselbe  Gleichung  kann  auch  aus  dem  im  vorigen  Art. 
nachgewiesenen  Umstande  abgeleitet  werden,  dass  der  Scalentheil  des 
obigen  Bruches  die  Projection  der  Linie  p auf  die  Linie  er  bezeichnet. 


In  der  Art  bezeichnet  die  Gleichung  S 


lebe  ausdrUckt, 


dass  die  Projection  der  festen  Linie  a auf  die  Richtung  g die  Länge  g 
habe,  die  Gleichung  einer  über  dem  Vector  a als  Durchmesser  be- 
schriebenen Kogel. 


Ferner  repräsentiert  die  Gleichung  S 


©KO- 


• 1 einen  Kegel, 


weil  sie,  wenn  irgend  ein  Werth  von  g ihr  genügt,  auch  für  jeden 
Werth  mg  für  m als  eine  beliebige  Constante  erfüllt  ist;  insbesondere 

aber  gebt  derselbe  durch  S ^ ™ ^ 

Kegel,  dessen  Basis  der  durch  die  eben  geschriebenen  Gleichungen  be* 
stimmte  Kreis  ist. 

ßeupiel  3.  Man  soll  das  Product  zweier  Quaternionen  bestimmen. 
Wir  mnltlplicieren 

a bi  ^ ej  iik  mit  a + cj  (tk. 

Um  aber  eine  klarere  Auffassung  des  Products  zu  begründen,  schrei- 
ben wir  beide  Quaternionen  in  der  Form  S ^ Vy  5'+  K'  und  ihr  Product 

55' 4-  5r'4-  5'K  + 


Der  Scalentheil  dos  Products  ist  also,  da  5 P"  und  S'V  reine  Vec- 
toren  sind,  55' -|-  5 {y  V*)  oder  er  ist  die  Summe  aus  dem  Product  der 
Scalentheile  der  Factoren  und  dem  Scalentheil  des  Products  der  Vec- 
toren. 

Sind  z.  B.  ct,  ß,  y drei  Radien  vectoren  eiucr  Kugel,  so  besteht 

die  identische  Gleichung  ^ • a * 

P y K 

Wouii  dann  rz,  c die  Seiten  des  sphärischen  Dreiecks  sind,  wel- 
ches dio  Enden  dieser  Vectoren  bestimmen,  so  sind  cos  a,  cos  ft,  cos  c 
die  Scalcntboile  der  drei  beziiglicben  Quaternionen;  und  der  Scalen- 
Iheil  des  Products  der  Vectoren  der  rechten  Seite  der  Gleichung  ist 
das  Product  ihrer  Tensoren  sin  a,  sin  ft  in  den  Cosinus  des  von  ihnen 
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ge)»ildeten  Winkels,  d.  h.  es  crgicbt  »ich  die  Gnindforme!  der  sphäri^ 
sehen  Trigonometrie 

cos  c SS  (’os  a cos  b sin  o sin  h cos  6\ 

9.  Wir  können  in  derselben  Art  das  Product  von  drei  Vectoren 

bilden  • 

IMe  MuItiplicAtion  von 

+Jy  + kz,  ix  +jt/’ + kl’,  ix"  +Ji/“  kz" 

soigt,  dass  der  Scalenthei)  des  Products  die  Determinante  ist. 

tjind  or,  y die  drei  Vectoren,  so  ist  die  Bedingung, 
unter  welcher  sie  in  einer  Ebene  gelegen  sind,  5(cr|3y)»0, 
(Vergl.  Bd.  1,  p.  22,  Anin.) 

Diess  ergfiebt  sich  auch  aus  folgender  Bemerkung.  Wenn 
gleich  Null  ist,  so  ist  aßy  ein  reiner  Vector  und  da  diess 

aßy  = a . 5 (ßy)  + u . T {ßy) 

ist,  so  muss  oy{ßy)  ein  reiner  Vector,  d.  h.  o normal  zu  f^(ßy)  oder 
in  der  Ebene  von  ßy  gelegen  sein.  Das  war  zu  beweisen. 

So  können  wir  die  Gleichung  der  Ebene  ßnden,  welche  die  End- 
minkte  der  drei  Vectoren  or,  ß,  y enthält.  Die  Verbindungslinien  des 
Endpunktes  eines  veränderlichen  Vectors  p,  der  der  Ebene  angebört, 
mit  den  Endpunkten  von  a,  ß,  y liegen  in  der  fraglichen  Kbeno,  d.  h. 
man  hat 

S (,  — o)  {p  - ß)  {g  — Y)=  0. 

Bei  der  Entwickelung  können  Glieder  wie  Sff^y  vernachlässigt  wer- 
den, weil  Q ein  Scalontlieil  und  p'y  ein  reiner  Vector  ist,  dessen  Scalen- 
theil  verschwindet;  das  entwickelte  Product  ist  daher 

(pßy  + “ey  + 

und  der  zur  Ebene  normale  Vector  ist 

F («  — y)  (^  — y)  = t'  (ßv  + y«  + «ß)- 

Geht  man  zu  dem  Product  der  drei  Vectoren  zurück,  so  crgicbt  sich 
auch  durch  wirkliche  Multiplication,  dass 

f'(aßy)  = aS  (ßY)  — ßS  (-/«)  + yS  («^) 

ist,  eine  Gleichung  von  grosser  Anwendbarkeit. 

In  Verbindung  hiermit  mag  die  identische  Gleichung 

dS  {aßy)  aS  ißyd)  -f  (J-S  (yad)  + V *5» 

gegeben  und  bemerkt  werden,  dass  der  Vcctortheil  dos  Products 
Fuß  . FyS  in  den  beiden  Formen 

aÄ  (py  d)  -f  (y«  J)  oder  — y5(of^d)  + ^^(«Py) 

gleichmässig  geschrieben  werden  kann.  Denn  Fuß  bezeichnet  eine  zu 
a und  normale  Linie;  der  fragliche  Vector  muss  daher  zugleich  in  der 
Ebene  von  a und  ß und  in  der  von  y und  d liegen. 

10.  Als  ein  Beispiel  für  die  Art  und  Weise  der  Anwendung  dieses 
Calcnls  auf  ein  geometrisches  Problem  untersuchen  wir  die  Aufgabe  von 
der  Bestimmung  der  Gleichung  der  Hegelfläche,  welche  drei  gerade 
Directrixen  hat. 

Wir  können  dazu  zuerst  ein  Verfahren  verfolgen , das  der  Coordina« 
teomethode  analog  ist.  Wenn  man  für  a in  die  Gleichung  der  durch 

drei  Punkte  bestimmten  Ebene  ■ — j — (/« -|- w«')  substituiert,  so  erhält 

/ -4-  ff* 
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inaa  dio  Oleicbiinj^  einer  Kbcnc  durch  den  Endpunkt  des  eben  ge- 
nehriebenen  Voctors  und  eine  gewisse  feste  Gerade  | nämlich  welche  die 
Endpunkte  der  Vectoren  ß und  y verbindet,  in  der  Form  M -f-  « 0, 

wo  die  Ebene  durch  eeßy  und  /f  die  Ebene  durch  o'(3y  bezeichnet. 

Wenn  wir  also  irgend  einen  Punkt  des  Vectors  a — a mit  den  andern 
beiden  Linien  verbinden,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  zweier  Ebenen 
in  den  Formen 

tA  + m/i  « 0,  + mß'  «=  ü, 

und  durch  Elimination  von  l und  nt  aus  ihnen  die  Gleichung  des  Ortes 
in  der  Form  AB'  » BA\ 

Sodann.  Wir  drücken  die  Bedingung  aus,  unter  welcher  die  Ebenen, 
die  einen  beliebigen  Funkt  des  Ortes  mit  den  drei  Linien  verbinden, 
eine  gemeiuschafllicbe  Gerade  enthalten;  die  zu  diesen  Ebenen  nor- 
malen V'ectoren  sind  dann  derselben  Ebene  parallel.  Ist  dann  die  erste 
Linie  zur  Linie  a parallel  und  durch  den  F^ndpiinkt  eines  Vectors  a 
gelegt,  so  ist  der  zu  einer  sie  enthaltenden  Ebene  normale  Vector  als 
normal  zu  « und  zu  a'  ~ 9 

Va  (a  - (j) 

und  die  fragliche  Gleichung  ist 

A’  { y«  {a  — q)  . y§  (ß'  — Q).yr  (y'  — p)}  = O; 

sie  kann  mit  Hilfe  der  Ergebnisse  des  vorigen  Artikels  rcduciert  und 
entwickelt  werden. 

tl.  Wir  geben  ein  weiteres  Beispiel,  um  zu  zeigen,  wie  das  Un- 
endlichkleine  in  diesen  Calcutus  einzuführen  ist. 

Die  Gleichung  einer  Kugel  ist  9*  = — c*.  Ist  dann  dg  die  Linie, 
welche  den  Endpunkt  von  9 mit  einem  unendlich  nahe  gelegenen  Punkte 
verbindet,  so  ist  9 -|-  </9  der  entsprechende  nächstfolgende  Kadius  vector 
und  wir  haben 

(p  + rfp)*  — — c», 

oder  durch  Entwickelung  und  Vcrimchlässigung  des  Quadrats  von  dg 
gdg  -|-  rfp  . 9 ™ 0,  oder  5 (9  . rfp)  ™ 0, 

welches  ausdrückt,  dass  der  Kadius  9 zur  Tangente  rfp  normal  ist. 

Wenn  man  den  Punkt  finden  soll,  für  welchen  die  Summe  der  Eut- 
fernungcii  von  drei  gegebeneu  Punkten  ein  Minimum  ist,  so  giebt  der 
Ausdruck  der  bezüglichen  Bedingung  unmittelbar  den  Satz,  dass  der 
gesuchte  Punkt  in  der  Ebene  der  gegebenen  Punkto  liegt  und  dass  die 
Entfernungen  zwischen  deu  letztem  von  ihm  aus  unter  gleichen  Winkeln 
gesehen  werden  oder  dass  gleiche  Kräfte,  welche  von  ihm  nach  jenen 
wirken,  im  Gleichgewicht  sind.  Dasselbe  gilt  und  crgicht  sich  gleich 
einfach  für  beliebig  viele  Punkte;  es  giebt  dann  ein  gleichseitiges  wind- 
schiefes Polygon,  dessen  Seiten  den  von  ihm  nach  den  gegebenen  Punkten 
gehenden  Geraden  parallel  sind. 

Es  wäre  eine  viel  weitere  Entwickelung  nüthig,  um  einen  vollstän- 
digen Abriss  dieses  Calculs  zu  geben,  und  z.  B.  auch  zu  zeigen,  wie 
die  Gleichungen  von  Tangenten  und  Normalen,  von  KrümmuugsUnioa 
und  geodätischen  Linien  etc.  gebildet  werden  können.  Zur  ersten  Er- 
läuterung mag  Vorstüheodes  genügen. 

Neuerdings  ist  eine  Weiterbildung  der  Theorie  versucht  worden 
(siehe  Clifford  in  Bd.  4,  p.  381—395  der  ,,Procecdings  of  the  London 
Math.  Soc.“),  in  welcher  dem  Vector  oder  der  Richtung  im  Kaum  mit 
dem  Analogon  des  KrUftepaars  der  Motor  oder  die  Schraube  mit 
dem  Analogon  dos  Kräftesystems  und  dem  Verhältniss  von  zwei  Vectoren 
oder  der  Quaterniou  das  VcrhlUtiiiss  von  zwei  Motoren  oder  die  Bi- 
quatornion  entspricht. 
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1.  Wenn  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y,  z eines  Punktes 
der  Fläche  durch  zwei  unabhängige  Variable  q auadrückt  und  diese 
80  wählt,  dass  die  Curven  p » const.  und  q » conat.  mit  den  beiden 
Schaaren  der  Krümmungslinicu  der  Flache  zusammenfallen  und  wenn 
man  mit  X,  V , Z die  Kichtungacosinns  des  der  Krümmungslinie  q an* 
gehörenden  Hauptkrümmnngsradius  p der  Fläche  bezeichnet,  so  erhält 
man  in  Folge  des  Parallelismus  des  Klements  einer  Krümmungslinie 
und  seines  sphärischen  Bildes  (Art.  148.)  und  des  bekannten  Verhält- 
nisses der  Längen  beider  (vergl.  Kodrigues  in  ,,Corrospond.  sur  l'Kcole 
poivt.“  Bd.  3,  p.  162  (1815)  und  Weingarten  „Crelle’s  Journal“  Bd.  62, 
p.  164) 


und  mit 


0 


(: 


(i 


dq)  ^ 


0, 


WO  wegen  der  Orthogonalität  der  Curven  p » const  und  q ™ const. 
/'s  0.  ist,  für  fit  als  Linien-Elemcnt  der  Miniinalflächc  und  HL  als  das 
entsprechende  der  Kugelflächc  X*  -{-  J'*  -f"  ^ 

d/*  ^ [dxy  -f-  {dy)*  -f  (dl)»  =.  p»  [Edp'*  -f-  Gdq*) 

= + {(iy)*+[itZ)'  } = t'iILK 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  bei  der  durch  parallele  Normalen  ver- 
mittelten Beziehung  der  Punkte  einer  Minimalflächc  zu  den  Punkten 
einer  Kugclfläche  vom  Radius  1 die  erstere  auf  die  letztere  conform  ab- 
gubildet  wird  und  dass  hierbei  die  lineare  Vergrösserung  an  jeder  ein- 
zelnen 6telle  dem  reciprokeu  Werthe  des  Hauptkrümmungsradius 
gleich  ist. 

Weil  die  Ausdrucke  für  dx,  d^,  dz  vollständige  Differentiale  sein 
und  also  der  bekannten  Integrabilitätsbedingung  genügen  müssen,  so 
erhält  man 

|-(eJi')  = o,  |-(pC)  = o 
C q dp 

d.  li.  oK  undp^  sind  Functionen  von  p,  respective  <7  allein;  wenn  man 
also  J VqE.  dp  und  J VgO  . dq  als  neue  unabhängige  Variable  hinfort 
durch  p und  q bezeichnet,  so  erhält  man 

£=G  = i-,  dl»  = q{dp*  + äq'),  ; 

« 9 

und  damit  den  zuerst  von  O.  Bonn  et  („Comptes  rendns“  1853,  Bd.  37, 
p.  532)  ausgesprochenen  Satz,  dass  eine  MinimalflUcbe  durch  ihre  beiden 
oebaaren  von  Krümmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  gctheilt 
werden  kann,  oder  mit  andern  Worten:  Jede  Miuimalfläcbe  kann  Inder 
Art  auf  eine  Kbeno  conform  d.  i.  in  den  kleinsten  Thcilen  ähnlich  ab- 
gebildet werden,  dass  den  beiden  Schaaren  von  Krümmongslinien  zwei 
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Scliaarcn  von  parallelen  Geraden  (p  » coust.,  ^ a const.)  entsprechen, 
und  das  Vergrösscningsverhhltniss  bei  dieser  Abbildung  ist  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  LKoge  des  Haiiptkriiinmungsradius  in  dem  betrachteten 
Punkte  der  Minimalflächo  umgekehrt  proportional. 

Oder  auch:  Der  Abstand  von  zwei  unendlich  benachbarten  Krüm- 
tnungslinien  einer  MinimaltiKcho  ist  überall  der  Quadratwurzel  ans  dem 
Hauptkrümmungsradius  der  MinimalflUche  direct  proportional. 

Bei  dieser  Abbildung  entspricht  zugleich  jeder  Asymptotenlinie  der 
Mininmltläche , welche  die  Schaar  der  Krümmangslinien  unter  45° 
schneidet,  und  überhaupt  jeder  isogonalen  Trajectorie  der  letztem  eine 
gerade  Linie.  (Vergl.  Bonnot  in  ..Lionville's  Journal*'.  Bd.  6 (1860, 
p.  227);  dazu  ibid.  Bd.  12  (1847)  p.  294.) 

2.  Führt  man  min  mit  Weierstrass  (,,Monatsber.  der  Berliner 
Akad."  von  1866,  p.  618)  die  complexen  Grössen 

X + Fi  X—  Fi 

als  neue  Variable  ein,  von  denen  die  erste  durch  einen  Punkt  der^P' 
Eben«  geometrisch  dargestellt  wird,  der  bei  der  stereographischen  Pro- 
jection  der  KngelBkche  aus  dem  Punkt  A'=>  P'  — 0,  Z =•  1 auf  die 
Aequatorebene  Z = 0 dem  Punkte  X,  Z der  Kngel  entspricht,  so 
erhält  man 


* +_*i  y — 1. 
«1  + 1 ’ <■ 


(rfA-)*  + (dri*-f  (dZ)‘ 


IS~Jl  7 

<».  + !’ 

4ds  . ds, 
(ss,  + 1;* 


s»,  — 1 
SS,  -f  r 
rf  p*  rf 
9 


Da  nun  ds  . dsi  das  Quadrat  des  Linienclements  in  der  Ebene  be- 
deutet, deren  Punkto  die  complexo  Grösse  s geometrisch  darstelleu, 
und  da  dieses  Linienelcmont  dem  Linienelement  in  der  Ebene  der  com- 
plexcn  Grösse  p gi  proportional  ist,  wie  die  vorstehende  Gleichung 
lehrt,  so  ist  jede  der  beiden  Ebenen  eine  conforme  Abbildnng  der  an- 
dern, also  die  complcxe  Grösse  « entweder  eine  Function  des  complexen 
Argumentes  a ^ p gi  oder  des  andern  p — gi.  Man  kann  also, 
indem  man  nöthigenfalls  g mit  — g vertauscht,  allgemein  setzen,  mit  /* 
nnd  fl  zwei  conjugierte  analytische  Functionen  bezeichnend, 


* = A«).  *i“A(«i)i 


und  erhält  dadurch  (vergl.  Enneper  in  Bd.  9 p.  107  der  ,, Zeitschrift 
für  Math,  und  Phys.") 

(fr)*  ß-*;)* 

</x i (1  — *’)  rf»  + H*  — *i’)  ''**■ 

- i (1 + *•)  (f:)*  rf.  - i (1 + V) 

Betrachtet  man  nun  s und  s,  als  unabhängige  Variable,  während 
S(s)  eine  Function  von  s bezeichnet,  welche  durch  die  Gleiohttog 
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i 


==  8(») 


beatlmmt  ist  (sowie  §i(S|)  die  dazu  conju^terte),  und  deutet  man  mit 
Weierstrass  durch  ein  vorg^esetztes  ^ an,  dass  der  reelle  Thcil  der  nach- 
folgenden complexeii  Grösse  genommen  werden  soll,  so  sind 

X = >Hy(l  — **)  5(»)  rf»,  y = di 

dl'  — </x*  dy'  -f  rf:’  — (1  + st,)'  g(»)  J5((*i)  dt  da,, 
e =“  ('  + **i'*  {'l 


Zn  jeder  Function  J^(s)  des  complexen  Arguments  s gehört  in  Folge 
dieser  Formeln  eine  MinimaldUche  und  zwar  ist  dieselbe  (vergl.  Weiur- 
strass  a.  a.  O.  p.  621)  stets  und  nur  dann  eine  algebraische  Flüche, 
wenn  die  Function  i^(s)  die  dritte  Ableitung  einer  algebraischen 
Function  von  s ist.  \XVil  die  Gleichungen  für  dx^  rfy,  dz  in  Bezug 
auf  ^(s)  linear  sind,  so  entspringt  mit  <Pt(^)  7t(^) 

für  ^(s)  der  äatz:  Ordnet  man  die  Punkte  von  zwei  Minimaltlüchcn 
/'i  und  Ft  einander  so  zu,  dass  die  Normalen  in  entsprechenden 
Punkten  einander  parallel  sind,  und  construiert  man  zu  jedem  Paare 
entsprechender  Punkte  einen  dritten  Punkt,  dessen  Coordinaten  die 
Summen  der  gleichnamigen  Coordinaten  von  jenen  sind,  so  ist  der  Ort 
desselben  eine  Miuiroaldache  mit  gleichgerichteten  entsprechenden  Nor- 
malen. (Mittheilung  von  W^eierstrass  im  Math.  Seminar  der  Univ. 
Berlin  1865,)  Offenbar  wird  jede  der  drei  Flächen  auf  die  beiden  andern 
conforro  abgebildct. 


3.  Krsotzt  man  die  Function  ^(s)  durch  wo  cc  eine  reelle 

Grösse  ist,  und  entsprechend  $|(S|}  durch  so  erhält  man, 

da  das  LinieDclcmcut  der  Minimaldächc  hierbei  nicht  geändert  wird, 
eine  Bicgungsdächc  der  vorigen,  die  wieder  Minimaläächc  ist;  hierbei 
entsprechen  die  KrümmungsUnion  der  Biegungsfläche  einer  Schaar  von 
Curven,  welche  die  Krummungslinicn  der  ursprünglichen  Flache  unter 


cc  2 

dem  Winkel  schneiden,  weil  da  in  e de  übergeht.  Ks  ist  also  mög- 


lich, Theile  einer  Minimalfiäche  stetig  mit  einem  variabeln  Parameter 
so  zu  biegen,  dass  sie  während  der  Biegung  Minimalflächcn  bleiben; 
jede  Schaar  von  Curven  der  ursprünglichen  Fläche,  welche  die  Krüm- 
mungslinien  derselben  unter  demselben  constanten  Winkel  schneidet, 
wird  bei  dieser  Biegung  einmal  zu  einer  Schaar  von  Krümmungslinien. 
Auch  sind  die  durch  Multiplication  von  §(s)  mit  bestimmten 

Biegungen  einer  Minimalfläche  die  einzigen  von  diesem  Character,  den 
später  zu  betrachtenden  Fall  nicht  ausgenommen,  wo  die  Fläche  in  sich 
selbst  auf  stetige  Welse  verbiegbar  ist. 

Denkt  man  sich  während  der  Biegung,  indem  man  a als  variabel 
betrachtet,  einen  Punkt  des  gebogenen  Fläcbcntlieiles  fostgebalten, 
was  durch  passende  Verfügung  über  die  durch  Integration  eingeführten 
Constanten  erreicht  wird,  so  erfolgt  die  Biegung  den  obigen  Formeln 
zufolge  in  der  Art,  dass  die  Tangeutialebenen  in  allen  entsprechenden 
Punkten  parallel  sind,  und  dass  die  Tangenten  von  je  zwei  entsprech- 
enden Linionelementen  mit  einander  den  Winkel  a einschliesscn;  jeder 
Punkt  des  Minimalflächonstücks  beschreibt  während  der  Biegung  eine 
Ellipse,  deren  Mittelpunkt  der  festgehaltene  Punkt  ist.  Bezeichnen 
r,  ) die  Coordinaten  des  dem  Punkte  x,  y,  z entsprechenden  Punktes 

nach  der  Biegung  mit  a » — so  ist 


Digitized  by  Coog(e 


68G 


Literatur-Nftchwcisan^en  und  Zueätse. 


rfr  = --  {(1  — *’)  lg (*)</»}  , rft)  = + SR  {(1  +»’)  g(»)  ’i"}  , 

rfj  =■  — SR  {2«i  g(*)  d»|^ 

und  aus 

rfr»  -hrfl?*  -f  rfä*  « rf.r’»  -f  dy*  -i-  rft»,  dxdx  -f  . . =*  0,  Xrfr  + . . = 0 
f/r  =s»  Zdy  — J'rfz,  rft)  *=  Sdz  — ZdXy  </j  «■  i'</x  — -Wy. 

(Den  zu  ^ gehörigen  Specialfall  kennt  man  durch  0.  Honnefs 

Notiz  in  B<I.  37  (1863)  der  ,,Comptc»  rendus“  p.  532;  für  den^altf^cmeiocn 
vcrgfl.  die  Abhandlung  desselben  in  H.  42  des  ..Journal  de  HKcole  pol,?t.** 
p.  7—16  und  die  Mouog-raphie  „Ueber  Kaumeurven  und  Flachen  von 
K.  Petorsen,  Leipzig  1868,  p.  66,72. 

Hczeichnct  man  ferner  die  drei  Grossen 

X -f  ri  =y  (1  — 5(*)  du,  y + X)i  |(1  + **)  5(*)  d», 

z + 51  = y 2*  g(«)d» 

V 

respeetive  mit  u,  e,  «c  und  führt  statt  s irgend  eine  Function  t von  « 
als  neue  Variable  ein,  so  erhält  man  folgenden  Satz:  Sind  i<,  e,  v*  im 
Sinne  der  neuem  Functionentheorie  drei  Functionen  derselben  complexen 
Grösse  /,  welche  die  Kif^cnschaft  besitzen,  dass  die  Summe  der  Quadrate 
ihrer  Ableitungen  identisch  gleich  Null  ist,  so  stellen  die  Gleichungen 

a;=-SK(K)»  = = iK(ic) 

für  X,  ;/,  : als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  in  allgemeinster  Weise 
eine  MinimalBäche  dar.  (8>ie  stehen  mit  den  Gleichungen  von  Monge 
in  „Application  etc/*  p.  219,  220  der  Liouville'schon  Ausg.  auf  gleicher 

Stufe.) 

4.  Werden  die  drei  complexen  Grössen  u,  e,  w in  drei  Ebenen 
durch  Punkte  geometrisch  dargestellt.  so  ergehen  sich  drei  conforme 
Abbildungen  der  betrachteten  Minimalfläche  auf  diese  drei  Ebenen.  Da 
nun  den  Curven,  in  welchen  die  Minimalfläche  von  der  Ebenenschaar 
z = const.  geschnitten  wird,  in  der  Ebene  der  complexen  Grösse  ir  eine 
Schaar  von  parallelen  Geraden  entspricht,  welche  die  reelle  Axe  dieser 
Ebene  rechtwinklig  schneiden,  so  bilden  die  Niveaucurven  :»  const. 
nebst  ihren  orthogonalen  Trajectorien,  den  Curven  des  stärksten  Falles, 
ein  isometrisches  Curvensystem  auf  der  Fläche.  Dieser  Satz  gilt  für 
alle  Curven,  in  welchen  eine  Minimalfläche  von  einer  Schaar  paralleler 
Ebenen  geschnitten  wird,  und  deren  orthogonale  Trajectorien. 

Sind  »,,  v, , u'i  die  zn  u,  v,  tr  conjugierten  complexen  Grössen,  so 
ergiebt  sich 

dl*  s*  rfor*  -f-  'fy*  ^du  , dui  ^ dv  . dvi  div  . , 

ein  Satz,  von  dem  Riemann  (a.  d.  Note  11  a.  O.  Art.  7)  eine  interea* 
Baute  geometrische  Interpretation  gegeben  hat.  Das  Quadrat  des  Linien* 
Clements  der  Minimalfläche  ist  zunächst  der  halben  Summe  der  Quadrate 
der  entsprechenden  Linienelemente  der  Ebenen  der  complexen  Grössen 
u,  V,  w gleich;  und  da  die  Linearvergröeserung  bei  der  conformen  Ab* 
bildung  in  irgend  einem  Punkte  nach  allen  Hiebtungen  dieselbe  und 
somit  die  Fläclienvergrösserung  ihrem  Quadrate  gleich  ist.  so  ist  das 
Flächenelcment  der  Minimalfläche  der  halben  Summe  der  Quadrate  der 
entsprechenden  Flächenelemente  in  den  Ebenen  u,  o,  u>  gleich.  Und 
das  Nämliche  gilt  von  ganzen  Flächentheilen  der  Minimalfläche  und 
deren  conformen  Abbildungen  auf  den  Ebenen  der  Grössen  u,  u,  «c. 
Durch  diesen  Satz  wird  die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  eines  Mi* 
nimalflächenstUckes  J/  auf  die  Berechnung  des  Integrals 
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{ f f {<lx  (ix  + ity  tiX) dzdi) 

zurückgeführt.  (Vergl.  Formel  5 des  Art.  C.  der  citicrten  Ahh.)  Dasselbe 
geht  aber  durch  Integration  in  Hcziig  auf  x.  y,  z in  das  über  die  Be- 
grenzung von  M zu  erstreckende  einfache  Integral  Uber 

P -V  , r,  z 

i f {xdx  + yiiXi Zftl)  oder  \ j x , , z , 

J I dx,  dy,  dz  ’ 

und  das  Element  des  letztem  kann  folgendermassen  geometrisch  inter* 
pretiert  werden. 

Man  verbinde  die  Endpunkte  eines  Elements  dl  der  Begrenzung  von 
il/  durch  geradlinige  Strecken  mit  dem  Coordinatenanfang  und  bezeichne 
den  Flächeninhalt  des  so  entstehenden  Dreiecks  mit  df\  cs  sei  der 
Neigungswinkel  seiner  Ebene  gegen  die  Tangentialebene  von  M an  der 
betrachteten  Randstelle,  so  ist 

1 -V  , r.  ; 

J X , y , : \ ^ COR  ca  . df. 

\ dx,  dny  dz  I 

Denkt  man  sich  diese  Conslriiction  für  alle  Elemente  der  Be- 
grenzungslinie  von  .)/  ausgefiihrt,  so  bildet  die  Gesammtheit  der  Dreiecke 
die  projicierendo  Kegclthlcho  derselben  für  den  Anfangspunkt  als  Cen- 
truru.  Wenn  diese  KegelflUche  insbesondere  gegen  die  Minitnalfläche  in 
allen  Punkten  der  Begrenzung  gleich  geneigt  ist,  so  ist  der  Flächen- 
inhalt des  Minimalllächenstückes  dem  iVoducte  aus  dem  Flächeninhalt 
der  Kegellläche  in  den  cosinus  des  Neigungswinkels  gleich. 

Diese  Sätze  lassen  sich  anch  sehr  einfach  geometrisch  beweisen, 
indem  man  eine  Schaar  ähnlicher  und  ähnlich  gelegener  MioimalHiichcn 
betrachtet  und  die  Differenz  des  Flächeninhalts  von  zwei  unendlich  be- 
imchbarteD  in  doppelter  Weise  uusdrückt. 

ö.  Wir  setzen  ferner  in  die  Detinitionsgleicbungen  von  u,  e.  w für 
dt,  rfbf  ^5  durch  X,  Vf  Z,  dx,  dy,  dz  ausgedrückten  Werlho 

und  erhalten 

u =*  X 4"  * /* {Zdy—ydz),  e=y4"'  f (Xf/i  — Zdx), 

M7  r -j-  t J { y dx  — X dy). 

Diese  Gleichungen  führen  zu  einer  expliciten  Lösung  folgender  Auf- 
gabe: Es  soll  eine  Minirnaltläche  analytisch  bestimmt  werden,  welche 

1)  durch  eine  vorgeschriebene  analytische  Linie  hindurchgeht  und 

2)  längs  dieser  Linie  in  jedem  Punkto  eine  vorgoschriehene  Normale 
besitzt,  deren  Lage  sich  längs  derselben  nach  etuem  gegebenen  analy- 
tischen Gesetz  ändert. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Coordinaten  x,  y,  z eines  Punktes  der 
vorgcschriebencn  Linie  und  die  Richtungscosinus  X,  }' , 7*  seiner  Nor- 
male als  analytische  Functionen  einer  reellen  Vartabeln  t gegeben, 
sodass  also  die  Gleichungen 

X»  4-  1'*  -f-  Z*  = l,  Xrfx  4-  Ydy  4-  Zdz  = 0 

identisch  befriedigt  sind,  so  sind  die  Functionen  n,  0,  v für  die  reellen 
Werthe  von  t bis  auf  additive  rein  imaginäre  Constanten,  auf  welche 
es  hier  nicht  ankommt,  eindeutig  bestimmt  und  befriedigen  identisch 
die  Gleichungen 

xdu  4“  y dp  4"  ydw  — 0,  (rf«)*  4"  "h  (rfiü)*  ="  0. 

Weil  aber  u,  v,  w analytische  Functionen  von  / sind,  so  haben  sie 
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auch  lur  alle  complexen  Werthe  von  /,  welche  diese  Variable  als  Argu- 
ment der  analytischen  Functionen  x,  ,v»  A',  Z annelimen  kann, 

eine  bestimmte  llcdeutung.  Wenn  man  nun  der  V'ariablen  t auch  diese 
complexen  Werthe  beilegt,  so  stellen  die  Cileichongcn 

ar'^SR(H).  = z'  = iV{to) 


eine  MiuimalHUche  dar,  welche  die  vorgeschriebenen  Kigenschaften  be- 
sitzt. Aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  auch,  dass  es  nnter  den 
gemachten  Voraussetzungen  stets  eine  und  nur  eine  solche  Fläche  glebt. 
Krwähnenswerthe  Specialfallo  dieses  Weicrstrass'schen  Satzes  sind: 
Jede  auf  einem  Stück  einer  MinimaldUche  liegende  gerade  Linie  ist  eine 
Symmetrieaxe  der  durch  analytische  Fortsetzung  dieses  Stückes  ent- 
stehenden Minimaltläche.  Wenn  auf  einem  Stück  einer  Minimaldäche 
eine  ebene  Curve  liegt,  längs  welcher  die  Taugentialcbene  der  Fläche 
und  die  Kbeiie  der  Curve  mit  einander  einen  rechten  Winkel  einschliossen, 
so  ist  die  Kbenc  dieser  Curve  eine  Symmetriebene  derjenigen  Minimal- 
dache«  welche  durch  analytische  Fortsetzung  dieses  Stückes  entsteht. 
Dieselben  Formeln  lusMeii  zeigen,  dass  unter  den  Minimatfläelien  ausser 
der  Kbcne  nur  eine  geradlinige  ist,  nämlich  die  Schraiibendäche  mit 
einer  Lcitgeraden  und  mit  Richtungscbenc.  Ist  nämlich  die  x Aze  eine 
Krzengende  der  geradlinigen  Minimalflächc  und  ihre  gemeinschaftliche 
Normale  mit  der  nächstbeoachharten  Erzeugenden  die  z Axe  eines  rechte 
winkligen  Systems,  so  kann  man  stets  eine  Constante  a so  bestimmen, 


dass  t « o ^ ein  hyperbolisches  Paraboloid  darslellt,  welches  jene 
längs  berührt.  Mau  hat  also  zu  setzen 

X 


\'==0,  r 

oder  besser 


j,»  y^t  _|i ; 


.r  =3  — sin  (/I),  y « 0,  2 =*=  0,  X = 


r , Z = 'T  tan(f*), 
cos  (/I)  ’ I ^ 


und  erhält  z o arc  tau  ~ als  Gleichung  der  Minimaltläche.  (Beweise 

X 

gaben  Bonnet,  Catalan,  M.  Roberts«  Serret  n.  A.) 

6.  Man  kann  nun  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  für  einige 
spccielle  Fälle  durebfiihrco.  t]  Es  wird  die  MinimalHHche  gesucht, 
welche  das  hyj>erbuHsche  Paraboloid  2j=o(x*  — y*)  längs  seiner  Schnitt- 
linie mit  dem  Rotationscylinder  x*  -f-  y*  = 1 berührt.  Sie  ist  algebraisch. 
2)  Für  welche  Minimalflache  ist  eine  Parallel  eine  geodätische  Linie? 
Es  ist  die  von  Catalan  in  ,, Journal  de  TEcoIe  polyt.’*  11.  37,  p.  160 
constroierte  Fläche.  3)  Für  welche  Minimalfläche  ist  eine  Ellipse  eine 
geodätische  Linie?  Es  ist  eine  transcendente  Fläche,  auf  welcher  eine 
einfach  unendliche  Schaar  von  Ranmeorven  vierter  Ordnnng  liegt,  von 
denen  jede  einen  isolierten  Doppelpunkt  besitzt.  Die  sphärischen  Bilder 
dieser  Curven  sind  confocale  sphärische  Kegelschnitte. 

Die  Aufgabe,  durch  eine  geschlossene  analytische  Linie  A eine 
Minimalfläche  zu  legen,  auf  welcher  dieselbe  ein  in  seinem  Innern  von 
singulären  Stellen  freies  einfach  zusammenhängendes  Flachenstück  be- 
grenzt, ist  (von  dem  Falle  der  ebenen  Curve  abgesehen)  bis  jetzt  in 
keinem  einzigen  Falle  gelöst  worden,  obwohl  schon  1816  Gorgonne 
die  Aufmerksamkeit  auf  diese  Aufgabe  gelenkt  hat.  (Vergl.  ,,ADnaIes** 
Bd.  7,  p.  68.)  Die  analoge  Aufgabe  hingegen,  bei  der  die  vorge- 
schriebene Linie  L von  einer  Anzahl  geradliniger  Strecken  gebildet  wird, 
ist  neuestens  von  Riemann  (r.  a.  O.)  und  Weierstrass  (bis  jetzt  nur 
zum  Thell  veröffentlicht)  in  voller  Allgemeinheit  gelöst  worden;  für  den 
specielleii  Fall  des  Vierseits  aus  vier  Kanten  eines  regulären  Tetraeders 
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Hiohe  die  Arbeit  tou  H.  A.  ScbwnrZf  wekdiu  in  derselben  Note  11  gc- 
uanut  ist. 

7.  Die  Frage  nach  den  unzerlegbaren  algebraischen  MininialHäcben 
der  iiUchst  höheren  Ordnung  respective  Classe  als  der  zweiten  ist  noch 
unbeantwortet. 


Die  Minimaldächen , die  eine  Schaar  ebener  Krünimungslinien  be- 
aitZGU,  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  zweite  Schaar  der  Kriinimungs- 
linien  gleichfalls  von  ebenen  Curveu  gebildet  wird.  Zu  diesen  von 
könnet  (,,Comptes  rendns'*  Dd.  41  (1855)  p.  1058)  analytisch  bestimmten 
Flächen  gehört  als  Grenifall  eine  algebraische  Fhlche  neunter  Ordnung, 
deren  Gleichung  Knneper  in  Ild.  0 der  „Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.** 
p.  96  (1864)  gab.  Man  erbiilt  dieselbe,  wenn  man  in  den  obigen 


Gleichungen 


fl  a 
fi  x ’ 


also  auch  Jy(x)  einer  reellen  Constantcii  gleichsetzt. 


Die  beiden  Schanreu  der  Krüminungslinien  sind  ebene  Curven  dritter 
Ordnung,  und  ihre  isogonalen  Trajectorien  Kauracurven  dritter  Ordnung. 

Diese  Fläche  hat  die  Kigensclmft,  auf  stetige  Wetso  in  sich  selbst 
verhiegbar  zu  sein,  weil  für  «c*®  statt  s und  ä, c” statt  jj  das  lanien- 
element  derselben  nicht  geändert  wird.  Aber  diese  Kigenschaft  kommt 
allen  Miniraalfiachen  zu,  bei  welchen  g(s)»  ist,  mit  C als  einer 

beliebigen  und  m als  einer  reellen  Conslauten,  auf  Grund  derselben  IJu- 
veräudcrlichkcit.  Diese  sind  zugleich  die  einzigen  Miniinuldächcii  von 
der  angegebenen  Kigeiischaft.  Für  m =*  0 erhält  mau  die  ohne  Ge- 
staltsveränderung  in  sich  verschiebbaren,  die  Schraiibenilächen ; bei 
reellen  Werthen  von  C die  durch  Uotation  der  KettenÜnie  nm  ihre 


Direclrix  entstehende,  bei  rein  imaginären  Werthen  die  geradlinige 
Schraubentläche.  (Scherk  gab  1831  die  Gleichung  dieser  Minimal- 
flächen m as  0.)  Die  auf  UotationsHiiehen,  also  auch  stetig  in  sich  selbst 
verbiegbaren  Mininialtlächen  bestimmte  Uour  tu  seiner  Preisschrift  über 
Deformation  der  Flächen, ,, Journ.de  PEcole  polyt.“  H.  39,  p,99 — 109.  1862. 

8.  Knneper  hat  „Zeitschrift  f.  Math.  u.  Phys.“  Hd.  14,  p.  403 
(1869)  die  MiniroaldächcD  bestimmt,  welclie  eine  einfach  unendliche 
Schaar  von  reellen  Kreisen  enthalten  und  gefunden,  dass  die  Ebenen 
derselben  parallel  sein  müssen.  Die  allgemeine  Gleichung  dieser  Flächen 
gab  derselbe  in  den  „Göttinger  Nachrichten“  1866  pag.  247 — 249.  Auch 
der  letzte  Artikel  der  posthumen  Abhandlung  Hicmatin's  handelt  von 
diesen  Flächen.  Sie  sind  mit  Ausnahme  der  Rotationsfläche  der  Ketten^* 


linio  periodisch,  besitzen  eine  Symmotrieebene,  enthalten  unendlich  viele 
isolierte  gerade  Linien  und  haben  unendlich  viele  Asymptoten-Ehenen ; 
jede  wird  längs  jedes  Kreises  der  8<  haar  von  einem  Kegel  zweiten  Grades 
berührt  und  alle  diese  Kegel  sind  concyklisch,  sodass  der  Krciaschaar 
der  Minimalfläche  bei  der  durch  parallele  Normalen  vermittelten  confor- 
men  Abbildung  auf  die  Kugel  eine  Schaar  confocaler  sphärischer  Kegel- 
schnitte entspricht.  Der  Function  jj(s)  kann  für  diese  Flachen  bei  pas- 
sender Wahl  des  Coordinatensystems  die  Gestalt 


s V{s  — cot  e)  s(s  + tan  f) 

mit  C und  { als  zwei  rellen  Constanten  gegeben  werden.  Je  zwei 
Fluchen  dieser  Art,  deren  C üboreinstimmen,  während  ihre  s sich  zu  | ff 
ergänzen,  sind  solche  Biegungen  von  einander,  dass  den  Krümmungs- 
linien der  einen  die  Asymptotenlinion  der  andern  Fläche  entsprechen; 
für  s » ff  erhalten  wir  mit  der  gleichen  Correspondeuz  eine  Abwickel- 
barkeit  auf  sich  selbst. 

9.  Die  Untersuchung  jeder  speciellen  Minimalfläche  kann  endlich 
mit  der  Beantwortung  einer  Frage  des  Minimums  geendet  werden;  näm- 
lich mit  der  Frage,  wie  auf  ihr  eine  oder  mehrere  Linien  gewählt  wer- 
Salmon,  aual.  Geom.  d.  Baumes.  II  8-  Aufl.  * 44 
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(len  können,  welche  ein  zusammenhängendes  Stück  Af  ihrer  Fläche  be- 
grenzen, 90  dass  dasselbe  unter  allen  von  denselben  Linien  begrenzten 
und  ihm  unendlich  benachbarten  Flächenstückeii  den  kleinsten  Flächen- 
inhalt besitzt. 

Ihre  Heantwortung  hängt  davon  ab,  ob  die  zweite  Variation  des 
Flächeninhalts  für  alle  Variationen  des  FlUchenstUcks  M bei  itngoän- 
derter  Begrenzung  positiv  ist,  oder  ob  sie  für  einige  derselben  den 
Werth  Null  oder  negative  Werthe  annehmen  kann.  Die  Untersuchung 
dieser  zweiten  V^ariation  von  H.  A,  Schwarz  („Monatsberichte  d.  Akad. 
V.  Berlin**  1872,  p.  718)  hat  zu  dem  hemerkenswerthen  iCrgcbnisse  ge 
fuhrt,  dass  die  Kntscheidung  über  das  Zeichen  von  der  die  Besonderheit 
dci  Minimalfläche  bedingenden  Function  ganz  unabhängig  ist,  dass 
nie  vielmehr  nur  von  der  Gestalt  des  sphärischen  Bildes  abhängt,  wel- 
ches bei  der  Abbildung  durch  parallele  Normalen  dom  Stück  .17  ent- 
spricht. 

Ueberdiess  ergab  sich  dabei  der  Satz:  Die  fragliche  zweite  Variation 
Ut  stets  und  nur  dann  immer  positiv,  wenn  es  ein  zusammenhängendes 
Minimalflächensttick  giebt,  welches  dem  betrachteten  in  seiner  ganzen 
Ausdehnung  unendlich  benachbart  ist,  ohne  doch  mit  ihm  einen  Punkt 
gemein  zu  haben.  So  dass  beim  Vorhandensein  eines  Punktes  P,  der 
in  keiner  Tangentialebene  des  Stückes  At  liegt,  durch  Coustniction  eines 
für  ihn  als  Aehnlichkeitspunkt  zu  Af  ähnlichen  und  ähnlich  gelogenen 
unendlich  benachbarten  FlUchenstUcks  nach  dem  vorigen  Satze  ge- 
schlossen werden  kann,  dass  AJ  unter  alten  unendlich  benachbarten, 
denselben  Grenzbedingungen  genügenden  Flächenstückeii  den  kleinsten 
Iijhalt  besitzt.  Und  allgemein  gilt  der  Satz:  Ein  bestimmtes  Stück  einer 
Minimultlächc  besitzt  unter  allen  von  denselben  Handlinien  begrenzten 
und  ihm  unendlich  benachbarten  Flächenstückeii  stets  dann  und  im  All- 
gemeinen nur  dann  den  kleinsten  Flächeninhalt,  wenn  es  ein  dem  be- 
trachteten durch  parallele  Normalen  Punkt  für  Punkt  entsprechendes 
MiniinulHächenstück  giebt,  dessen  säromtliche  Tangentialebenen  von 
demselben  Punkte  des  Kaumes  einen  von  Null  verschiedenen  Abstand 
haben. 

10.  Ob  es  für  eine  Grenzlinie  L nur  ein  oder  mehrere  Flächen- 
stücke  giebt,  welche  in  ihrem  Innern  von  singulären  Stellen  frei  unter 
allen  unendlich  benachbarten  den  kleinsten  Inhalt  besitzen,  ist  nicht 
bekannt.  Steiner  bat  „Crellc's  Jonrn.**  Bd.  24,  p.  111,  Änm.  (1812)  eine 
damit  zusammenbängende  Untersuchung  angestellt,  durch  welche  diese 
Frage  unter  der  Voraussetzung  ihre  Beantwortung  findet,  dass  bei  pas- 
sender Wahl  dos  rechtwinkligen  Coordinatensystems  die  eine  Coordinate 
eine  eindeutige  Function  der  beiden  andern  ist.  Demselben  Geometer 
verdankt  mau  auch  (,,Monatsbcr.  d.  Akad.  von  Berlin“  von  1840,  p.  118) 
den  interessanten  Satz:  Unter  allen  zu  einem  MinimalfiächenstUcke 
äquidistanten  FlächcnstUcken  besitzt  das  MinimalfiUchenstück  selbst  nicht 
den  kleinsten  sondern  den  grössten  Flächeninhalt. 
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